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O RELACIJI EKVIVALENCIJE

U dobroj nastavi� novi pojmovi� nove ide�

je� itd� uvode se tako xto se upotreb�avaju�

�Rene Thom��

�� Uvod�

U svim situacijama u kojima se vrxi klasifikova�e� implicitno je sadr�
�ana neka relacija ekvivalencije� Samo klasifikova�e predstav�a razdvaja�e
objekata neke kolekcije u disjunktne podkolekcije� pri qemu objekti svrstani
u istu podkolekciju imaju isto zajedniqko svojstvo� Ako ka�emo da u takvim
situacijama� na taj naqin naziremo relaciju ekvivalencije� onda postoji veliki
broj primera za takva nazira�a ve� od samih poqetaka nastave matematike�

Ci� nam je da u ovom qlanku relaciju ekvivalencije shvatimo kao jednaqen�
je objekata po nekom zajedniqkom svojstvu� Da�e� da u takvom jednaqe�u is�
taknemo neke postupke koje smatramo znaqajnim� a koje formalno mo�emo opisati
kao plan rada koji bi se sastojao od�

	� Istica�e svojstva koje slu�i za klasifikova�e�


� Istica�e disjunktnosti klasa ekvivalencije�
�� Uoqava�e standardnog predstavnika svake klase �a koji se qesto na

vrlo prirodan naqin name�e
�

�� Zamene klase �kao podskupa
 proizvo�nim elementom �kao simbolom
za promen�ivu kojoj pripisujemo zajedniqko svojstvo elemenata te klase
�

Pri tom ne moramo pretpostav�ati da je izdvojen sam pojam relacije ekvi�
valencije� odnosno da je otrgnut od konkretnog sadr�aja�

Apstraktno� relaciju ekvivalencije na skupu S mo�emo zadati kao�

	� Dekompoziciju skupa S �tj� neko �egovo razbija�e na disjunktne pod�
skupove
�

Tada je termin dekompozicija opravdaniji od termina relacija�


� Binarnu relaciju na S koja je refleksivna� simetriqna i tranzi�
tivna�

Tada se dokazuje da skup klasa ekvivalencije predstav�a jednu dekompozi�
ciju skupa S� Dakle� mo�emo re�i� koriste�i se jezikom psihologije� da se
u svakom sluqaju dekompozicija jav�a kao prate�a kognitivna shema uz pojam
relacije ekvivalencije�

� Iz qlanka R� Toma� Moderna matematika � da li postoji� Nastava matematike I �XXIII��
�� ���	� str� 
����
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�� Moramo brinuti o smislu

Korak koji znaqi unoxe�e u nastavu matematike apstraktnog pojma relacije
ekvivalencije� mo�e se pravdati namerom ka povixenoj formalizaciji koja slu�
�i jasnijem logiqkom sagledava�u teku�ih sadr�aja� Mora tada i uqenik biti
na nivou gde se podrazumeva da je razvio sposobnosti i stekao razumeva�e za
takvu formalizaciju�

Radi konkretnije analize� uzmimo da posmatramo dva jednostavna primera�
Neka je S � fa� bg i neka su relacije na S predstav�ene slede�im slikama�

Pitajmo se jesu li ove relacije tranzitivne�
Uslov tranzitivnosti

x � y i y � z �� x � z

jav�a se u formi implikacije qije je� inaqe� logiqko vrednova�e suptilno� a
time ho�emo da ka�emo da je to slo�ena reqenica koja se u prirodnom jeziku
ne osmix�ava sa ��neprirodnim� logiqkim vrednostima sastavnih reqenica� Za
�ude koji nisu uqili formalnu logiku� reqenice tipa implikacije qije logiqko
vrednova�e odgovara drugoj� tre�oj i qetvrtoj vrsti tablice�

p q p �� q

� � �
� � �
� � �
� � �

do�iv�avaju se kao besci�ne i besmislene� Tada uslov tranzitivnosti je ope�
rativan u u�em sluqaju kad su vrednosti x� y� z one za koje su reqenice x � y i
y � z� obe taqne�

U prvom primeru imamo dva izbora� x � y � z � a i x � y � z � b�
U drugom primeru samo je reqenica a � b taqna� pa je za nepriprem�ene

uslov tranzitivnosti u svim sluqajevima ��besmislen�� Ipak� ova relacija jeste
tranzitivna�

Svi mi poxtujemo princip� prvo znaqe�e a potom formalizacija� I taj
princip shvatamo na taj naqin xto vidimo jedan sadr�aj izlo�en jezikom ni�eg
stepena apstraktnosti i xto ose�amo da taj sadr�aj treba logiqki srediti�
koriste�i jezik vixeg stepena apstraktnosti� U sluqaju relacije ekvivalencije�
sabrano znaqe�e predstav�a veliki broj znaqajnih konkretnih primera relaci�
ja� Formalizacija tog znaqe�a pretpostav�a izdvaja�e pojma relacije i opxtih
relacijskih svojstava� Sama definicija relacije ekvivalentnosti kao one koja
je refleksivna� simetriqna i tranzitivna mora biti prosle�ena tvr�e�em� da



O relaciji ekvivalencije �

klase ekvivalencije qine dekompoziciju� To tvr�e�e uspostav�a smisao ovom
pojmu koji je vezan za prethodno razvijeno zna�e�

Ne oprede�uju�i se za ono xto bismo smatrali pravim mestom priqe o
relacijama in abstracto� slobodni smo zak�uqiti da sa tom priqom ne treba
kretati prema nastavi matematike u osnovnoj xkoli �uk�uquju�i i �� razred
�

�� Primeri i plan rada s �ima

Kroz primere koje �emo navesti imamo nameru da ilustrujemo ideje koje
smo izneli u uvodu ovog qlanka�

�I� Ekvivalentnost izraza� Kad pogledamo relaciju

� � � � � � ��

znak ���� ima dvojako znaqe�e� Znak je jednakosti ako smatramo da upore�ujemo
brojeve ali je znak ekvivalentnosti ako upore�ujemo izraze�

Svojstvo na osnovu koga jednaqimo izraze je ista brojevna vrednost� Naqin
kako proveravamo tu jednakost brojeva predstav�enih izrazima na razliqit
naqin� svodi se na raquna�e vrednosti izraza u okvirima aritmetike� A to
raquna�e nije nixta drugo nego odre�iva�e standardnog predstavnika u klasi
izraza� Prime�ujemo pravila raquna�a sa ci�em da dobijemo standardni ci�
farski zapis� Na primer�

� � �� � �	 � � � � � � � � � �� � �� � ���

gde je �� standardni predstavnik za ovu klasu izraza�
U ovom sluqaju klase ekvivalencije nije mogu�e ��sagledati� kao disjunktne�

Dva izraza� korak po korak� svedemo na cifarski zapis i tada vidimo jesu li ili
ne isti broj �taqnije imaju istu brojevnu vrednost
� Tako klase ekvivalencije
poqi�emo da smatramo disjunktnim �ako uopxte ima razloga da na tu pomisao
dolazimo
�

Jednaqe�e izraza sa promen�ivom je tako�e primer za relaciju ekvivalen�
cije� Kad znak ���� shvatamo kao znak jednakosti� tada jednaqimo funkcije� Xto
jednostavniji takav izraz� on je standardniji� ali se jedan jedini standardni
predstavnik ne mora nametati� Recimo

�x� �	�x� �	 � x� � ��

desni izraz je jednostavniji ali je levi standardniji ako nas interesuje znak te
funkcije� Kad pixemo jednakost

x� � �

x� �
� x� ��

dodajemo uslov x �� ��� qime istiqemo da oba izraza definixu na skupu
������	 � ������	 istu funkciju

x 	
 x� � �

x� �
� odn� x 	
 x� �

�a bez tog uslova to bi bile dve razliqite funkcije
�
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�II� Ekvivalentnost uslova� Uslovi

��x� �	� � �x� �	� � �
� x� � �x� �
 � �� x � 
 ili x � ��

su ekvivalentni� kao i uslovi

x� y � 


�x� �y � �

�
�

x � �

y � �

�

a tako�e� za a � � i slede�a dva uslova

p
a � b� a � b� ili b � ��

Na ove uslove mo�emo gledati kao na propozicione funkcije� U prvom
sluqaju domen takvih funkcija �ustvari univerzalni skup za promen�ivu x
 je
skup realnih brojeva� �ihove vrednosti su iskazne funkcije� Recimo u sluqaju
prvog uslova� za x � � imamo kao vrednost iskaz �� � �� �	�� ��� �	� � �
 �koji
nije taqan
� a za x � 
� iskaz �� � 
� �	�� �
� �	� � �
 �koji je taqan
� U druga
dva sluqaja domen �odnosno univerzalni skup
 je ravan R��

Izdvajaju�i one vrednosti promen�ive za koje su pridru�eni iskazi taqni�
ima�emo u prvom sluqaju skup f��� 
g� u drugom f��� �	g� a u tre�em taj skup
predstav�en je na slede�oj slici

kao podgraf funkcije b �
p
a� Ove skupove nazivamo istinosni skupovi propozi�

cionih funkcija�

Vidimo� dakle� da su dva uslova ekvivalentni kad su �ihovi istinosni
skupovi jednaki� Tada tako�e ka�emo da takvi uslovi imaju isto znaqe�e�

Mislimo da je vrlo znaqajno isticati ekvivalentnost uslova� gledaju�i to
kao �ihovo jednaqe�e putem jednaqe�a korespondentnih istinosnih skupova�

Rexava�e� recimo sistema

�
ax� by � c

a�x� b�y � c�

qije je rexe�e x � �� y � �� nije nixta drugo do prelaz� putem primene pravila�
sa jednog oblika na drugi dok se najzad ne dobije standardni oblik tog uslova

�
x � �

y � ��

Postoji pravo obi�e primera ove vrste na svakom nivou nastave matematike�
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�III� Zaokrug	iva�e� Brojevi dati decimalnim zapisima zaokrug�uju
se tako xto se jednaqe kad imaju jednak deo zapisa koji ide do k�te decimale�
Tada ka�emo da je to zaokrug�iva�e brojeva na k decimala�

Posmatrajmo sluqaj zaokrug�iva�a na jednu decimalu�
U sluqaju prostog odbaciva�a decimala jednaqimo sve brojeve koji pri�

padaju intervalima du�ine ���� a koji su prikazani na slede�oj slici�

Dekompozicija je u ovom sluqaju geometrijski jasno prikazana� a standardni
predstavnik se name�e kao levi kraj intervala jer ima najjednoastavniji deci�
malni zapis�

Zaokrug�iva�e na k decimala� obiqno pretpostav�a mogu�e pove�a�e k�te
decimale za 	� kad je ��k plus prva� decimala � ili ve�a od �� Dekompozicija je
tada�

a standardni predtavnik je ��� ili taqke koje su sredine ostalih intervala koje
se opet name�u svojim najjednostavnijim cifarskim zapisom�

�IV� Grafici funkcija� U teku�em struqnom jeziku u opticaju su ter�
mini graf i grafik funkcije� Termin graf je skra�ena forma termina grafik
�latinski� graphicus� grqki� ���	
�o�� sa znaqe�em crte�
� Reklo bi se da
se ipak ne radi o istovetnom znaqe�u� ve� da teku�a praksa pokazuje slede�u
situaciju� Za realnu funkciju realne promen�ive f 
 A
 R� �en graf je skup

f �x� y	 j y � fx g�
Grafik je i taj skup ali i svaka �egova skica koja verno prikazuje odre�ena
svojstva funkcije y � fx�

Ispituju�i funkciju y � f�x	 odre�ujemo� �en domen� ponaxa�e na ru�
bovima domena� znak i nule� intervale monotonosti� intervale nad kojima je
konveksna odn� konkavna� taqke ekstremuma� prevoja itd� Skiciraju�i grafik
u istom koordinatnom sistemu �ili razliqitim sa istom jedinicom za du�inu

odgovaraju�e krive ne moraju biti podudarne me�u sobom �niti sa grafom te
funkcije
� ali mi �emo sve takve skice smatrati odgovaraju�im u koliko su
respektovana ispitivana svojstva�

Recimo� grafici�
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predstav�aju funkciju y � x� i nijedan ne slu�i za odmerava�e �enih vrednos�
ti taqka po taqka�

Klasa krivih koja verno odra�ava ispitivana svojstva jedne funkcije �na
osnovu kojih te krive jednaqimo
 jeste skup �enih grafika i svaki element tog
skupa predstav�a je podjednako dobro�

Ovaj primer nije interesantan za tumaqe�e relacije ekvivalentnosti� ali
istica�e ove ekvivalentnosti uz zadatak ispitiva�a funkcija i crta�a �i�
hovih grafika jeste znaqajan i zato ga ovde uk�uqujemo�

�V� Kongruencije� Neka je k fiksiran prirodan broj� Prema stavu o euk�
lidskom de�e�u celih brojeva� za svaki ceo brojm postoje jednoznaqno odre�eni
celi brojevi q i r� takvi da je

m � kq � r� � � r � k�

Sam taj ceo broj r zovemo k�ostatkom celog broja m i oznaqavamo sa r �
��m� k	� Pri tom� za cele brojeve m i n sa istim k�ostatkom ka�emo i da
su kongruentni po modulu k i pixemo m � n �mod k	� Drugim� reqima� po
definiciji je

m � n �mod k	 �� ��m� k	 � ��n� k	�

Jasno je da je tako definisana relacija refleksivna� simetriqna i tranzitivna�
a samim tim i jedna relacija ekvivalencije u skupu celih brojeva Z� Zovemo je
i �egovom k�kongruencijom ili kongruencijom po modulu k� Uz to va�i i

m � n �mod k	 �� k j �m� n	�

Naime� ako je tu m � kq � r i n � kp � s� sa � � r� s � k� bi�e m � n �
k�q� p	� �r� s	� kao i � � jr� sj � k� odakle sledi da k deli m�n� ako i samo
ako je r � s � �� a samim tim i ��m� k	 � ��n� k	�

S druge strane� ako je r � ��m� k	� iz r � k ���r i � � r � k sledi da je tada
i ��r� k	 � r� to jest m � r �mod k	� pa je svaki od celih brojeva k�kongruentan
taqno jednom od brojeva �� �� �� � � � � k � �� To tako�e znaqi da skupovi

r � kZ � f r � kq j q 
 Z g�
sa � � r � k� formiraju i jednu k�qlanu dekompoziciju samog skupa Z�

�VI� Elementarna ekvivalentnost� Ima sluqajeva kad relaciju ekvi�
valencije definixemo tako xto prvo definixemo elementarnu ekvivalentnost�

Uzmimo jedan primer te vrste�
Neka je A neprazan skup �alfabet
� Element a 
 A zva�emo slovo a� �for�

malni
 stepen an� �n 
 Z
 zva�emo slog� Niz slogova an�an� � � � ank zva�emo req�
a req bez slova �prazni skup
 oznaqi�emo sa 	�

Za reqi w� � an�� � � � ank

k
� w� � bm�

� � � � bml

l
� definixemo �ihov proizvod kao

req
w� � w� � an�� � � � ank

k
bm�

� � � � bml

l
�

Tada je skup W �A� svih reqi alfabeta A semi�grupa s obzirom na definisano
mno�e�e�
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Uvedimo na W �A� elementarnu ekvivalentnost kao slede�e jednaqe�e�

�I	 w�a
�w�

e� w�w� �posebno a�
e� �
�

�II	 w�a
mana�

e� w�a
m�nw��

Dve reqi w�� w�� uzimamo da su ekvivalentne ako postoji konaqan niz reqi
w�� � � � � ws takvih da je

w� e� w�

e� � � � e� ws

e� w���

Lako je proveriti da je na ovaj naqin zadata relacija ekvivalencije � na skupu
W �A��

�Definixu�i proizvod klasa ekvivalencije sa

�w�� � �w�� � �w� � w���

lako je proveriti da skup klasa ekvivalencije

F �A� �W �A�
 �
postaje grupa� koju zovemo slobodnom grupom nad alfabetom A�


Relacija ��
e�� uzima se �ne naglaxavaju�i to
 sa svojstvima refleksivnos�

ti i simetriqnosti� Tada se lako vidi da je relacija ����� najma�a relacija

ekvivalencije koja je proxiruje �ili taqnije koja sadr�i relaciju ��
e��
�

Nadamo se da su navedeni primeri dovo�ni da qitalac sam sagleda �i kao
izvo�aq nastave provede
 program rada sa relacijom ekvivalencije i u mnogim
drugim sluqajevima kojima obiluje nastava matematike na svim nivoima�


