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O PEJIAIINJN EKBUBAJIEHIINJE

Y no6poj HacTaBU, HOBU [IOJMOBU, HOBE Ujle-
je, UTA. yBoze ce Tako WITO ce yHoTpebibaBajy.
(Rene Thom)*

1. ¥YBomn.

Y cBHM cHTyamujaMa y KOjIMa Ce BPIIN KIACH(PUKOBAKE, IMINIMIUTHO je CaIp-
’KaHa Heka peranuja exsmBasiennuje. Camo kmacupuroBame IpeACTaBba pa3iBajame
objexkaTa HeKe KOJNEKNWje y MUCjYHKTHE IONKOJNEKIHje, MPH deMy OO0jeKTH CBPCTAHU
y HCTy DOAKOJIEKIM]y MMajy HCTO 3ajeIHMYKO CBOjCTBO. AKO KameMO Ha y TAKBAM
CUTyanzjaMa, HA Taj HAYNH HA3MPEMO Delanljy eKBHBAJICHIN]e, OHJA MOCTOjU BEIUKN
Opoj mpumepa 3a TakBa Hasupama Beh ox caMmx modyeTaka HACTaBe MaTEMATHKe.

[Mum HAM je 1a y OBOM UNAHKY PeNanijy eKBUBAJECHIIje CXBATUMO Ka0 jeOHAUEH-
je objexama no Hexom zajedHuuKoM ceojcmey. llajbe, ma y TAKBOM jeTHAYEHY HC-
TaKHEeMO HeKe IOCTYIKe KOje CMAaTPaMo 3HAYAJHUM, & Koje (JOPMAIHO MOKEMO ONUCATH
Kao n4aM padae Koju Ou ce cacrojao o

1. Hemuyame ceojecmea koje cayxcu 30 kaacupurosame,

2. Hemuyame QUCjynkKmMHOCMU KAGCG EKBUBAAEHUU]E,

3. Youasamwe cmandaponoe npedcmashura ceake xaace (a KOJju Ce 4eCTO HA
BPJIO TpUpPOJaH Haumn Hamehe),

4. Bamene kaace (Ka0 MOACKYIA) NPOU3BOLHUM eaemenmom (Kao cuMBOIOM
33 TPOMEHJbUBY KOjOj IPUIUCYJEMO 3ajeJHUYKO CBOjCTBO €JIEMEHATA Te KIace).

IIpz ToM HE MOpaMO IPETHOCTABBATH A& je M3ABOJEH CaM IOjaM Pejaluje eKBU-
BaJIEHNWj€e, OMHOCHO A& je OTPTHYT OJ KOHKPETHOT CaapiKaja.

AncrpakrHo, penanujy ekBUBaJEHNUje HA CKYIy .S MOKEMO 3aIaTH KaO:

1. Zexomnosuyujy cxyna S (Tj. HEKO WEroBo pasbujame HA NUCJYHKTHE LMOI-
CKyIOBE).

Tana je TepMuH TEKOMIO3UNNja OMPABIAHU)U O TePMUHA DENalnn)a.

2. Dunapny pesayujy na S Koja je pefaexcusna, cuMempuura u mpar3u-
MueHa.

Tanma ce mora3yje ma CKYI Kiaca eKBUBAJEHNUje MPEICTaBhA jeTHY TEKOMIO3MU-
majy ckyma S. Ilakme, moxkemo pehwm, kopuctehim ce jeamkoMm ICHXOJIOTHje, ma ce
y CBAKOM CJIy4Yajy MEKOMIO3UIHUja jaBjba Kao mpareha KOrHUTHBHA CXeMa y3 MOjaM
penanuje eKBUBAJEHIL]E.

* W3 unanka P. Toma, Monepaa MaTemaTuka — ga jau moctoju, HacraBa maremaruke I (XXIIT),
1, 1974, crp. 27-38
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2. MopamMo OpUHYTHA O CMUCITY

Kopak koju 3Ha4m yHOmeEmE y HACTABY MAaTEeMATHKE AICTPAKTHOT MOjMa Pejlanyje
eKBUBAJEHINje, MOX¥e Ce IPABAATH HAMEPOM Ka IOBHIIEHO] (OPMAIN3ANUjH KOja CIy-
KU jaCHHjeM JIOTMYKOM cariemaBamy Tekyhux cagpsxkaja. Mopa tama u ydenur outm
Ha HMBOY IJe Ce MOApa3yMeBa Ja je Pa3BHO CIOCOOHOCTH M CTEKAO pa3yMeBame 3a
TaKBY (POPMATH3ANN]Y.

Panu komgperHuje amangmse, y3MEMO Ha MOCMATPAMO [Ba jeJHOCTABHA HPUMEPA.
Hexa je S = {a,b} u meka cy penanuje ma S npexacrasiene caegelinv ciaukama:

ITurajmo ce jecy am oBe permanuje TPAH3UTHBHE.
Y ci0B TPAH3UTUBHOCTH

TPY M YPI = TPZ

jaBma ce y GopMm MMIIMKANWje 4YMje je, MHAUe, JOTMYKO BPENHOBAKE CYNTHIHO, A
tume xoheMo na KakeMO J1a je TO CIOKEHA PEYeHHIa KOja Ce Y MPUPOIHOM je3UKy
He OCMUIIBABA Ca ,HEIPUPOTHAM “ JTOTMYKAM BPETHOCTUMA CACTABHUX PEUYCHHUNA. 3
Jby e KOJU HECY YYUId (POPMAJHY JIOTUKY, PEYEHUIE TUNA MMIIAKALNUjE YUje JTOTHIKO
BpeIHOBAamE OAroBapa Apyroj, rpehoj m 4eTrBproj BpcTu Tabianme:

p q p = 4q
T T T
L T T
L L T
T L 4

NOKUBJbABAJY ce ka0 Oecuuspae n GecMuciene. Taga yciaoB TPaAH3UTHBHOCTH je OIe-
PATHBAH y y:KeM CIydYajy KaJx Cy BPEIZHOCTH I, Y, Z OHE 3a KOje Cy PEYeHUuIe T p Y U
Y p z, obe Taume.

Y mpBoMm mpumepy mMamo gBa m3bopa: x =y =z=aur =y =2 =D>.

Y apyrom mpmMepy caMoO je pedeHuna ¢ p b TavHa, ma je 3a HENPUIPEMJIbEHE
yCJIOB TPAH3UTUBHOCTHU y CBUM CIydajeBuMa ,0ecmuciern! Wnak, oBa peramuja jecre
TPaH3WTHUBHA.

CBu MEU momTyjeMO NPUHOWN: OPBO 3HAYEHe a moToM (opmanumsamuja. W Taj
IPUHOKAI CXBATAMO HA TAaj HAYWH IITO BUIAWMO jeNAH CAIP:KA] U3TOKEH jJe3MKOM HUKEr
CTEmeHa ANCTPAKTHOCTH W mTO ocehamo na Taj camp:kaj Tpeba JOTWYKM CPeauTH,
kopucrehu jesuk Bumer cremena amcTPAKTHOCTH. Y CIyYajy pelaluje eKBUBAJICHIH]E,
cabpaHo 3HAYEHE MPEICTABIhA BEIUKM OPOj 3HAUAJHAX KOHKPETHUX MPUMEPA PEeAIH-
ja. Popmanmzamuja TOr 3HAYCHA MPETHOCTAB/HA U3NBAjAE MOjMA Pelanyje U OMIMTHX
penanmjckux cBojcraBa. Cama meduEmnzja pelanuje eKBUBAJIEHTHOCTH KaO OHE KOja
je peduekcuBHA, CHMETPUYHA U TPAH3UTHBHA MOpa Ouru mpociehena tephemem, na
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KJace eKBUBAJNEHNHje YWHe nekommo3unujy. To TBpheme ycmocTaBiba cMHCAO OBOM
TIOjMY KOJU je Be3aH 3a IPEeTXOJTHO PA3BUjEHO 3HAME.

He ompenemyjyhu ce 3a oHO mTO OHCMO CMATpaIM MPABUM MECTOM IPUYE O
penammjama in abstracto, cio6omHE CMO 3aKBYYNTH OA CA TOM OpPUIOM He Tpeba
Kperary IpeMa HACTABU MaTeMaTWKe Yy OCHOBHO] wWKouw (ykbydyjyhu u 8. paspen).

3. IIpumepu 1 naH panga ¢ BUMA

Kpo3 npumepe koje hemo mHaBecTn mmMaMoO HAMEPY Ha MIYCTPYjeMO mieje Koje
CMO H3HEJIHN Y yBOLY OBOT YIAHKA.

(I) ExBuBasienrnoct m3pasa. Kan noriaenamo pemanujy
243=1+4,

3HAK ,, =" MMa IBOjAaKO 3HAYECHE. 3HAK je jeMHAKOCTH aKo cMarpamo ma ymopebhyjemo
OpojeBe aJu je 3HAK EKBHBAJEHTHOCTH akKO ymopeDhyjemo m3pa3se.

CB0jCTBO HA OCHOBY KOTa, jeIHAYNMO m3pase je mcra OpojeBHa BpemuocT. Haumu
KaKO MPOBEPABAMO Ty jE€OHAKOCT OpOjeBa MPEACTABHEHUX H3PA3UMA HA PASIAIUT
HAYWH, CBOIM C€ HA PAUYyHAmE BPEIHOCTU M3PA3a y OKBUPUMA, apuTMeTmre. A 1o
pauyyHame HUje HUmTA APYro Hero oapehuBame crammapIHOT HPEICTABHUKA Y KIACH
u3pasza. llpumemyjeMo mpaBmia padyHama Ca MUBEM Ha NODUjeMO CTaHIADIHE -
¢apcku 3amuc. Ha mpuwmep,

3-447)=3-4+43-7=12+21 =33,

rmae je 33 cTaEAApAHE MPEACTABHUK 3a OBY KJIACY M3Pasa.

Y oBOM ciydajy Kiace ekBHBaJeHNuje Huje moryhe ,carmenaru‘ Kao UCjyHKTHE.
JlBa m3pasa, KOpak Mo KOpak, CBeeMO Ha MU(APCKH 3aNUC U Ta 8 BUAUMO jecy I WIn
He uctu 6poj (ravnmje mmajy ucry GpojeBry BpemHocr). Tako kiace ekBUBaJeHOUje
HOYMEHEMO [ CMAaTPaMO NUCjYHKTHEM (KO yOLIITe MMa Pa3iora Aa Ha TY HOMUCAO

JONA3UMO).
Jennaueme m3pasza ca IPOMEHBUBOM je Takohe mpmmep 3a peranujy eKBUBAJEH-
nuje. Kax 3mak ,=“ cxBaTaMo Kao 3HaK jeJHAKOCTH, TaJga jexmaunmo ¢yuknuje. Hlto

jeTHOCTABHUjU TAKaB W3pa3, OH je CTAHIAPIHUjU, aldd Ce jeJaH jeNHN CTAHAADIHI
IpeACTABHUK He MOpa Hameraru. Pemmmo

(r—1)(z+1)=2% -1,

IECHU M3pa3 je jeAHOCTABHUJU AJM je JeBU CTAHIADIHUjU aKO HAC HHTEPecyje 3HaK Te
¢yurquje. Kan numemo jemmakoct

2?2 -1

r+1
IojajeMo yciaoB x # —1, yuMme umctmueMo ga 00a m3paza NePUHUNIY HA CKYIY
(—00,—=1) U (=1, +00) mcry pymxmujy
2?2 —1
r+1’

(a Ges Tor ycuosa 10 Ou Ouie ABe pasiunyure (yHKOU)E).

=x—1,

T omH. TxH—x—1
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(IT) ExBMBaIeHTHOCT yCJIOBA. Y CIOBU
2z —1)? — (z + 1) = 45; 22— 22— 15 =0; r=5 mm z=-3

Cy eKBUBAJICHTHU, KAO U yCIOBHI

r+y=>5 r=3
23:—33/:0}’ y:2}

a takobe, 3a a > 0 u ciemeha mBa ycmoBa
Va > b; a>b> mm b<O.

Ha oBe ycmose MOEeMO TiIemaTm Ka0 HA IPONO3UNWOHE (yHEmmje. Y NPBOM
ciIy4ajy NOMEH TakBUX (yHKNUja (yCTBApU yHHBED3AJHW CKYI 33 IPOMEHJUBY ) je
ckym peanuux Opojesa. Fbuxose BpemmocTu cy mckasue gpyuknuje. Pemmmo y ciyuajy
IPBOT yc0Ba, 3a = 1 mMamo kao Bpeamoct uckas (2-1—1)% — (1+1)2 = 45 (koju
Hmje Tavam), a 3a v = 5, mcka3 (2-5—1)2 — (54 1)2 = 45 (xoju je Tauan). Y apyra
IBa ciIydaja moMeH (OJHOCHO YHHBEP3AaJHH CKyl) je paBan R°.

W3 nBajajyhu ome BpeqHOCTH IPOMEH/BUBE 32 KOje Cy IPHUAPYKEHI UCKA3KW TAYHH,
umaliemo y mpsom cayuajy ckyn {—3,5}, y apyrom {(3,2)}, a y tpehem 1aj cryn
IpeacTaBibeH je Ha caenehoj caumu

kao noarpad ¢ymemmje b = /a. OBe CKymoBe HA3WBAMO HCTHHOCHA CKYNOBH IPOMLO3H-
IUOHUX (YHKIH]jA.
Bugnvo, makme, ma cy mBa yciOBa €KBHBANEHTHU KAl Cy BUXOBH HCTHHOCHU
CKymoBU jemHakm. Tazxa takobe KakeMO I3 TAKBU yCIOBH MMajy HCTO 3HAYECIHE.
Mucaumo ma je BpJIO 3HAYAJHO MCTUNATH €KBUBAJEHTHOCT yCJIOBA, raemajyhum To
Ka0 BUXOBO jefHAYEHE MyTeM jefHAYeHha KOPECIOHIEHTHNX HCTHHOCHUX CKYIOBA.
Pemasame, pemumo cucrema

ar + by =c
{G1I+bly201

qmje je pememe T = , y = [, HUje HUMTA, APYTO IO IPeja3, IyTeM IPUMeHe TPABUIA,
ca jemHor O0JIMKA HA APYTU JNOK Ce Haj3am He mobuje cTammapaam OOJME TOT yCIOBA

r =«
{yzﬁ

ITocroju mpaBo 00MmbE mpUMEpPaA OBE BPCTE HA, CBAKOM HUBOY HACTABE MATEMATHUKE.
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(III) 3aokpyrissuBame. DBpojeBn JaTn IENUMATHUM 3aMHCUMA 320KDPYTIBY]Y
Ce TaKO MMTO Ce jefHade KaJ MMAjy jeIHAK 0 3amuca KOju mae A0 k-Te IemuMade.
Tana kakeMo 1a je TO 3a0KPYribUBamHE OPOjeBa HA k IeMUMAIA.

ITocmarpajMo ciydaj 3a0KpyrbuBabHa HA jeHY MEIIMAIY.

Y cayyajy mpocTor ombamumBama NENuMaJa jeIHAaYmMO CBe OpojeBe KOju mpu-
magajy marepBasuma ayxuue 0,1, a koju cy mpukaszanu Ha caenehoj cammu.

JlekoMmo3unuja je y OBOM CIydYajy T€OMETPHjCKH jaCHO NpUKa3aHa, a CTAHIApTHA
mpencTaBHUK ce Hamehe kA0 Je€BU Kpaj MHTEPBAJA jep MMa HAjjeTHOACTABHUJU NEIH-
MAJIHA 3aIHUC.

3a0KpyriuBame Ha k memmMmaJia, oOmYHO mpermocTasiba Moryhe mosehame k-te
menuMmadie 3a 1, kanm je .k mayc mpsa‘“ memummauia 5 wau Beha ox 5. IlekoMmmo3sunuja je
Taaa:

a cTaEgapIuEul nmpeataBHuK je 0,0 mam Tadke Koje Cy cpeluHEe OCTAJIUX WHTEPBAJA KOje
ce omer Hamehy CBOjuM Hajje JHOCTABHUjUM MU(YAPCKUM 3QMUCOM.

(IV) 'padpunm ¢pyurmmja. Y Teryhem CTpyYHOM je3UKY y ONTHHA]Y CY Tep-
MuEE 2pad u zpadur gynrxyuje. Tepmun rpad je ckpahena popma repMmuna rpaduk
(maTuacku: graphicus, rpukm: ypapixoo, ca 3HavemeM nprex). Pexno 6u ce na
ce WIAK He PajJd O MCTOBETHOM 3HAUemHYy, Beh ma rexyha mpakca mokasyje ciemehy
curyanujy. 3a peanHy ¢yHknujy peanue mpomenipuse f: A — R, men rpad je ckyn

{(@,y) |ly=fx}.

I'padur je m Taj ckym aaum m CBaka WEroBa CKANA KOja BePHO mpukasyje onapebena
cBojcTBa QyHEMUje ¥y = fx.

Ucnuryjyhn ¢pyexnujy y = f(z) ompebhyjemo: meH mOMeH, moHAmA®mE HA DY-
GoBMMa NOMEHA, 3HAK W HyJe, MHTEPBajJe MOHOTOHOCTH, MHTepBaJe HAJ KOjuMa je
KOHBEKCHA ONH. KOHKABHA, Ta4ke eKcTpeMmyMa, mpesoja urx. Crunupajyhu rpadur
y MCTOM KOODJMHATHOM CHCTeMY (WU PA3IMIATHM €A KCTOM jeUHUIOM 33 Ly:KHUHY )
omrosapajylie kpuse #e Mopajy Ouru moxygmapme meDhy cobom (mmru ca rpadom e
¢yurnumje), amn mm hemo cBe TakBe Ckume cMarpaTtu oarosapajyhmM y kommko cy
pecneKTOBaHA NCOMTUBAHA CBOjCTBA.

Penuwmo, rpadumu:
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% u HEWjemaH He CTYKW 3a 0MEpaBame HEHNX BDPETHOC-

IPeACTaBbAjy QYHRIU]Y Y = &
TN TAYKA IO TAUKA.

Knaca kpuBux kKoja BEpHO OApaskaBa MCIUTHBAHA CBOjCTBA jemHe (yHKmuje (Ha
OCHOBY KOJUX Te KPHBE jeIHAYNMO) jeCTe CKYI HeHUX IPa(UKa I CBAKA €JIEeMEHT TOT
CKyIla IPeACTaBba je MOIjeHaKo mobpo.

OBaj mpumep HUje MHTEPECAHTAH 33 TyMAYeHE DeNanuje eKBUBAJEHTHOCTH, aJIH
ICTUNA’KE OBE EKBUBAJEHTHOCTH V3 33JAaTAK NCINTHBAKA (YHKIWjA W OPTakmA HBI-

XOBUX I'pa(uka jecTe 3HaYajaH U 3aTO ra OBHOE YKBYUIYjeMO.

(V) Kourpyennuje. Heka je k ¢puscupan npupoznau 6poj. IIpema crasy o eyk-
JUICKOM Jejbemy meaux 6pojeBa, 3a CBaKd meo Opoj m mocroje jenHo3navgno onpehenn
mesu OpOjeBW ¢ W 7', TAKBH 1A je

m=kqg+r, 0<r<k.

Cam T1aj meo 6poj r 30BeMo k-ocmamixom meiaor O6poja m m O3HAYABAMO Ca T =
o(m,k). Ilpum tom, 3a meme GpojeBe m u nm ca HCTUM Kk-OCTATKOM KAayKeMO U Ja
cy Kxomepyenmmu mo Momyny k u mumemo m = n (mod k). Ilpyrum, peumma, 1o
JeduHAnUjA je

m=n (mod k) < o(m,k) = o(n,k).

JacHo je ma je Tako meduruCcama peranuja peIeKCHBHA, CHMETPUYHA U TPAH3UTUBHA,
a caMHM THM U jeIHA peJjanuja eKBUBAJEHIWje y CKymy menumx OpojeBa Z. 30BeMo je
U BETOBOM k-KOHZDYEeRYUJoM UIA KOKZPYeHUUjoM TO MOAYIY k. Y3 TO BaKH 1

m=n (modk) < k| (m—n).

Hanmve, ako je ty m = kqg+r un = kp+ s, ca 0 < r,s < k, buhe m —n =
k(g—p)+ (r—s), ka0 u 0 < |r — s| < k, onakmne ciemn ma k meam m — n, ako U caMo
ako je r —s =0, a camum tum 1 o(m, k) = o(n, k).

C mpyre crpame, ako je r = o(m, k), u3r = k-0+ru 0 < r < k crexn na je taza
u o(r,k) =r, 1o ject m =r (mod k), na je cBaku ox neaux 6pojeBa k-KOHIDYyeHTAH
ragHo jemuoMm ox 6pojesa 0,1,2,...,k — 1. To Ttakobhe 3maum ma CKymoBm

r+kZ={r+kqlqgeZ},
ca 0 <r <k, bopmupajy u jenny k-unany DeKOMIO3WIUjy caMmor ckyma Z.

(VI) EsnemenrapHa ekBuBajsieHTHOCT. VMa ciaydajeBa kal pelanujy eKBU-
BaJIeHNUje NeQUHNIEMO TAKO MTO IPBO AC()UHUIIEMO €JEMEeHTAPHY €KBHBAJEHTHOCT.

Y3MHUMO jemaH MpUMEpP Te BPCTE.

Hexa je A menpasam ckyn (anpaber). Enement a € A 3saliemo caoso a, (pop-
mauen) crened a”, (n € Z) 3sahemo cuor. Hus ciorosa a™a™ ...a™ 3ahemo peu,
a peu Ge3 ciosa (mpasuu ckym) o3madmliemo ca 1.

3a peun wy = ay’ ... ap*, wy = b" ... b, meQUHMIIEMO BHEXOB IPOU3BOX KAO
peu

wy cwy = ayt..oatbt b
Tazna je ckyn W[A| cBux peun anpabera A cemu-rpyma ¢ 063upoM Ha AePUHECAHO
MHOKEEE.
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Yemumo Ha W[A] enemenTapHy ekBUBaleHTHOCT Kao ciemelie jenmademe:

(I) wya’ws ~ wyw;y (mocebro a’ ~ 1),

(IT) wia™a"ay ~ wia™ " ws,.

IBe peun w', w'' ysmMaMmo Oa Cy eKBHBAJEHTHE aKO MOCTOjH KOHAYAH HA3 PEUN
Wi, ..., Ws TAKBUX Ja je

;€ e
W ~SwW~c e~ Wy~ W

JIako je mpoBepuUTH Ia je Ha OBaj HAUMH 33aTa Pelanija eKBHBAJECHIHje ~ Ha CKYIY
WIA].

(Hepurnmyhin npousson kiaca eKBUBAJEHNUjE Ca
[wi] - [wa] = [wy - ws],
JAKO je MPOBEPUTH Ia CKYI KJIAca €KBHBAJCHIU]je
FIA] = WIA]/ ~

nocraje rpymna, Kojy 30BeMo cio0oaHoM rpynom Han aixpaberom A.)

Penanmja ,,~“ y3uMa ce (me marmamasajyhum To) ca CBOjCTBEMA pedIeKCHBHOC-
TH W CHMETPUYHOCTH. Tajma ce JakKO BUAM A je peianuja ,~, HajMama peramnuja
eKBUBAJEHIN]e KOja je mpommpyje (IIM TadHmje KOja CAIPKE Peramu]y ,~").

Hamamo ce ma cy HaBeIeHW NPUMEPH JOBOJGHU Ja YUTAJAI CaM cariena (U Kao
u3Bohau HACTaBe HPOBeJE) HPOrpaM paja Ca PelanujoM eKBUBAJCHIU]e U y MHOTHM
APYyTUM CIydajeBuMa KOjuMa ODHMIIyje HACTAaBa MATEMATHKE HA CBUM HEBOUMA.



