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SABIRA�E U Q�
��
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�� Ovaj qlanak je nastavak qlanka� V� Mi�i�� �� Vukovi�� Jedan naqin

uvo�e�a razlomaka u nastavu matematike� Nastava matematike XXXVIII� �� i
posve�en je intuitivnom poima�u nenegativnih racionalnih brojeva �skup Q�

� 	
i operacija sabira�a i oduzima�a u tom skupu�
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Podsetimo se da smo uz odabranu jedinicu� graduiranu na podudarne delo

ve� oznaqavali istaknute �xrafirane	 delove pisa�em odgovaraju�eg razlomka�
protumaqili smo pravilo o proxiriva�u i skra�iva�u razlomaka i� koriste�i
se jednaqe�em na osnovu istog znaqe�a � predstav�a�a iste koliqine� doxli
smo do pravila upore
iva�a razlomaka u opxtem sluqaju�

�� Uvo
e�u razlomaka prethodi obrada struktureN� prirodnih brojeva sa
nulom� koja je gra
ena postepeno� Pretpostav�amo da su uqenici stekli dovo�no
iskustva u aktivnostima vezanim za operacije sabira�a i mno�e�a u N� i da
mo�emo raqunati na �ihove formirane navike u vezi sa postupcima koji slede
i na �ihova tim iskustvima artikulisana reagova�a�

�� Obradu operacije sabira�a �i oduzima�a	 poqe�emo polaze�i od intu

itivnog shvata�a kodifikova�em u tri koraka�

�I	 uoqava�e i oznaqava�e sabiraka �u sluqaju sabira�a	 odnosno uma�e

nika i uma�ioca �u sluqaju oduzima�a	�

�II	 pisa�e izraza �zbira ili razlike	�
�III	 jednaqe�e sa zapisom u vidu jednog razlomka�

Primer koji predla�emo mo�e poslu�iti kao uvodni zadatak� Pri tome
�emo se koristiti programiranim postupcima u ci�u navo
e�a uqenika da ja

sno uoqi i uqini navedena tri koraka� Taqkicama oznaqavamo mesta na kojima
oqekujemo da uqenici upixu gor�e izraze�

PRIMER� Aca i Braca su dobili jednake qokolade� Svaki od �ih se zasla

dio po �e�i� i pojeo odre
eni deo svoje qokolade� Na slici je xrafira�em
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prikazano koji deo svoje qokolade je pojeo svaki od �ih� Koliko su ukupno po

jeli�

�I	

Aca je pojeo

�

��� � � � � � � � qokolade�

Braca je pojeo

	

��� � � � � � � � qokolade�

�II	

Ukupno su pojeli
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��� � � � � � qokolade�

�III	
Ukupno su pojeli �brojimo xrafirane delove na oba mesta	
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��� � � � � � � � qokola

de� Zbog toga je
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Ovde ukazujemo na qi�enicu da smo imali dve koliqine� oznaqene razlom

cima� i da smo zbirom tih razlomaka oznaqili ukupnu koliqinu� Isto tako
istiqemo da smo prilikom broja�a ukupnog broja xrafiranih �pojedenih	 de

lova prebrojali � delova prve qokolade i �ima dodali prebrojanih � delova
druge qokolade� Na taj naqin smo naxli da je
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Isti primer mo�emo iskoristiti da bismo uqinili jox jedan korak� tzv�
��prelaz preko jedinice�� Postav�amo novo pita�e� Koliko im je ukupno qoko

lade ostalo�

�I	

Aci je preostalo
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��� � � � � � � � qokolade�

Braci je preostalo
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��� � � � � � � � qokolade�

�II	

Ukupno im je preostalo
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��� � � � � � qokolade�
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�III	
Ukupno im je preostalo �brojimo nexrafirane delove na oba mesta	
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qokolade� Zbog toga je
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Ukazujemo na qi�enicu da je
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Neposrednim prebrojava�em preostalih delova ��ih ��	 uveravamo se da� zbog
�� � �� 
 �� od �ih mo�emo formirati jednu celu tablu qokolade �za to nam

treba �� deli�a� dakle
��

��
qokolade	 i preostaje
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qokolade� Stoga je
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Ovde uqenik mo�e nacr

tati novu sliku� koja �e ilu

strovati ovu jednakost� Sa
�e se vidi ono xto smo malo

pre istakli� tj� da od �� ne

xrafirana deli�a mo�emo
zaista napraviti jednu celu
qokoladu i da preostaje � de


li�a� dakle
�

��
qokolade� pa

im je ukupno ostalo � 

�

��
qokolade�

U praktiqnom radu treba uraditi vixe primera vezanih za sabira�e raz

lomaka jednakih imenilaca� koriste�i se u poqetku konkretnim sadr�ajima �po

gaqama� tepsijama kolaqa i sl�	 a zatim se od �ih odvajaju�i� uk�uquju�i i
razlomke sa brojiocem ve�im od imenioca� Pri tome se ne mora �i ne treba	
ograniqiti na dva sabirka�

Napomena� U vezi sa razlomcima qiji je brojilac ve�i od imenioca� mi se�
kroz primere� u stvari bavimo �ihovim predstav�a�em u obliku
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xto je ekvivalentno jednakosti
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Ona �e biti predmet naxeg interesova�a kasnije� i na ovome mestu je ne treba
isticati� Dovo�no je ilustrovati je kroz nekoliko konkretnih primera� Pri
tome se svakako moraju ista�i jednakosti tipa
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u opxtem sluqaju� za svako k � N��
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One vezuju strukturu N� za strukturu Q
�

� u smislu inkluzije N� � Q
�

� �

�� Slede�i korak je sabira�e razlomaka nejednakih imenilaca� Vratimo
se� opet� qokoladama i pozabavimo se slede�im primerom�

PRIMER� Vesna i Gordana su dobile jednake qokolade� Svaka od �ih se za

sladila po �e�i i pojela odre
eni deo svoje qokolade� Na slici je xrafira�em
prikazano da je Vesna pojela dve ��xtangle� a Gordana pet ��kockica�� Koliko
qokolade su ukupno pojele� Koliko im je ostalo�

Vesna je pojela

�

�� � � � � � � � qokolade�

Gordana je pojela

�

��� � � � � � � � qokolade�

Navodimo uqenike da Vesnine
�

�
pojedene qokolade �� ��xtangle�	 izraze u

��kockicama�� Oni �e� bez texko�a� uoqiti da je
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xto znaqi da je Vesna pojela � ��kockica�� Ukupno su �ih dve pojele �� kockica

qokolade� odnosno
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��� � � � � � � � qokolade�
Dakle�
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Vesni je preostalo � xtangle� dakle
�

�
qokolade� a Gordani �� kockica�

dakle
�	

��
qokolade� Ukupno im je preostalo
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dakle� preostalo im je
��
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qokolade� Kako je
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preostala im je jedna cela tabla i jedanaest kockica�
Sa nekoliko sliqnih primera indukujemo postupak sabira�a razlomaka ne


jednakih imenilaca�
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Predla�emo da se sa tradicionalnim tra�e�em najma�eg zajedniqkog sa

dr�aoca za imenioce l i n saqeka� Postupak
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u poqetnoj fazi obrade sabira�a razlomaka�
Jasno je da� u ci�u postiza�a ve�e operativnosti� kasnije treba uk�uqiti

i postupak sa nala�e�em najma�eg zajedniqkog sadr�aoca�

�� Ve� smo istakli da se prilikom uvo
e�a nove strukture rukovodimo i
principom odr�a�a va�nih svojstava strukture koju proxirujemo� tzv� princi

pom permanencije� Ako uoqimo jednakosti
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xto sledi iz komutativnosti operacija sabira�a i mno�e�a u N�� prime�ujemo
da i da�e va�i komutativni zakon� Na sliqan naqin se uveravamo i da je va�nost
asocijativnog zakona za operaciju sabira�a saquvana� Naglaxavamo da se ove
qi�enice mogu ista�i na le�eran naqin� ne optere�uju�i �ima uqenike pri
ovom� prvom susretu sa stvarnim proxiriva�em neke strukture�

	� Kao xto je ve� istaknuto� operaciju oduzima�a u skupu nenegativnih
razlomaka ostvarujemo u tri koraka�

�I	 uoqavamo i oznaqavamo uma�enik i uma�ilac�
�II	 zapisujemo razliku�
�III	 jednaqe�em je zapisujemo u obliku razlomka�
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U stvari zapisiva�e razlike je naxe reagova�e na situacije koje mo�emo
modelirati prema shemi� od date koliqine odvajamo �odstra�ujemo	 odre
eni
deo pa uoqavamo preostali deo� Podesnim graduira�em datu koliqinu i deo koji
od �e odvajamo oznaqavamo razlomcima i na osnovu �ih oznaqavamo razlomkom
preostali deo� Ilustrujemo ovo primerom sa naxom qokoladom�

PRIMER� Duxan je imao
��

��
table qokolade prika


zane na slici� Naixao je �egov drug �or
e i on mu

je poklonio
�

��
te qokolade� Koliko je Duxanu ostalo

qokolade�

Tabla se sastoji od �� kockice� pa
�

��
qokolade

predstav�a � kockicu�
��

��
qokolade predstav�a �� koc


kica a
�

��
qokolade � kockica� Oznaqava�em uz odgova


raju�e slike� pri qemu se koristimo invarijantnox�u
koliqine od naqina na koji je smextena� dolazimo do slika koje slede i uz �ih
zapisanih oznaka za xrafirane delove�
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Duxanu ostaje
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��� � � � � � � � qokolade �prebrojali
smo preostale kockice	� Sada pixemo jednakosti
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Sliqnim primerima osmix�avamo oduzima�e razlomaka i bez texko�a in

dukujemo jednakost
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u stvari pravilo za oduzima�e razlomaka jednakih imenilaca� uz uslov m � k�
U predlo�enoj shemi ovaj uslov je ispu�en jer se odstra�uje deo date koliqine�

Oduzima�e razlomaka nejednakih imenilaca teqe na isti naqin kao sabira

�e� pa to ovde ne�emo ponovo izlagati�
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� Posled�i primer sa qokoladom omogu�ava nam da� na osnovu slika koje
ga prate� uz eventualno objax�e�e� ��Ako Duxan preostalom delu qokolade doda

deo koji je dao �or
u� vrati�e se na staro� tj� ima�e opet
��

��
qokolade�� malo

osvetlimo vezu izme
u sabira�a i oduzima�a� Jednakosti
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je ��ravnopravna� jednakost
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U stvari� pod vezom� izme
u sabira�a i oduzima�a podrazumevamo ekviva

lentnost jednakosti

a
 b � c� a � c� b� b � c� a�

xto znaqi da taqnost bilo koje od �ih povlaqi taqnost ostale dve�
Znamo da se u skupu Q racionalnih brojeva oduzima�e svodi na dodava�e

suprotnog elementa� U okviru strukture Q�

� ekvivalentnost ovih jednakosti
je oblik iskaziva�a zakona o suprotnom elementu� koji je nepotpun jer va�i uz
neophodna ograniqe�a� Imaju�i u vidu iskustvo koje uqenici donose iz pretho

dnih razreda �u vezi sa N�	� mo�e se oqekivati da �e spontano biti prihva�ena
ova ekvivalencija�

Na osnovu pomenute ekvivalentnosti rexavamo u Q�

� jednaqine oblika a


x � b� a� x � b� x� a � b� a� b � Q�
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Time se povezuju operacije sabira�a i oduzima�a i podstiqe prihvata�e
te ekvivalentnosti� I� xto je va�no� rexavaju se jednaqine�


