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PTOLOMEJEVA TEOREMA I NEKE �ENE PRIMENE�

Ako bi se pravila lista najva�nijih planimetrijskih figura� tetivni qe�
tvorouglovi bi sigurno zauzeli jedno od qelnih mesta� Texko da bi i bilo
mogu�e da se navedu sve teoreme u kojima se ta klasa qetvorouglova koristi�
Ovaj qlanak posve�en je jednoj osobini tetivnih qetvorouglova� nedovo�no pri�
sutnoj u nastavi geometrije � Ptolomejevoj teoremi i nekim interesantnim
posledicama�

TEOREMA �� �Ptolomej	 Proizvod dijagonala tetivnog qetvorougla je�
dnak je zbiru proizvoda �egovih naspramnih stranica�

Dokaz� Neka je ABCD tetivni qetvorougao i k kru�nica opisana oko 
ega�
Uoqimo na dijagonali AC taqku E takvu da je �ADE �� �BDC� sl� �� Kako je
i �DAC �� �DBC �periferijski uglovi
nad lukom DC	� trouglovi ADB i BDC
su sliqni� odakle je jAEj � jADj � jBCj �
jBDj� odnosno

��� jAEj � jBDj � jADj � jBCj�

Analogno iz �EDC �� �ADB i �ECD ��
�ABD sledi �ECD � �ABD� a odatle
jECj � jABj � jCDj � jBDj� odnosno

��� jECj � jBDj � jABj � jCDj�

Sl� �

Sabira
em relacija ��	 i ��	 dobijamo

��� jACj � jBDj � jADj � jBCj� jABj � jCDj�

xto je i trebalo da se doka�e�
Vredno je da se spomene da uslov �
	 nije samo potreban nego i dovo�

�an da konveksan qetvorougao ABCD bude tetivan� Istina dokaz je nexto
slo�eniji iako se koristi sliqna tehnika� Ipak taj uslov nije od ve�eg znaqaja
za ��praktiqne potrebe�� Naime ako nekome po�e za rukom da poka�e da va�i �
	�
tada se o qetvorouglu ABCD obiqno toliko zna da 
egova tetivnost sledi iz
nekog jednostavnijeg kriterijuma kao xto je recimo suplementarnost naspramnih
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uglova� podudarnost uglova iz kojih se jedna stranica vidi iz dva naspramna
temena i sliqno�

Za primere koji bi ilustrovali primenu Ptolomejeve teoreme odabrane su
dve grupe problema od kojih svaka za sebe qini jednu malu celinu� Prva grupa
poqi
e jednim jednostavnim tvr�e
em koje se inaqe dokazuje sasvim elementar�
nim sredstvima u okviru redovnog xkolskog kursa� Razum�ivo� ovde se koristi
Ptolomejeva teorema�

TEOREMA �� Neka je M taqka ma�eg luka A�A� kru�nice k opisane

oko jednakostraniqnog trougla A�A�A�� Tada je

jMA�j� jMA�j � jMA�j�

Dokaz� Trivijalan � na tetivni qetvorougao MA�A�A� primeni se Pto�
lomejeva teorema�

Ono xto se prirodno name�e u ovom momentu je pita
e mogu�eg uopxte
a
ovog tvr�e
a� Naime� da li sliqno tvr�e
e va�i i za proizvo�an pravilan
n�ugao �n � �	� Na�alost odgovor je ��ne� za n � 	� Za pravilan qetvorougao�
tj� kvadrat� nema nekog sliqnog tvr�e
a koje se odnosi na sve taqke jednog od
qetiri luka kru�nice opisane oko 
ega� To mo�e vrlo prosto da se proveri�

Ipak� ako napravimo jox jedan korak napred suoqavamo se s pravilnim
��uglom za koji smo u sta
u da doka�emo slede�e tvr�e
e�

TEOREMA �� Neka je M taqka ma�eg luka A�A� kru�nice opisane oko

pravilnog 
�ugla A�A�A�A�A�� Tada je

jMA�j� jMA�j� jMA�j � jMA�j� jMA�j�

Dokaz� Obele�imo sa a stranicu i sa b dijagonalu pravilnog ��ugla
A�A�A�A�A� �sve dijagonale pravilnog ��ugla su me�usobno podudarne	� Ako
sad na svaki od qetvorouglova �oqigledno tetivnih	 MA�A�A�� MA�A�A��
MA�A�A�� A�A�MA�� A�MA�A� primenimo Ptolomejevu teoremu� dobijamo re�
dom

jMA�j � a� jMA�j � a � jMA�j � b�

jMA�j � b � jMA�j � a� jMA�j � a�

jMA�j � a� jMA�j � a � jMA�j � b�

jMA�j � b� jMA�j � a � jMA�j � a�

jMA�j � b� jMA�j � a � jMA�j � a�

Kada saberemo ovih pet jednakosti dobijamo

��a� b��jMA�j� jMA�j� jMA�j� � ��a� b��jMA�j� jMA�j�

i odatle
jMA�j� jMA�j� jMA�j � jMA�j� jMA�j�

Sada nas mnogo ne brine xto za pravilan ��ugao� kao uostalom i za kvadrat�
analogno tvr�e
e ne va�i� Vixe nije potrebno mnogo intuicije i maxte da se
formulixe najopxtiji stav�
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TEOREMA �� Neka je M taqka ma�eg luka A�A�n�� kru�nice opisane

oko pravilnog ��n� ���ugla A�A� � � �A�n�� �n � ��� Tada je

jMA�j� jMA�j� � � �� jMA�n��j � jMA�j� jMA�j� � � �� jMA�nj�

Dokaz� Sliqno kao u dokazu prethodne teoreme oznaqimo sa a stranicu� sa b
najma
u dijagonalu pravilnog ��n����ugla A�A� � � �A�n�� i primenimo Ptolo�
mejevu teoremu na qetvorougloveMA�A�A��MA�A�A�� � � � �MA�n��A�nA�n���
A�nA�n��MA�� A�n��MA�A�� Dobijamo redom

jMA�j � a� jMA�j � a � jMA�j � b�

jMA�j � b � jMA�j � a� jMA�j � b�

jMA�j � a� jMA�j � a � jMA�j � b�

jMA�j � b � jMA�j � a� jMA�j � b�

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

jMA�n��j � a� jMA�n��j � a � jMA�nj � b�

jMA�n��j � b� jMA�j � a � jMA�nj � b�

jMA�j � b� jMA�n��j � a � jMA�j � a�

odnosno

��a�b��jMA�j�jMA�j�� � ��jMA�n��j� � ��a�b��jMA�j�jMA�j�� � ��jMA�nj��

Otuda je

jMA�j� jMA�j� � � �� jMA�n��j � jMA�j� jMA�j� � � �� jMA�nj�

Za drugu grupu problema k�uqno je slede�e nimalo oqevidno tvr�e
e koje
i samo za sebe predstav�a jedan interesantan i vredan pa�
e rezultat�

TEOREMA �� Ako je O centar kru�nice opisane oko �A�A�A� i d�� d��
d� su rastoja�a taqke O od stranica A�A�� A�A�� A�A�� redom� tada je

�d� � d� � d� � R� r�

gde su R i r polupreqnici opisane odnosno upisane kru�nice u �A�A�A��

dok je znak uz di ���� ukoliko su taqka O i teme Ai sa iste strane prave

AjAk i ���� u suprotnom�

Dokaz� Obele�imo sa B�� B�� B� sredine stranica A�A�� A�A�� A�A��
redom� Te taqke su istovremeno i podno�ja normala iz centra O na stranice
trougla A�A�A�� Neka je da�e jA�A�j � a�� jA�A�j � a�� jA�A�j � a��

Uzmimo prvo da je �A�A�A� oxtrougli� sl� �� Prime
uju�i Ptolomeje�
vu teoremu na tetivne qetvorouglove OB�A�B�� OB�A�B�� OB�A�B� dobijamo
redom

�a����d� � �a����d� � �a����R��	�

�a����d� � �a����d� � �a����R��
�

�a����d� � �a����d� � �a����R����
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S obzirom da je O unutrax
a taqka �A�A�A�� zbir povrxina trouglova
OA�A�� OA�A�� OA�A� jednak je povrxini �A�A�A�� Otuda je

�
� �a����d� � �a����d� � �a����d� �
�

�
�a� � a� � a��r�

Iz ��	� ��	� ��	� ��	 sledi

�

�
�a� � a� � a���d� � d� � d�� �

�

�
�a� � a� � a���R � r��

odnosno d� � d� � d� � R� r�

Sl� 	 Sl� �

Ako je �A�A�A� tupougli sa tupim uglom kod A�� sl� 
� tada umesto ��	�
��	� ��	� ��	 imamo

�a����d� � �a����R � �a����d��

�a����d� � �a����d� � �a����R�

�a����R� �a����d� � �a����d��

��a����d� � �a����d� � �a����d� �
�

�
�a� � a� � a��r�

jer je sada taqka O izvan �A�A�A� i 
egova povrxina jednaka je zbiru povrxi�
na trouglova OA�A� i OA�A�� uma
enom za povrxinu �OA�A�� Tako dobijamo

�

�
�a� � a� � a����d� � d� � d�� �

�

�
�a� � a� � a���R � r��

odnosno �d� � d� � d� � R� r�
Ako je tup ugao kod A� ili A�� dobija se formula sliqna prethodnoj� samo

xto je znak � ispred d� odnosno d�� Zapazimo i to da najvixe jedan od sabiraka
d�� d�� d� mo�e da bude negativan� To je upravo onaj di za koji je �Ai tup�

Sluqaj pravouglog trougla koji se praktiqno tretira kao prvi sluqaj ostav�
�a se qitaocu kao ve�ba�

Ovaj rezultat ima lepu posledicu u vidu slede�eg tvr�e
a�
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TEOREMA 	� U tetivnom qetvorouglu ABCD zbir polupreqnika

kru�nica upisanih u trouglove ABC i ADC jednak je zbiru polupreqnika

kru�nica upisanih u trouglove ABD i BCD�

Dokaz� Neka je O centar kru�nice opisane oko qetvorougla ABCD i ne�
ka su d�� d�� d�� d� i e� f rastoja
a taqke O od stranica AB� BC� CD� DA
i dijagonala AC i BD� redom� Ako sa r�� r�� r�� r� obele�imo polupreqnike
kru�nica upisanih u trouglove ABC� ADC� ABD� BCD� redom� i sa R polu�
preqnik kru�nice opisane oko qetvorougla ABCD� tada na osnovu teoreme �
imamo

r� � r� � �d� � d� � e�R� � �d� � d� � e�R��

r� � r� � �d� � d� � f �R� � �d� � d� � f �R��

Zaista� ako su taqke O i B sa iste strane dijagonale AC� tada su O i D sa
raznih strana AC i obratno� Prema tome ako rastoja
e e uqestvuje u �ABC
sa znakom ����� tada u �ADC uqestvuje sa znakom ���� i obratno� Ako pak O
le�i na AC� e je jednako � za oba trougla� U svim sluqajevima dobijamo da je
doprinos rastoja
a e desnoj strani prve jednakosti jednak �� Sliqno je sa f u
drugoj jednakosti� Otuda je

r� � r� � r� � r� � d� � d� � d� � d� � �R�

Posebno je efektno naredno tvr�e
e koje je oqigledno uopxte
e prethodnog�

TEOREMA 
� Tetivni n�ugao �n � �� razbijen je na n�� trougla povla�
qe�em n�� dijagonale od kojih se nikoje dve ne seku unutar n�ugla� Tada zbir
polupreqnika kru�nica upisanih u dobijene trouglove ne zavisi od izbora

povuqenih dijagonala�

Dokaz� Neka je A�A� � � �An tetivni n�ugao i O centar oko 
ega opisane
kru�nice� Neka je da�e fb�� b�� � � � � bn��g skup od n � � 
egove dijagonale koje
nemaju zajedniqkih unutrax
ih taqaka i koje ga dele na n � � trougla� Obe�
le�imo sa r�� r�� � � � � rn�� polupreqnike kru�nica upisanih u tako dobijene
trouglove� Obele�imo da�e sa d�� d�� � � � � dn rastoja
a taqke O od stranica
A�A�� A�A�� � � � � AnA�� redom� i sa e�� e�� � � � � en�� rastoja
a taqke O od
dijagonala b�� b�� � � � � bn��� redom�

Ako na svaki od dobijenih trouglova primenimo teoremu �� dobijamo

d� � d� � � � �� dn � �n� ��R� r� � r� � � � �� rn���

Zaista� svaka stranica mnogougla uqestvuje u taqno jednom trouglu� a svaka od
dijagonala b�� b�� � � � � bn�� u taqno dva trougla� Zato se svako od rastoja
a d��
d�� � � � � dn pojav�uju na levoj strani taqno jedanput� Svako od rastoja
a e�� e��
� � � � en�� pojav�uje se na levoj strani taqno dva puta i to jedanput sa znakom
���� i drugi put sa ���� ili je pak jednako �� Otuda je

r� � r� � � � �� rn�� � d� � d� � � � �� dn � �n� ��R � const�


