HACTABA MATEMATUWEKE ¥Y CPEIIHOJ IITKOJIN

JIparosmyo Josuh

NPAIIMOHAJIHOCT HEEKUX BPEITHOCTN
TPUTOHOMETPNIJCKUX 2YHKIINJA

Y HacTaBH MaTeMaTHKe Ce PelaTHBHO MAaJo Haxkmbe mocBellyje mpanmuoHaIHUM
opojeBuma. Ocum medumuunuje mpanmonaisor O6poja m Bell TPAIUNIMOHAIHOT NOKA3A
1a je /2 mpammonanan Gpoj, o THM GpojeBmMa ce roToBo Bmme u He rosopm. OBaj
YJAHAK j€ HANUCAH Ca HAMEDPOM Ia Ce€ O MPAINUOHAJIHOCTH HEKHX BPENHOCTH TPUTO-
HOMETPHjCKUX (YHKIUja Kajke HEIITO BUIIE, TUM IPE MTO jeé MPANUOHAIHOCT MHOTUX
OpojeBa TeK y HOBUje BpeMe MOKA3aHA.

Crnemehum Teopemama mokazahemo ma cy, y3 HEKe U3y3€TKe, BPEIHOCTH TPUTOHO-
MeTpPHUjCKUX (YHKNUja yTIOBA, KOjU NMAjy panuoHaJaH OpPOj CTemeHa, HpaNMOHATIHE.

TEOPEMA 1. Axo0 je a mepa HeKkoz owmpoz yzaa Y CMENEHUMa, maked 0a
jea#45° ua = m. 180°, npu wemy m, n € N, mada je 6poj tg a upayUOHaAGH.

n

Joxas. Ia ducmo morazamm xa je 6poj tga mpanmonaman, mocrymuhemo wH-
MUPEKTHO, Tj. TPeTmocTaBulieMoO na je OH pamuoHajgaH. AKO je Tako, OHZA y CKymy
N nmpupoxaux 6pojesa mocroje 6pojesu p u ¢, Taksu ga je tga ==, D(p,q) =1 u
p # ¢ (300r npernocraske « # 45°). q

C gpyre crpase, mpeMa IPETIOCTABIU TeOpeMe je o = m. 180°, mpm wemy
MoxkeMo npermoctaButu g1a je D(m,n) = 1 u (360or tora mT(;lje Q. omTap yrao)
m # n. 3aTo je na = m - 180°, oxakie, mak, HEMOCPEAHO MPOU3IA3U 1A j€
(1) sin(na) = sin(m - 180°) = 0.

Hammmumo camga Moivre-oBy ¢opmyiny 3a n-Tu CTemeH KOMIJIEKCHHX OpojeBa
cosa £ ¢sin . Tako mmamo ma je:

(2)

Kako je, mpema (1), sin(na) = 0, to u3 peranuja (2) crenn na je

(cosa +isina)™ = cos(na) + isin(na),

(cosa —isina)”™ = cos(na) — isin(na).

(cosa+isina)” = (cosa —isina)”,
oJaKie, MaK, mocie nesberma ca cos™ a > 0, mpousnasu ga je
(3) (1+itga)” = (1 —tga)™

_p . .
Axo BpemrocT tga = = yBpcrumo y jegmakocT (3), oHa mocraje
q

<1+i~£> :(1—@-7—9> :
q q
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OJaKIe Majhe pemoM mobmjamo:
(¢ +ip)" = (¢ —ip)",
[(q —ip) + 2ip|" = (¢ —ip)",

(¢ —ip) +Z< ) g —ip)"~*(2ip)* = (¢ —ip)",

Z::( ) ~F(2ip)*~t =0,

(4) (¢ —ip Z < ) g —ip)" * T (2ip)" = —(2ip)"

Yuopebyjyhu monymne kommnekcaux Gpojesa Ha JIE€BOj W NECHOj CTpauu penanuje (4),
nobujamo

(5) (»* +¢*)M? = (2p)*" 72,
n—1

rae cMo ca M 03EAYMIM MOZXYJ KOMILIEKCHOT Opoja . <Z> (g —ip) k=1 (2ip)k—1L.
k=1

Owunto je M? mpupomar 6poj, ma 3ato m3 (5) mpomsmasm ma 6poj (2p)2"~2 mopa

outn nemus ca p’+q°. C apyre crpame, w3 D(p,q) = 1 cremu xa je m D(p, p? +¢%) =
1, ma u3 mpeTXomHOr ciIenn ma 6poj 2272 mopa Gutu memus ca p? + ¢2. Iokamumo
Ia To Hmje Moryhe.

Kaxko cy Opojesu p m ¢ ysajamuO mpocTu, TO mocToje aBe MoryhrocTm: OpojeBm
P U ¢ Cy Pa3IHUNTe MAPHOCTH Wi cy oba HemapHa. Y IPBOM cIydajy je p° + ¢
Hemapa® 0poj, ma He Moxe GuTm meamman Opoja 227~ 2. IIpeTmocTaBHMO 3aTO I3 CY
p u ¢ wenapuu 6pojesu, p=2a+1uqg=2b+1, a,b € NU{0}. Tana je

p* + ¢ = 2(2a® + 20* + 2a + 2b + 1).

Oxasne mpomsnasn na p° + ¢> canpxu memapan paxtop 2a? 4 202 +2a + 2b+ 1. OBaj
¢dakrop je pazmamumr ox 1, jep 6u y mporuBrOM Omio ¢ = b =0, 1j. p = ¢ = 1, mTo0 je
HCEBYYEHO TPETIOCTABEOM. 3aTO HI Y OBOM CIIy9ajy He MOxe ma Bakm p°+q2 | 2272

Haxne, monaszehn on mpermocraske ma je tga = 27 p,q € N, D(p,q) = 1m

q

P # ¢, DOULIK CMO OO0 KOHTpaimknuje. Tume je TeopeMa y HOTHYHOCTH NOKa3aHa. M

TEOPEMA 2. Ao je a Mepa HeKOoZ OWmpPoz Y2aa Y CMENENUME, MaKeas 0a
. m . .
jea #45° ua=—-180° m,n € N, onda je 6poj ctg a UPaUUONGAGH.

n
Zloxas. Ycaosu oBe TeopeMe Cy UCTH Ka0 y Teopemu 1, ma je 3a1o 6poj tg a mpa-
1
mmoraman. OTyma mpomsmasm na je m 6poj ctga = tr g FAO PENEIPOTHA BPeAROCT
ga

UpanuoHAJIHOT Opoja, Takohe mpamumonasan. m
CranuanM TOCTYIKOM MOXKe Ce NOKa3aTh u ciaemeha Teopema.

TEOPEMA 3. Axo0 je a mepa Hekoz owmpoz yzia § CMenenuma, makea 0a
jea=—-180° m,n € N, onda cy bpojesu cosa (ocum za a = 60°) usina (ocum

n
30 a = 30°) upayuorasn.



