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IRACIONALNOST NEKIH VREDNOSTI

TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

U nastavi matematike se relativno malo pa��e posve�uje iracionalnim
brojevima� Osim definicije iracionalnog broja i ve� tradicionalnog dokaza

da je
p
� iracionalan broj� o tim brojevima se gotovo vixe i ne govori� Ovaj

qlanak je napisan sa namerom da se o iracionalnosti nekih vrednosti trigo�
nometrijskih funkcija ka�e nexto vixe� tim pre xto je iracionalnost mnogih
brojeva tek u novije vreme dokazana�

Slede�im teoremama dokaza�emo da su� uz neke izuzetke� vrednosti trigono�
metrijskih funkcija uglova� koji imaju racionalan broj stepena� iracionalne�

TEOREMA �� Ako je � mera nekog oxtrog ugla u stepenima� takva da

je � �� ��� i � �
m

n
� ����� pri qemu m� n � N� tada je broj tg� iracionalan�

Dokaz� Da bismo dokazali da je broj tg� iracionalan� postupi�emo in�
direktno� tj� pretpostavi�emo da je on racionalan� Ako je tako� onda u skupu

N prirodnih brojeva postoje brojevi p i q� takvi da je tg� �
p

q
� D�p� q	 � � i

p �� q �zbog pretpostavke � �� �����

S druge strane� prema pretpostavci teoreme je � �
m

n
� ����� pri qemu

mo�emo pretpostaviti da je D�m�n	 � � i �zbog toga xto je � oxtar ugao�
m �� n� Zato je n� � m � ����� odakle� pak� neposredno proizlazi da je

��	 sin�n�	 � sin�m � ����	 � ��

Napiximo sada Moivre�ovu formulu za n�ti stepen kompleksnih brojeva
cos�� i sin�� Tako imamo da je	

��	
�cos�
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�cos�� i sin�	n � cos�n�	� i sin�n�	�

Kako je� prema �
�� sin�n�	 � �� to iz relacija ��� sledi da je

�cos�
 i sin�	n � �cos�� i sin�	n�

odakle� pak� posle de�e�a sa cosn � � �� proizlazi da je

��	 �� 
 i tg�	n � ��� tg�	n�

Ako vrednost tg� �
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uvrstimo u jednakost �
�� ona postaje
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odakle da�e redom dobijamo	
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Upore�uju�i module kompleksnih brojeva na levoj i desnoj strani relacije ����
dobijamo

��	 �p� 
 q�	M� � ��p	�n���

gde smo sa M oznaqili modul kompleksnog broja
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Oqito je M� prirodan broj� pa zato iz ��� proizlazi da broj ��p	�n�� mora
biti de�iv sa p�
q�� S druge strane� iz D�p� q	 � � sledi da je i D�p� p�
q�	 �
�� pa iz prethodnog sledi da broj ��n�� mora biti de�iv sa p� 
 q�� Poka�imo
da to nije mogu�e�

Kako su brojevi p i q uzajamno prosti� to postoje dve mogu�nosti	 brojevi
p i q su razliqite parnosti ili su oba neparna� U prvom sluqaju je p� 
 q�

neparan broj� pa ne mo�e biti delilac broja ��n��� Pretpostavimo zato da su
p i q neparni brojevi� p � �a
 � i q � �b
 �� a� b � N � f�g� Tada je

p� 
 q� � ���a� 
 �b� 
 �a
 �b
 �	�

Odavde proizlazi da p�
 q� sadr�i neparan faktor �a�
�b�
�a
�b
�� Ovaj
faktor je razliqit od �� jer bi u protivnom bilo a � b � �� tj� p � q � �� xto je
isk�uqeno pretpostavkom� Zato ni u ovom sluqaju ne mo�e da va�i p�
q� j ��n���

Dakle� polaze�i od pretpostavke da je tg� �
p

q
� p� q � N� D�p� q	 � � i

p �� q� doxli smo do kontradikcije� Time je teorema u potpunosti dokazana�

TEOREMA �� Ako je � mera nekog oxtrog ugla u stepenima� takva da

je � �� ��� i � �
m

n
� ����� m�n � N� onda je broj ctg� iracionalan�

Dokaz� Uslovi ove teoreme su isti kao u teoremi 
� pa je zato broj tg� ira�

cionalan� Otuda proizlazi da je i broj ctg� �
�

tg�
� kao reciproqna vrednost

iracionalnog broja� tako�e iracionalan�
Sliqnim postupkom mo�e se dokazati i slede�a teorema�

TEOREMA �� Ako je � mera nekog oxtrog ugla u stepenima� takva da

je � �
m

n
������ m�n � N� onda su brojevi cos� �osim za � � ���� i sin� �osim

za � � ���� iracionalni�


