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LAGRANGE�OVA FORMULA
ZA VEKTORSKO VREDNOSNE FUNKCIJE

Za neprekidno preslikava�e f � �a� b� � Rn� koje je diferencijabilno na
�a� b�� postoji � � �a� b� takvo da

kf�b�� f�a�k � �b� a�kf ����k�
Ova relacija� koja je analogon Lagrange�ove formule� ne svodi se� u opxtem
sluqaju� na jednakost ni kad je n � �� Na primer� neka je

f�x� � �cosx� sinx�� odnosno

�
u� � cosx

u� � sinx�

tada je� za a � �� b � ��� f�b� � f�a� � �	� �� � �	� �� � ��� ��� dok je za svako
x � �a� b��

f ��x� �

�� sinx
cosx

�
� kf ��x�k � 	�

�Videti str� ������	� k�ige 
����

U sluqaju preslikava�a f � U � Rm � kad je U otvoreni i konveksni podskup
od Rn� za diferencijabilno f i konstantuK takvu da je
 ��i���j� j�fi��xj j � K�
nejednakost

kf�b�� f�a�k � �mn����Kkb� ak
tako�e igra ulogu Lagrange�ove formule�

Autor ovog qlanka� koriste�i rukopis koji mu je slu�io za pripremu pre�
dava�a iz analize� nalazi da je korisno imati varijantu Lagrange�ove formule
u sluqaju preslikava�a f � U � Rm u vidu jednakosti �sa nizom sred�ih vre�
dnosti ��� 
 
 
 � �m�� a efekat te varijante veza�e za dokaz teoreme o inverznoj
funkciji� u toku koga �e ta jednakost biti korix�ena u dva suptilna sluqaja�
Radi celovitosti� izne�emo i sve druge deta�e� koji su� uglavnom� preuzeti iz
k�iga 
�� i 
���

�� Operatorna norma� Sa Rn oznaqava�emo Euklidski prostor n�torki
realnih brojeva� Skup svih linearnih preslikava�a prostoraRn u prostorRm

oznaqava�emo sa L�Rn�Rm�� Sa operacijama sabira�a i mno�e�a skalarom�
L�Rn�Rm� je linearni prostor�
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Promen�ive� preslikava�a i �ihove vrednosti u taqki� izra�ava�emo ska�
larno dr�e�i se slede�ih pridru�iva�a
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�
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�
A A�x� �� A � x�

y � A�x� ��

��	
�


y� � a��x� 
 � � �
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ym � am�x� 
 � � �
 amnxn�

Prostor L�Rn�Rm� normira se na slede�a dva standardna naqina�
Za A � L�Rn�Rm�� broj

kAk � supf kA�x�k j kxk � 	 g
nazivamo operatorna norma preslikava�a �ili operatora� A�

Standardnost ove norme ve�e se za slede�e nejednakosti

���� ��x� kA�x�k � kAk � kxk�
�gde je kAk najbo�a konstanta za tu nejednakost��

���� Kad je A invertibilno preslikava�e� tada

��x� kxk
kA��k � kA�x�k�

S druge strane� matricu A mo�emo identifikovati sa vektorom

�a��� 
 
 
 � a�n� 
 
 
 � am�� 
 
 
 � amn� � Rmn�

pa na taj naqin uvodimo u L�Rn�Rm� Euklidsku normu

kAkE �

�X
a�ij

����

�

Dve norme su topoloxki ekvivalentne� xto sledi iz nejednakosti

����
	p
m
kAkE � kAk � kAkE �

p
mkAk�

U sluqaju m � n preslikava�e A �� det�A� je neprekidno kao polinomialna
funkcija od promen�ivih aij � Da�e� znamo da je preslikava�e A invertibilno
ako i samo ako je det�A� �� �� Kao posledica pomenute neprekidnosti� sledi

���� Skup I�Rn�Rn� invertibilnih preslikava�a u L�Rn�Rn� je otvo�
ren�

Iz formule za inverznu matricu A�� �

�
Aji

�

�
� i opet svode�i nepreki�

dnost preslikava�a u L�Rn�Rn� na neprekidnost po koordinatama
� �a��� 
 
 
 � ann� �� Aji�� �� odmah sledi tvr�e�e

���� Za A � I�Rn�Rn�� preslikava�e

A �� A��

je neprekidno�



Lagrange�ova formula za vektorsko vrednosne funkcije ��

�� Diferencijabilnost� Podsetimo se da za preslikava�e f � U � Rm�
gde je U �otvoren� � Rn� ka�emo da je diferencijabilno u taqki x � U � ako
postoji linearno preslikava�e A � Rn � Rm takvo da

kf�x
 h�� f�x��A�h�k
khk � �� h� ��

Tada pixemo f ��x� � A i ovo linearno preslikava�e nazivamo izvod funkcije
f u taqki x�

���� Neka je U �otvoren� � Rn a f � U � Rm dato preslikava�e� Tada�
f je diferencijabilno u x � U �	 postoje svi parcijalni izvodi

�fi
�xj

�x�� a izvod f ��x� predstav�a se matricom

�
BBB�

�f�
�x�


 
 

�f�
�xn


 
 


�fm
�x�


 
 

�fm
�xn

�
CCCA �

�koju zovemo Jacobi�jeva matrica preslikava�a f��

���� Neka je U �otvoren� � Rn i V �otvoren� � Rm�
�a� Za diferencijabilna preslikava�a

f�� f� � U � Rm

va�i
�f� 
 f��

��x� � f �
�
�x� 
 f �

�
�x��

�b� Za diferencijabilna preslikava�a u diagramu

U
f����� V��yg

Rk

va�i
�g � f���x� � g��f�x�� � f ��x��

Funkcija f � U � Rn je neprekidno diferencijabilna kad je to korespon�
dencija x �� f ��x�� odnosno izra�avaju�i to po koordinatama� kad su svi parci�

jalni izvodi
�fi
�xj

�x� neprekidni�

Navedimo i slede�e jednostvano tvr�e�e

���� Neka je U �otvoren� � Rn i f � U � R diferencijabilna funkcija�
Tada�

f ima ekstremum u x � U �	 ��j� �f

�xj
�x� � ��
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�� Lagrange�ova formula� Primetimo da je� prema ��	� za m � 	 opera�
torna norma jednaka Euklidskoj� U ovom istom sluqaju �tj� za realne funkcije
vixe promen�ivih� Lagrange�ova formula se jav�a u vidu jednakosti�

���� �Lagrange�ova formula�� Neka je U �otvoren i konveksan� � Rn i
f � U � R diferencijabilno preslikava�e� Tada� postoji � � ��� 	� tako da

f�x
 h�� f�x� � �f ��x
 �h���h��

Dokaz� Funkciju

��t� � f�x
 th�� f�x�� �� � ����
��� R�

�gde su x� h i f�x� konstante� mo�emo videti kao slo�enu na slede�i naqin

t ����� x
 th � u��y
f�u�� f�x�

Prime�uju�i tvr�e�e ���� ima�emo

���t� � f ��u� � h� �h �

�
� h�


 
 


hn

�
A je linearno preslikava�e��

Odatle

��	�� ���� � f�x
 h�� f�x� � ����� � f ��x
 �h� � h � �f ��x
 �h���h��

���� Neka je U �otvoren i konveksan� � Rn i f � U � R diferencijabil�
no preslikava�e� Tada�

��j� sup
x�U





 �f�xj �x�




 � K �	 jf�x
 h�� f�x�j � K

p
nkhk�

Dokaz� Prime�uju�i 	��� ��� i ��	� imamo

jf�x
 h�� f�x�j � jf ��x 
 �h��h�j � kf ��x 
 �h�k � khk

�

�X�
�f

�xj
�x 
 �h�

������

� khk � K � pn � khk�

Slede�e tvr�e�e je Lagrange�ova formula za vektorskovrednosne funkcije
i sledi iz 	��� primenom na koordinatne funkcije�

���� Neka je U �otvoren i konveksan� � Rn i f � U � Rm diferencija�
bilno preslikava�e� Tada� postoje ��� 
 
 
 � �m iz ��� 	�� tako da

f�x
 h�� f�x� �

�
B�

f �
�
�x
 ��h�


 
 


f �m�x
 �mh�

�
CA �h��



Lagrange�ova formula za vektorsko vrednosne funkcije ��

Dokaz�

f�x
 h�� f�x� �

�
B�

f��x
 h�� f��x�


 
 


fm�x
 h�� fm�x�

�
CA �

�
B�

f �
�
�x
 ��h��h�


 
 


f �m�x
 �mh��h�

�
CA

�

�
B�

f �
�
�x
 ��h�


 
 


f �m�x
 �mh�

�
CA �h��

���� Neka je U �otvoren i konveksan� � Rn i f � U � Rm diferencija�
bilno preslikava�e� Tada�

��i���j� sup
x�U





 �fi�xj
�x�





 � K �	 kf�x
 h�� f�x�k � K � pmn � khk�

Dokaz� Sliqan sa onim u tvr�e�u 	���
Poxto je korespondencija A � �aij� �� detA neprekidna� to kad je detA �� ��

prema ��� postoji � 	 �� tako da za svaku matricu B � �bij�� va�i implikacija

��i���j� bij � �aij � �� aij 
 �� �	 detB �� ��

Dakle� tada matrica A ima kubnu ��okolinu
Q
�aij � �� aij 
 �� u Rn� i sve

matrice B sadr�ane u toj okolini su invertibilne�
Matricu �

BBB�

�f�
�x�

�x
 ��h� 
 
 

�f�
�xn

�x
 ��h�


 
 


�fn
�x�

�x
 �nh� 
 
 

�fn
�xn

�x
 �nh�

�
CCCA

oznaqava�emo kra�e sa A�x� �� h�� gde je � � ���� 
 
 
 � �n� i svako �i � ��� 	�� Sa
ovim oznakama i prethodnim napomenama� formulixemo i dokazujemo slede�e
tvr�e�e�

���� Neka je U �otvoren� � Rn i preslikava�e f � U � Rm neprekidno
diferencijabilno� Tada�

det f ��x�� �� � �	�
�

 	 ����x���h�����x � B�x�� 
� i x
 h � B�x�� 
� �	 detA�x� �� h� �� �

�
�

Dokaz� Matrica f ��x�� ima kubnu ��okolinu� koju qine matrice sa determi�

nantom razliqitom od nule� Funkcije
�fi
�xj

su neprekidne� pa postoji 
 	 �� tako
da

kx� � yk � 
 �	 ��i���j�




 �fi�xj

�x��� �fi
�xj

�y�





 � ��

Za x � B�x�� 
�� x
h � B�x�� 
�� bi�e za svako �i � ��� 	�� x
 �ih � B�x�� 
�� tj�
kx� � �x
 �ih�k � 
� Tada�

��i���j�




 �fi�xj

�x��� �fi
�xj

�x
 �ih�





 � ��

pa je detA�x� �� h� �� ��
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�� Teorema o inverznoj funkciji� Prema ovoj teoremi� neprekidno
diferencijabilna funkcija f � kad je det f ��x�� �� �� invertibilna je nad nekom
okolinom taqke x�� tj� i taqka f�x�� ima okolinu tako da kad se f shvati kao
preslikava�e tih okolina� bi�e ��� i na i inverzno preslikava�e f�� �gledano
kao preslikava�e tih okolina� je tako�e neprekidno diferencijabilno� Izdvo�
ji�emo prvo dva tvr�e�a koja se� inaqe� mogu izvesti iz svakog dokaza teoreme
o inverznoj funkciji� ali koja imaju i samostalno znaqe�e�

���� Neka je U �otvoren� � Rn i preslikava�e f � U � Rn neprekidno
diferencijabilno� Tada�

f ��x� invertibilno �	 postoji okolina Ux� taqke x� takva da je
restrikcija f jUx ��	
	� preslikava�e�

Dokaz� Za Ux uzmimo loptu B�x� 
� iz tvr�e�a 	��� Za x� � B�x� 
�� y �
x� 
 h � B�x� 
�� prema 	�	 i ���� imamo

kf�y�� f�x��k � kf�x� 
 h�� f�x��k � kA�x�� �� h��h�k

�
khk

k�A�x�� �� h����k 	 ��

pa je f�x�� �� f�y��

���� Neka je U �otvoren� � Rn� preslikava�e f � U � Rn neprekidno
diferencijabilno i� ��x � U� f ��x� invertibilno� Tada je f �U � otvoreni
skup�

Dokaz� Neka je b � f �U � proizvo�no birana taqka� Postoji a � U � tako
da f�a� � b� Neka je B�a� 
� kugla nad kojom je det f � �� � i f je ��� ������ Za
� � ��� 
� � poxto je f ���� f�a� �� f �S�a� ���� gde je S�a� �� � fx j ka� xk � � g�
Neka je

d � distfb� f �S�a� ���g 	 ��

Dokaza�emo B�b� d��� � f �U �� Za proizvo�ni y� � B�b� d���� funkcija

��x� � ky� � f�x�k� �
X

�y�i � fi�x��
�

je neprekidno diferencijabilna na U � Ona u nekoj taqki x� � B�a� �� ima mi�

nimum� jer na kompaktnom skupu B�a� �� uzima najma�u vrednost� s tim xto je

��x � S�a� �����x� � �d����� dok je ��a� � �d�����

Prema ��	�

��j� ��
�xj

�x�� � �
X
i

��y�i � fi�x���
�fi
�xj

�x�� � � �j � 	� 
 
 
 � n��

Ovaj sistem je homogen po y�i �fi�x�� � pa mu je determinanta �posle skra�iva�a
sa �� det f ��x�� �� �� Odatle�

��i� y�i � fi�x��

tj� f�x�� � y�� Dakle� y� � f �U ��

���� �Teorema o inverznoj funkciji� Neka je U �otvoren� � Rn i f � U �
Rn neprekidno diferencijabilna funkcija� Ako je za a � U � preslikava�e
f ��a� invertibilno i b � f�a�� tada



Lagrange�ova formula za vektorsko vrednosne funkcije �	

�a� postoje otvoreni skupovi V i W 
 a � V � b � W � takvi da je re�
strikcija f � V �W 	
	 i na preslikava�e�

�b� preslikava�e f�� � W � V je neprekidno diferencijabilno i
�f�����y� � �f ��x����� �y � f�x���

Dokaz� �a� Poxto je det f ��a� �� �� postoji okolina V taqke a nad kojom
je det f � �� � i� prema ���� nad kojom je f ��� preslikava�e� Prema ���� skup
f �V � � W je otvoren� Funkcija f�� � W � V je neprekidna� jer za A �otvoren�
� V � imamo

�f������A� � f �A��

xto je� opet prema ���� otvoreni skup�

�b� Neka je y � W � f�x� � y� Ax � f ��x�� Dokaza�emo �f�����y� � A��

x �
Primetimo da iz relacije y 
 k � f�x 
 h�� imamo
 h �� � 	 k �� �� jer je f
���� h� � 	 k � �� jer su f i f�� neprekidne funkcije� Sad imamo

kf���y 
 k�� f���y��A��

x �k�k
kkk �

kh�A��

x �k�k
kkk �

kA��

x �Ax�h�� k�k
kkk

� kA��

x kkAx�h�� kk
kkk � kA��

x kkAx�h�� kk
khk � khkkkk �

Izraz kA��

x k ne zavisi od k� dok
kk �Ax�h�k

khk te�i nuli kad k� odnosno h� te�i

nuli �jer je f diferencijabilna�� Prema 	�	�

khk
kkk �

khk
kf�x
 h�� f�x�k �

khk
kA�x� �� h��h�k �

a prema 	��� nad nekom okolinom taqke x� A�x� �� h� je invertibilno� pa je

khk
kkk �

khk
khk�k�A�x� �� h����k � k�A�x� �� h����k�

Poxto h� � 	 A�x� �� h� � Ax� i poxto je preslikava�e A �� A�� neprekidno�
to kA�x� �� h���k � kA��

x k� Dakle� �f�����y� � A��

x � pa je f�� diferencijabilno
preslikava�e�

Poxto su sve korespondencije

y
f���� x �� Ax �� A��

x � �f�����y�

neprekidne� f�� je tako�e neprekidno diferencijabilno preslikava�e�
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