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UVO�E�E NOVE PROMEN�IVE

Metodu uvo�e�a nove promen�ive u neodre�enom integralu predstav�amo
dijagramom R

f�x� dx ��u���x�� � C

x�u�t�

��y x��R
f�u�t��u��t� dt ����� ��t� � C

Pune strelice znaqe�
��� uvo�e�e nove promen�ive�
�	� raquna�e integrala
 tj� pretpostav�amo da je ���t� � f�u�t��u��t��
��� vra
a�e na staru promen�ivu
 tj� t zame�ujemo sa u���x��
Xta qini ovu metodu legitimnom�
Prvo


R
f�x� dx shvatamo kao zadatak odre�iva�a klase primitivnih funk�

cija za funkciju f za koju pretpostav�amo da je definisana na intervalu I
 tj�
f � I � R�

Drugo
 funkcija u mora imati inverznu funkciju
 biti diferencijabilna i
preslikavati neki interval J na interval I
 tj�

u � J � I� u�� � I � J�

Tada pretpostav�amo da funkcija

J � t �� f�u�t��u��t�

ima primitivnu funkciju �� J � R
 a dokazujemo da je

I � x �� ��u���x��

primitivna funkcija za funkciju f � I � R�
Pogledajmo dokaz� Ima
emo�

�
��u���x��

�
�

� ���t� � t�
x

�diferencijal slo�ene funkcije�

� f�u�t��u��t� � t�
x

� f�u�t��u��t� � �

u��t�
�diferencijal inverzne funkcije�

� f�u�t�� � f�x��

Prime
ujemo da dokaz zahteva pretpostavku� ��t � J�u��t� �� ��



Uvo�e�e nove promen�ive 	


S druge strane
 qesto i bez brige prime�ujemo ovu metodu i u sluqaju kad
ovaj uslov nije ispu�en� Na primer
 raqunaju
i A �

R p
�� x� dx postupamo

ovako� x � sin t
 dx � cos t dt


A �

Z
cos� t dt �

Z
� � cos 	t

	
dt �

t

	
�

sin 	t

�
� C

�
�

	
�t� sin t cos t� � C �

�

	
�arcsinx� x

p
�� x�� � C�

Istiqu
i deta�e ima
emo� I � ���� �

 J � ����	� ��	

 u�t� � sin t
 u��t� � cos t
i u�����	� � u����	� � ��

Ipak
 funkcija x �� arcsinx� x
p
�� x� je definisana na ���� �
 i izvod joj

je
p
�� x� �mada arcsinx i x

p
�� x� nisu diferencijabilne u taqkama � i ����

Sliqno postupamo i u primeru

B �

Z
dx

x� � �
� gde je�

�
x � ch t� dx � sh t dt� x � ����	��

x � � ch t� dx � � sh t dt� x � ��	�����

Raqunaju
i imamo�

B �

����
���

Z
sh t

sh t
dt �

Z
dt � t� C� � ln�x�

p
x� � �� � C�� x � ��

Z � sh t

� sh t
dt �

Z
dt � t� C� � ln���x�

p
x� � ��
 � C�� x � ���

Ako pogledamo deta�no� I � ��	���� 
 ����	�
 J � ����	�� u�t� � ch t

odnosno u�t� � � ch t� u��t� � sh t
 odnosno u��t� � � sh t i u���� � �� Ipak

funkcija x �� F �x�
 gde je

F �x� �

�
ln�x�

p
x� � ��� x � ����	��

ln���x�
p
x� � ��
� x � ��	�����

definisana je na ��	���� 
 ����	� i izvod joj je
�p

x� � �

 mada F �x� nije

diferencijabilna u taqkama �� i ��

Raxqistimo situaciju prave
i opxte pretpostavke�

Neka je
 dodatno
 f neprekidna funkcija i neka je u��t�� � � samo za t� � J �

Doka�imo da je i tada
�
��u���x��

�
�

� f�x� �uk�uquju
i i taqku x� � u�t����

Formula va�i u svim taqkama x � u�t� gde je t � t� �prema ve
 izvedenom
dokazu�� Za x � x� imamo po Lagran�ovoj teoremi�

��u���x��� ��u���x���

x� x�
� f����

gde je � izme�u x i x�� Kad x � x�
 f��� � f�x��
 pa je funkcija ��u���x��
diferencijabilna i u taqki x�
 a za izvod ima f�x���

Ovaj sluqaj se lako proxiruje i na sluqaj kada je u��t� � � za konaqan broj
vrednosti t � J �


