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VARIJACIJE

Uvodni deo qasa

Sadr�i poveziva�e sa gradivom obra�enim na prethodnim qasovima �pra�
vilo zbira i proizvoda� konfiguracije u kojima su va�ni samo elementi koji
ulaze u �ihov sastav i konfiguracije u kojima je� pored toga� bitan i redosled
elemenata��

Polazimo od primera kojim 	emo delimiqno ponoviti gradivo sa prethodnog
qasa�

Primer �� Dat je skup A � f�� �� �� �g� Koliko ima dvocifrenih brojeva
koji se zapisuju pomo	u cifara skupa A� ako se cifre


a� ne mogu ponav�ati u zapisu�
b� mogu ponav�ati u zapisu


Odgovor� Na prvo postav�eno pita�e uqenici� uglavnom� odgovore � � � uz
objax�e�e da za zapis jedne cifre �desetica ili jedinica� mo�emo upotrebiti
bilo koju od � zadate cifre i za zapis druge cifre �jedinica ili desetica� tri
cifre �sve osim upotreb�ene�� Dakle� ukupno je mogu	 zapisati �� dvocifrenih
brojeva datim ciframa�

Ili� svaki dvocifreni broj je ure�ena dvojka �par� elemenata skupa A �od
� elementa�� Znaqi� iz skupa od � elementa formiramo ure�ene nizove du�ine �
�klase �� i ukupan broj dvocifrenih brojeva� u qijem zapisu se ne mogu ponav�
�ati cifre je
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Glavni deo qasa

Posle ovoga prelazimo na drugi deo zadatka �primer �b��
Sliqno kao u prethodnom zahtevu� za zapis jedne cifre �desetica ili je�

dinica� mo�emo upotrebiti bilo koju od qetiri zadate cifre� ali i za zapis
druge cifre mo�emo upotrebiti bilo koju od qetiri zadate cifre� Dakle� ima
� � � � �� � �� dvocifrenih brojeva koji se mogu zapisati ciframa �� �� � i �
ako se cifre mogu ponav�ati u zapisu tih brojeva�

Ili� za zapis jednog broja potrebna nam je ure�ena dvojka �k � �� iz skupa
od � elementa� ali ovde elementi mogu da se ponav�aju i �ihov ukupan broj je
�� � ���

Primer �� Koliko ima trocifrenih brojeva koji se zapisuju pomo	u ci�
fara skupa A � f�� �� �� �g� ako se cifre


a� ne mogu ponav�ati u zapisu�
b� mogu ponav�ati u zapisu




Varijacije ��

Odgovor� a� Sada ide lako �na osnovu primera �a� jer za zapis tre	e cifre
postoje dva izbora� i uqenici nalaze da je tra�eni broj
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b� Uqenici bez problema daju odgovor da za zapis svake cifre pri formi�
ra�u trocifrenog broja mo�emo upotrebiti bilo koji element skupa A �n � ���
jer se cifre mogu ponav�ati� Takvih brojeva je

� � � � � � �� � ��� �n � �� k � �	�

Primer �� Koliko ima qetvorocifrenih brojeva koji se zapisuju pomo	u
cifara skupa A � f�� �� �� �g� ako se cifre


a� ne mogu ponav�ati u zapisu�
b� mogu ponav�ati u zapisu


Odgovor� Indukcija ve	 deluje i uqenici lako nalaze da takvih brojeva
ima
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b� � � � � � � � � �� � ���� gde je n � �� k � �� tj� n � k�

Primer �� Koliko ima petocifrenih brojeva koji se zapisuju pomo	u ci�
fara skupa A � f�� �� �� �g� ako se cifre


a� ne mogu ponav�ati�
b� mogu ponav�ati


Odgovor� a� S obzirom da nam je potrebna ure�ena petorka formirana od
elemenata skupa A� kojih ima �� a nije dozvo�eno ponav�a�e� takvu ��orku je
nemogu	e formirati� Primetimo da je n � �� k � � i k � n�

b� S obzirom da se cifre mogu ponav�ati� mogu	e je zapisati � �� �� �� �� �
�� � ���� �n � �� k � � i k � n� petocifrenih brojeva sa tra�enom osobinom�

Komentarixemo � dakle� kod varijacija bez ponav�a�a k�te klase od n
elemenata obavezno mora biti k � n� jer je nemogu	e formirati ure�enu �n
�	�
torku sastav�enu od razliqitih elemenata datog skupa �bar dva elementa se
moraju ponoviti�� Kod varijacija tog ograniqe�a nema i �ihov ukupan broj
je nk�

Definicija� Neka je dat skup A � fa�� a�� � � � � akg� Niz �x�� x�� � � � � xk	
du�ine k elemenata iz A naziva se varijacija klase k elemenata skupa A�

Teorema� Ukupan broj varijacija k�te klase od n elemenata jednak je
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Primer �� Koliko ima trocifrenih brojeva u qijem zapisu uqestvuju ci�
fre �� �� �� � i � �a cifre mogu da se ponav�aju�


Odgovor� Uqenici daju objax�e�e sliqno iz primera �b� Za zapis cifre
stotina mo�emo upotrebiti bilo koju od cifara �� �� �� � �sve osim �� � ima
ih �� a za zapis cifre desetica i jedinica bilo koju od cifara �� �� �� � i �
�ima ih ��� Dakle� ukupan broj takvih trocifrenih brojeva je

� � � � � � � � �� � ����
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Neki uqenici zadatak rexavaju i ovako

Za zapis trocifrenog broja izdvajamo ure�enu trojku cifara �k � �� od

ponu�enih � �n � ��� kojih je �V �

�
� �� � ���� Me�utim� postoje i ure�ene trojke

koje nisu trocifreni brojevi �one qiji je prvi elemnt �� i �ih je �V �

�
� �� � ��

�n � �� k � ��� Dakle� broj svih trocifrenih brojeva koji se mogu formirati
pomo	u cifara �� �� �� � i � je
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Primer �� Na tiketu sportske prognoze nalazi se �� susreta�
a� Koliko razliqitih popu�enih kolona obezbe�uje �� taqnih pogodaka

b� Koliko kolona mo�emo popuniti ako se fiksiraju rezultati pet susreta

v� Koliko kolona mo�emo popuniti ako pretpostavimo da prvih sedam su�

sreta ne	e biti nerexeno


Odgovor� a� Uobiqajeno je da je pobeda prvog tima � �� drugog � �� nere�
xeno � �� pa je jedno popu�ava�e tiketa ure�ena ���torka �k � ��� formirana
od elemenata skupa A � f�� �� �g �n � ��� Ukupan broj razliqito popu�enih
kolona je jednak
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b� I ovde se lako dobija da mo�e da se popuni �V �
�
� �� � ���� kolona�

v� Za formira�e jedne kolone potrebne su nam ure�ene ��orke od elemenata
skupa f�� �g i ure�ene ��orke od elemenata skupa f�� �� �g� Ukupan broj razliqito
popu�enih kolona je
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Primer �� Odrediti n ako je � � V �

n � � � �V �
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Odgovor� Uqenici imaju otpor pri rexava�u ovakvih zadataka� dok ne
��otkriju� xta su V �

n i �V �
n � a zadatak se svodi na rexava�e jednaqine

�n�n� �	�n� �	 � �n��

Posle de�e�a leve i desne strane sa n �n �� �� i sre�iva�a� jednaqina postaje

�n� � ��n
 �� � �

i rexe�a su joj n � � i n � ���� Drugo rexe�e ne zadovo�ava uslov da je n
prirodan broj i jedino rexe�e je n � ��

Zavrxni deo qasa

Rezime �treba zapamtiti	� Varijacija klase k od n elemenata skupa A
je bilo koja ure�ena k�torka elemenata skupa A� ima ih �V k

n
� nk�

Doma
i zadatak� �� Koliko razliqitih xestocifrenih brojeva mo�emo
zapisati ciframa �� �� �� �


�� Koliko se Morzeovih znakova mo�e napisati od oba osnovna znaka �� � � i
����� ako se jedan Morzeov znak sastoji od qetiri osnovna znaka


�� Odrediti n ako je broj varijacija tre	e klase od n elemenata ve	i za
��� od broja varijacija tre	e klase bez ponav�a�a od istog broja elemenata�

�� Koliko ima �elezniqkih stanica na jednoij pruzi ako za razna putova�a
�istim razredom� tom prugom postoje ��� razliqite vozne karte



