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DINAMIQKO PROGRAMIRA�E

U ovom qlanku �e biti reqi o jednom naqinu rexava�a nekih algoritamskih
problema� u kojima se tra�i optimalno rexe�e� Pogledajmo najpre na primeru
u qemu se sastoji ideja� a zatim �emo kroz diskusiju ista�i bitne pretpostavke
za primenu ovog metoda�

Neka je dat kvadrat popu�en celim brojevima� Sa svakog po�a je dozvo�eno
pre�i samo na po�e ispod ili na po�e desno od tog po�a� Potrebno je izabrati
put od gor�eg levog po�a do do�eg desnog po�a� tako da zbir brojeva u po�ima
preko kojih se ide� bude maksimalan�

Jedna mogu�nost rexava�a ovog problema je generisa�e svih mogu�ih pute�
va i pam�e�e onog puta koji trenutno ima najve�i zbir� Ova ideja nije naroqito
dobra jer broj mogu�ih puteva raste eksponencijalnom brzinom sa porastom ve�
liqine kvadrata�

Izlo�i�emo sada jednu drugaqiju ideju� Radi lakxeg izra�ava�a uvedimo
nekoliko oznaka� i to�

	 A�i� j� za broj koji se nalazi u po�u �i� j��
	 M�i� j� za maksimalni zbir na putu od po�a ��� �� do po�a �i� j��
	 P �i� j� za optimalan put do po�a �i� j� 
tj� onaj sa zbirom M�i� j���
	 Q�i� j� za problem nala�e�a puta P �i� j� i zbira M�i� j��
Da bismo sada rexili Q�n� n�� dovo�no je da reximo Q�n� n��� i Q�n��� n��

Optimalni zbir M�n� n� se mo�e izraqunati kao

M�n� n� � max�M�n� n� ���M�n� �� n�� �A�n� n�

a tada se P �n� n� dobija dodava�em po�a �n� n� na onaj od puteva P �n��� n� ili
P �n� n� �� koji daje ve�i zbir M � Ovo stoga xto optimalan put do posled�eg
po�a sadr�i u sebi optimalan put do pretposled�eg po�a� a pretposled�e po�e
mo�e biti samo �n� �� n� ili �n� n� ���

Prema tome� rexava�e polaznog problema se svodi na rexava�e dva pot�
problema potpuno istog tipa ali ni�e dimenzije� plus dva jednostavna koraka
� pore
e�e dva broja i sabira�e� Rekurzija ovde tako
e nije dobro rexe�e
jer se ve�ina potproblema svodi na dva ma�a potproblema� pa bi ukupno bilo
potrebno rexiti eksponencijalno mnogo potproblema umesto samo n � n� koliko
ih ustvari ima� Ovo stoga xto se u sluqaju rekurzije mnogi potproblemi jav�
�aju i rexavaju vixe puta� Oqigledno bi bilo dobro kada bi svaki potproblem
bio rexavan samo jednom� To se mo�e obezbediti time xto bismo potproble�
me rexavali redom od najjednostavnijih prema slo�enijim i pri tome pamtili
dobijena rexe�a� Program napisan po ovoj ideji izgledao bi ovako�
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var a�m�array������������� of integer	

i�j�n�integer	

procedure pisi
a�b�integer�	

fvar i�integer	g
begin

if 
a��� and 
b���

then

if m�a
��b��m�a�b
��

then begin pisi
a
��b�	 write
�dole �� end

else begin pisi
a�b
��	 write
�desno �� end

else

if a�� then for i��� to b do write
�desno ��

else for j��� to a do write
�dole ��	

end	

begin fprogramg

readln
n�	

for i��� to n do

for j��� to n do

read
a�i�j��	

m�������a�����	

for i��� to n do

begin

m���i���a���i��m���i
��	

m�i�����a�i����m�i
����

end	

for i��� to n do

for j��� to n do

if m�i�j
���m�i
��j�

then m�i�j���a�i�j� � m�i
��j�

else m�i�j���a�i�j� � m�i�j
��	

writeln
�Maksimalni zbir je ��m�n�n��� a posti�ze se ovako���	

pisi
n�n�	

end�fprogramg

Istaknimo osobine koje je problem morao imati da bi kao metod za rexava�e
moglo biti izabrano dinamiqko programira�e�

Prvo� optimalno rexe�e problema sadr�i u sebi optimalna rexe�a svo�
jih potproblema� Na primer� neka se na optimalnom putu P �x� y� do po�a �x� y�
prelazi preko po�a �u� v�� Tada je deo puta P �x� y� do po�a �u� v� optimalan
za odgovaraju�i potproblem Q�u� v�� tj� taj deo puta P �x� y� je upravo P �u� v��
Ova qi�enica se lako dokazuje svo
e�em na kontradikciju� pretpostavi se da
potproblem Q�u� v� ima bo�e rexe�e i to se dovede u kontradikciju sa optimal�
nox�u rexe�a polaznog problema Q�x� y�� Za ovakve probleme ka�e se da imaju
optimalnu podstrukturu�
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Drugo� skup potproblema je relativno mali� tipiqno polinom od ulazne
veliqine 
ovde n � n�� U isto vreme� rekurzivnim algoritmom se mnogi potpro�
blemi kreiraju vixe puta� i svaki put se iznova rexavaju� Za probleme sa ovom
osobinom ka�emo da imaju preklapaju�e potprobleme� Efikasnost dinamiqkog
programira�a dolazi do izra�aja bax na ovakvim problemima� jer se svaki pot�
problem kreira i rexava samo jednom� a onda se kombinuju rexe�a potproblema
da bi se rexili problemi vixeg reda� sve do polaznog problema� Da bi se bo�e
uoqila ova prednost� pogledajmo kako bi izgledalo stablo rekurzivnih poziva
u prethodnom problemu za n � ��

��

�� ��

�� �� �� ��

�� �� �� �� �� ��

�� �� �� �� �� ��

Vidi se da se ve� problem Q��� �� 
i celo stablo �egovih potproblema� jav�a
dva puta� a Q��� �� qak xest puta� Ukupno se kreira i rexava �� problema umesto
samo � koliko ih ima razliqitih� Za ve�e n gubici su jox izra�eniji�

Razmotrimo sada jedan novi problem� sa namerom da ilustrujemo kako se
dolazi do rexe�a koje koristi ideje dinamiqkog programira�a� To je problem
nala�e�a najdu�eg neopadaju�eg podniza za dati niz�

Podniz nekog niza je niz koji se dobija izbaciva�em nekih 
mogu�e nijednog�
elemenata polaznog niza� Formalno� za niz Z � �z�� z�� 	 	 	 � zk� ka�emo da je
podniz niza X � �x�� x�� 	 	 	 � xn�� ako postoji strogo rastu�i niz celih brojeva

indeksa� i�� i�� 	 	 	 � ik takvih da za svako j od � do k va�i xij � zj� Problem
se sastoji u slede�em� za dati niz na�i �egov najdu�i neopadaju�i podniz�

Mogu�nost formira�a svih podnizova datog niza 
sa pam�e�em najdu�eg
nerastu�eg� nije dobra jer niz du�ine n ima �n podnizova� pa bi to bio ekspo�
nencijalni algoritam� Poxto nema jasne ideje kako odrediti elemente niza koji
ostaju u podnizu� analizirajmo malo prirodu problema� Prime�ujemo da ako je
posled�i element niza X ujedno i najve�i� onda

nnp�Xn� � �nnp�Xn���� xn��

gde je Xk niz koji se sastoji od prvih k elemenata niza X� nnp�Xk� je najdu�i
neopadaju�i podniz niza Xk� a xk je k�ti element niza X� Ako posled�i element
niza nije najve�i� onda je nnp�Xn� jednak

nnp�Xn��� ili �nnp�Xj�� xn�

i to onom koji je du�i od ova dva niza� pri qemu je Xj najdu�i poqetni podniz
od X� qiji nnp zavrxava elementom ne ve�im od xn� Xj se mo�e na�i slede�im
postupkom�

j�n

ponavljaj

j�j
�

dok nije 
j��� ili 
nnp
Xj� zavr�sava brojem ne ve�cim od xn�
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Iz prethodnog razmatra�a sledi da kada se od nnp nekog niza Xk odbaci
posled�i element� dobija se nnp nekog poqetnog podniza niza Xk� Drugim reqi�
ma� optimalno rexe�e problema sadr�i u sebi optimalna rexe�a potproblema�
gde potproblemima smatramo nala�e�e nnp�Xk�� k � �� n� U ovom kontekstu
polazni problem ima optimalnu podstrukturu�

Primetimo i to da za nala�e�e nnp�Xn� treba znati nnp�Xj� za sve j �

k� n� � pa problem ima preklapaju�e potprobleme� zbog qega rekurzija ne bi
bila dobro rexe�e� Prema tome� kao ideja se name�e dinamiqko programira�e�

Potrebno je za svako k � �� n redom koriste�i rexene potprobleme i gor�u
relaciju� odrediti du�inu nnp�Xk� i �egov zavrxni element� Ako postoji vixe
mogu�ih zavrxnih elemenata� uzeti najma�i� Na osnovu du�ine i posled�eg
elementa u najdu�em neopadaju�em podnizu lako se rekonstruixe sam podniz
pomo�u jedne kratke 
i brze� rekurzivne procedure� Sledi program koji rexava
ovaj problem�

var

x�array������� of integer	

dnnp�array������� of byte	 f dnnp�k� je du�zina niza nnp
Xk� g
pe�array������� of byte	 f pe�k� je poslednji element niza nnp
Xk� g
i�j�k�n�byte	

xkjemax�boolean	

procedure pisi
n�byte�	

var m�byte	

begin

if n�� then

begin

m��n	

while dnnp�m��dnnp�m
�� do m��m
�	

pisi
m
��	

write
� ��pe�n��	

end

end	

begin

write
�Koliko elemenata ima niz� ��	

readln
n�	

writeln
�Unesite elemente niza redom� ��	

for i��� to n do read
x�i��	

dnnp������	 dnnp������	 pe�����x���	

for k��� to n do

begin

xkjemax��true	

for i��� to k
� do if x�k��x�i� then xkjemax��false	

if xkjemax then

begin

dnnp�k���dnnp�k
����	 pe�k���x�k�
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end

else

begin

j��k	

repeat j��j
�	

until 
j��� or 
pe�j��x�k��	

if 
dnnp�k
���dnnp�j���� or


 
dnnp�k
���dnnp�j���� and 
x�k��pe�k
��� �

then

begin

dnnp�k���dnnp�j���	 pe�k���x�k�

end

else

begin

dnnp�k���dnnp�k
��	 pe�k���pe�k
��

end

end fif not xkjemaxg

end	 ffor kg

writeln
�Najdu�zi neopadaju�ci podniz je du�zine ��dnnp�n��������	

writeln
�Na primer� slede�ci neopadaju�ci podniz ima tu du�zinu���	

pisi
n�	

writeln

end�

Navex�emo jox nekoliko poznatih problema koji se efikasno rexavaju di�
namiqkim programira�em� Qitalac mo�e ve�bati uoqava�e optimalnosti pod�
strukture i preklapa�a potproblema� kao i samu implementaciju ideje dina�
miqkog programira�a�

�� Problem najdu�eg zajedniqkog podniza� Data su dva niza X od m i Y

od n elemenata� Na�i niz najve�e mogu�e du�ine koji je podniz i za X i za Y �

�� Problem najkra�eg aditivnog lanca� Aditivni lanac je niz u kome je
svaki element osim prvog� zbir neka dva prethodna 
mogu�e ista� elementa� Za
zadati ceo broj n treba na�i najkra�i aditivni lanac koji poqi�e brojem � a
sadr�i zadati broj n�

�� Optimalna triangulacija poligona� Neka je dat n�tougao koordinatama
svojih temena i funkcija f � koja preslikava trouglove u realne brojeve� na pri�
mer zbir du�ina stranica trougla� Potrebno je dati n�tougao po odabranim
dijagonalama rastaviti na n� � trougla� tako da zbir vrednosti funkcije f na
ta n� � trougla bude maksimalan�

�� Optimalno zagra
iva�e proizvoda matrica� Dati su brojevi A�� A��
	 	 	 � An� Ako su matrice M�� 	 	 	 � Mn redom dimenzija A� � A�� A� � A�� 	 	 	 �
An���An� treba u proizvodu M��M�� � � � �Mn postaviti zagrade tako da se
rezultuju�a matrica 
koja je uvek ista bez obzira na raspored zagrada� dobije
sa xto je mogu�e ma�e mno�e�a brojeva�


