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��� BALKANSKA MATEMATIQKA OLIMPIJADA
NOVI SAD� JUGOSLAVIJA� ����� MAJ� �����

Balkanska matematiqka olimpijada �BMO� je matematiqko takmiqe�e uqe�
nika sred�ih xkola balkanskih zema�a� ��� BMO odr�ana je u Novom Sadu u
vremenu od 	� do �
� maja ���
� godine� Organizatori takmiqe�a bili su Dru�
xtvo matematiqara Srbije i Univerzitet u Novom Sadu� a pokrovite� Savezno
ministarstvo za prosvetu i kulturu� Na takmiqe�u su uqestvovale xestoqlane
ekipe iz Bugarske� Kipra� Grqke� Rumunije i Jugoslavije� Qlanovi jugosloven�
ske ekipe bili su


�� Davidovi� Milena� IV razred Matematiqke gimnazije Beograd�
	� Iri� Igor� IV razred Gimnazije ��Bora Stankovi��� Vra�e�

� Kadelburg Vesna� IV razred Matematiqke gimnazije Beograd�
�� Krtini� �or�e� III razred Matematiqke gimnazije Beograd�

� Salom Igor� III razred Matematiqke gimnazije Beograd�
�� Treml Miroslav� III razred Gimnazije u Ilijaxu� Ilijax�

Takmiqari su rexavali � zadatka koje je odabrao �iri BMO� dozvo�eno
vreme za izradu zadataka bilo je ��� qasova� a svaki zadatak vredeo je �� poe�
na� tj� maksimalan broj poena bio je ��� Granice za dodelu zlatnih� srebrnih
i bronzanih meda�a bile su �
� �
 i 	 poena� Dode�eno je �� meda�a i to
 

zlatne� � srebrnih i � bronzanih� Samo jedan uqenik� Nikolaj Nikolov iz Bu�
garske osvojio je maksimalan broj od 
� poena� Raspodela meda�a prikazana je
u slede�oj tabeli


ZEM�A ZLATO SREBRO BRONZA POENI
BUGARSKA � � � ���
RUMUNIJA � � � 	�

JUGOSLAVIJA � � � ��
GRQKA � � � �

KIPAR � � � ��

Napomena
 Sedmoqlana ekipa iz Moskovske specijalne xkole ��A� N� Kolmo�
gorov� uqestvovala je nezvaniqno na ��� BMO i osvojila u zbiru �� poen�
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�� Dat je oxtar ugao XAY i taqka P unutar �ega� Konstruisati �pomo�u
le�ira i xestara� pravu koja prolazi kroz taqku P i seqe krake AX i AY
redom u taqkama B i C� tako da je povrxina trougla ABC jednaka AP ��

�Kipar�

�� Dokazati da polinom

x� � ����x� � ����	 �m
x� � ��x�m�

gde je m ceo broj� ima najvixe jedan celobrojni koren�
�Grqka�

�� Neka je �a�� a�� � � � � an
 permutacija brojeva �� �� � � � � n� gde je n � �� Izra�
qunati najve�u mogu�nu vrednost izraza

n��X
k��

jak�� � akj�

�Rumunija�

�� Na�i najma�i broj n � �� za koji postoji skup od n �udi� tako da svaka dva
koji se poznaju nemaju zajedniqkih poznanika� a svaka dva koji se ne poznaju
imaju taqno dva zajedniqka poznanika�
�Poznanstvo je simetriqna relacija
 ako A poznaje B� onda i B poznaje A��

�Bugarska�

Rexe�a�

�� �Rexe�e �irija ��� BMO�

Neka je ABC tra�eni trougao i neka su D i E taqke na pravoj AB� tako
da je PD k AC i PE � AB� slika �� Oznaqimo AP � p� AD � d� PE � h
i DB � x� Du�i p� d i h su date� a zadatak je da se konstruixe du� x�

Iz uslova PD k AC� sledi da je �ABC � �DBP � Koriste�i tu qi�enicu
i oznaqavaju�i povrxinu trougla XY Z sa SXY Z � dobijamo

�d� x
�

x�
�

AB�

DB�
�

SABC
SDBP

�
p�

xh��
�

�p�

xh
�

i sledstveno tome

��
 x� � �
p� � dh

h
x� d� � ��

Oznaqimo b �
p� � dh

h
� Tada se jednaqina ��� mo�e zapisati u slede�em

obliku

��
 x� � �bx� d� � ��
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Sl� � Sl� �

Ako su x� i x� rexe�a jednaqine ���� onda je x� � x� � �b i x�x� � d��

Konstrukcija� Prvo konstruixemo du� b �
p� � dh

h
�

p�

h
� d� Zatim

konstruixemo du� MN � �b i krug k sa preqnikom MN � Konstruixemo
pravu s tako da je s kMN i da je rastoja�e izme�u s iMN jednako d� Neka
je S preseqna taqka prave s i kruga k� Konstruixemo pravu t koja sadr�i
taqku S i normalna je na pravu MN � Neka je T preseqna taqka pravih t i
MN � Tada� du�i MT i NT mogu biti uzete za du� x�

Zaista� iz konstrikcije sledi da je �SMT � �NST i MT 
 ST � ST 

TN � Da�e dobijamo da je

MT � TN � ST � � d�� MT � TN �MN � �b�

Prema tome� x� � MT � x� � TN � Primetimo da zadatak ima dva rexe�a
ako je d � b� tj� �dh � p�� odnosno jedno rexe�e ako je �dh � p��

�� �Rexe�e uqenika Miroslava Tremla�

Neka su x�� x�� x�� x� nule datog polinoma� Pretpostavimo da su bar dve od
�ih� na primer x� i x�� celi brojevi� Na osnovu Vietove teoreme dobijamo

x�x�x�x� � m���


x�x�x� � x�x�x� � x�x�x� � x�x�x� � �����


x�x� � x�x� � x�x� � x�x� � x�x� � x�x� � ���	�m��	


x� � x� � x� � x� � �������


Jednakosti ��� i ��� mogu se zapisati u obliku


�x� � x�
x�x� � x�x��x� � x�
 � �����


x�x� � �x� � x�
�x� � x�
 � x�x� � ���	 �m���


Iz jednakosti �
� sledi da je x� � x� ceo broj� Koriste�i tu qi�enicu do�
bijamo iz ��� da je x�x� tako�e ceo broj� Razmotrimo slede�a dva sluqaja


Sluqaj �� Bar jedan od brojeva x� i x� je paran� Pretpostavimo� na primer�
da je x� paran broj� Iz ��� sledi da je m paran broj� Iz ��� sledi da je
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svaki od brojeva x��x� i x�x� neparan� Koriste�i ove qi�enice dobijamo
iz ��� da je x� � x� paran broj� a iz �
� sledi da je x� � x� neparan broj�
Kontradikcija�

Sluqaj �� Brojevi x� i x� su oba neparni� Iz �
� sledi da je x��x� paran
broj� a iz ��� sledi da je x� � x� neparan broj� Kontradikcija�

�� �Rexe�e �irija ��� BMO�

Za svaku permutaciju �a�� a�� � � � � an
 brojeva �� �� � � � � n razmotrimo zbir

S�a�� a�� � � � � an
 �
n��P
k��

jak�� � akj� ja� � anj�

Taj zbir se mo�e predstaviti u obliku

S�a�� a�� � � � � an
 �
nP
k��

�k�ak�� � ak
 �
nP
k��

��k�� � �k
ak�

gde je �k � f��� �g i an�� � a�� �� � �n� Oznaqimo bk � �k�� � �k za
k � f�� �� � � � � ng� Tada se zbir S�a�� a�� � � � � an
 mo�e predstaviti u obliku

S�a�� a�� � � � � an
 �
nP
k��

bk � k�

gde je bk � f��� ����g i b�� b�� � � �� bn � �� Prema tome� brojevi �� i ��
pojav�uju se jednak broj puta me�u bk�ovima� Sledi da je

S�a�� a�� � � � � an
 � ��x� � x� � � � �� xm
� ��y� � y� � � � �� ym
�

gde su x�� x�� � � � � xm� y�� y�� � � � � ym razliqiti brojevi iz f�� �� � � � � ng�
Lako je ustanoviti da se maksimalna vrednost izraza ��x��x�� � � ��xm
�

��y� � y� � � � �� ym
 dosti�e kada je m �

�
n

�

�
i

fx�� x�� � � � � xmg � fn� n� �� � � � � n�m� �g�

fy�� y�� � � � � ymg � f�� �� � � � �mg�

a ta maksimalna vrednost je �m�n � m
� Sada� razmotrimo slede�u per�
mutaciju brojeva �� �� � � � � n
 a�k�� � n � m � k i a�k � k za k ��
n

�

�
� m� i� ako je n neparan broj� an � m � �� Za tu permutaciju va�i

S�a�� a�� � � � � an
 � �m�n�m
 i ja��anj � �� Prema tome� tra�eni maksimum
zbira S�a�� a�� � � � � an
� ja� � anj jednak je

�

�
n

�

��
n�

�
n

�

��
� ��

tj�
n� � �

�
ako je n paran broj� odnosno

n� � 	

�
ako je n neparan broj�
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�� �Rexe�e �irija ��� BMO�

Neka je A lice iz skupa od n �udi� za koji va�e uslovi zadatka� Oznaqimo
sa a�� a�� � � � � ap sve poznanike lica A� a sa u�� u�� � � � � uq sva lica koja
ne poznaju osobu A� Postoji bijekcija izme�u skupa fu�� u�� � � � � uqg i skupa
svih parova �ai� aj
� gde je � � i � p� � � j � p i i 	� j� Zaista� poxto su ai
i aj poznanici lica A� to se oni me�usobno ne poznaju �ako bi se poznavali�
onda bi �A� ai� aj
 bila trojka poznanika� kakva ne postoji saglasno uslovi�
ma zadatka�� Sledi da postoji lice B koje poznaje i ai i aj istovremeno�
Lice B ne poznaje A �ako B poznaje A� tada su �A�B� ai
 i �A�B� aj
 trojke
poznanika� xto je nemogu�e��
Obrnuto� ako B ne poznaje A� tada saglasno uslovima zadatka postoje ta�
qno dve osobe ai i aj koje su poznanici i A i B istovremeno� Par �ai� aj

korespondiramo licu B� Ova korespondencija je injektivna� Zaista� ako
su �ai� aj
 i �ak� al
 razliqiti parovi koji su korespondirani istoj osobi
B koja ne poznaje A� tada me�u ai� aj � ak� al postoje najma�e tri razliqi�
ta poznanika lica A i B� xto je nemogu�e� Na osnovu prethodno reqenog
zak�uqujemo da je

q �
p�p� �


�
i prema tome n �

p�p� �


�
� p� ��

Dakle� p� � p � ��n � �
 � � i ta jednaqina ima taqno jedno pozitivno
rexe�e� Prema tome� broj p je isti za sve qlanove datog skupa od n �udi�
Da�e dobijamo


ako je p � �� onda je n � ��

ako je p � �� onda je n � ��

ako je p � 	� onda je n � ��

ako je p � �� onda je n � ���

ako je p � �� onda je n � ��� itd�

Razmotrimo sluqaj p � 	� Sledi da postoje dve osobe a� i a� koje se ne
poznaju me�usobno� Na osnovu uslova zadatka postoje taqno dve osobe u� i
u� koje su poznanici para �a�� a�
� Imamo slede�i graf


u� 
 
 u�

a� 
 
 a�

U svakom vrhu postoje jox p � � stranica grafa� Dakle� ima najma�e
��p � �
 � � � ��p � �
 stranica� Da�e dobijamo da je n � ��p � �
�
xto ne va�i za p � 	 i p � �� Sluqaj p � � �n � ��
 ima konkre�
tnu realizaciju� To pokazuje primer skupa od �� �udi f�� �� � � � � ��g� gde
su svi parovi poznanika slede�i parovi
 ��� �
� ��� 	
� ��� �
� ��� �
� ��� �
�
��� ��
� ��� �	
� ��� ��
� ��� ��
� �	� �
� �	� ��
� �	� ��
� �	� ��
� ��� �
� ��� ��
�
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� ��� ��
� ��� �
� ��� ��
� ��� ��
� ��� �	
� ��� �
� ��� �
� ��� �
� ��� ��
� ��� ��
�
��� ��
� ��� ��
� ��� ��
� ��� �	
� ��� ��
� ��� ��
� ��� �	
� ��� ��
� ���� ��
� ���� ��
�
���� ��
� ���� ��
� ���� ��
� ��	� ��
� Prema tome� odgovor je n � ���

�� Napomene

�iri je zadatke predlo�ene na takmiqe�u klasifikovao po te�ini na sle�
de�i naqin
 prvi � lak� drugi � lak� tre�i � sred�e te�ine� qetvrti � te�ak�
Rezultati naxih uqenika bili su slede�i


Ime uqenika � � 	 � � meda�a
Davidovi� Milena � � � � � bronza

Iri� Igor � � � 	 � �
Kadelburg Vesna � � 	 	 � bronza
Krtini� �or�e � � � � � �
Salom Igor � � � � � �

Treml Miroslav � �� � � �� srebro
� � �� �� �� ��

OBAVEXTE�E

�� KONGRES MATEMATIQARA JUGOSLAVIJE
Petrovac n�m� 		�	�� maj ���
�

Na osnovu odluke Izvrxnog odbora Saveza druxtava matematiqara Jugo�
slavije� �� kongres matematiqara Jugoslavije odr�a�e se u Petrovcu na moru�
od ��������������� godine� Rad Kongresa odvija�e se na plenarnim �eventualno
paralelnim� sednicama i u slede�im sekcijama


�� Algebra i logika� �� Teorija brojeva i algebarska geometrija� �� Geo�
metrija i topologija� 
� Lie�ove grupe i reprezentacije� �� Realna i komplek�
sna analiza� �� Operatorne algebre i funkcionalna analiza� �� Verovatno�a
i statistika� 	� Parcijalne diferencijalne jednaqine� �� Obiqne diferenci�
jalne jednaqine i dinamiqki sistemi� ��� Kombinatorika i teorija grafova�
��� Numeriqka analiza i optimizacija� ��� Raqunarske nauke� ��� Nastava i
popularizacija matematike� �
� Istorija matematike�

Prijave uqex�a i eventualna saopxte�a dostav�aju se na adresu Organi�
zacionog odbora do ������� a rezime saopxte�a do ����������� godine�

Kotizacija u iznosu �� din� �na bazi pariteta � DEM�� din� upla�uje se
na raqun Organizacionog odbora do ����
������ godine�

Adresa i raqun Organizacionog odbora

Prirodno�matematiqki fakultet �PMF�� 	���� Podgorica� Ceti�ski put

bb� p�f� ���� telefon �	���
 
	�� faks �	���
 
��� raqun
 ����������������
�PMF�


