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KONVEKSNE I KONKAVNE FUNKCIJE

I KORESPONDENTNE NEJEDNAKOSTI

drugi deo�

�� Primetimo da nejednakost Petrovi�a va�i i kad je f � ��� b�� R konvek�
sna funkcija a x�� � � � � xn pozitivni brojevi takvi da je x� � � � �� xn � s � b�

Funkcija ��x	 � f�a� x	� a � ��� b	 je tako�e konveksna� jer je

���
� �	x� �y� � f �a� �
� �	x � �y� � f ��
� �	�a� x	 � ��a� y	�

� �
� �	f�a� x	 � �f�a� y	 � �
� �	��x	 � ���y	�

za � � ��� 
� i x� y � ��a� b� a��
Prime�uju�i nejednakost Petrovi�a na funkciju �� ima�emo

��x�	 � � � �� ��xn	 � ��x� � � � �� xn	 � �n� 
	���	�

odnosno

f�a� x�	 � � � �� f�a� xn	 � f�a� x� � � � �� xn	 � �n� 
	f�a	�

gde su x�� � � � � xn pozitivni i x� � � � �� xn � b� a�
Specijalno� kad je n � �� imamo

��	 f�a� x�	 � f�a� x�	 � f�a� x� � x�	 � f�a	�

i pixu�i b� � a � x� � x�� b� � a � x�� b� � a� bi�e b� � b� � b� � �� pa
nejednakost 	
� postaje

�
	 f�b� � b� � b�	 � f�b�	� f�b�	 � f�b�	�

Doka�imo sad slede�u nejednakost� Neka je f � ��� b��� R konveksna funk�
cija i b� � b� � � � � � b�n�� � �� Tada va�i nejednakost

f�b� � b� � � � �� b�n��	 � f�b�	� f�b�	 � � � �� f�b�n��	

	G� Szeg�o� Math� Zeitschrift� �� �
���	�
Za n � 
� ova nejednakost se svodi na 	
�� Pretpostav�aju�i da ona va�i

za n� 
� gde je n � 
� doka�imo da �e va�iti i za n�
Primetimo da je b� � b� � b� � � � � � b�n�� � b�n�� � b�n � b�n��� Tada�

prema 	
��

f�b� � b�n � b�n��	 � f�b�	� f�b�n	 � f�b�n��	

� f�b�	� f�b�	 � � � �� f�b�n��	� f�b�n	 � f�b�n��	�

�Prvi deo ovog qlanka objav�en je u prethodnom broju Nastave matematike� XL� ���
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�� Neka je f � I � R konveksna funkcija� x� � �� x� � � i a� a� x�� a� x��
a�x��x� neka pripadaju skupu I� Tada� upore�uju�i ordinate seqica na slici�
koje odgovaraju taqki c � a� �
� �	x� � �x�� � � � � 
�

oqigledno va�i nejednakost

��	 �
��	f�a�x�	��f�a�x�	 � f�a	�
�
� �	x� � �x�

x� � x�
�f�a�x��x�	�f�a	��

Ovu nejednakost mo�emo dokazati ne osla�aju�i se na oqiglednost� Naime�
prepiximo je u vidu

�
�	 �
� �	f�a� x�	 � �f�a� x�	 � �
� �	f�a	 � �f�a� x� � x�	�

gde je � �
�
� �	x� � �x�

x� � x�
� Da�e� iz

a� x� � �
� ��	a� ���a� x� � x�	� �� �
x�

x� � x�
�

a� x� � �
� ��	a� ���a� x� � x�	� �� �
x�

x� � x�
�

poxto je f konveksna� ima�emo

f�a� x�	 � �
� ��	f�a	 � ��f�a� x� � x�	�

f�a� x�	 � �
� ��	f�a	 � ��f�a� x� � x�	�

Mno�e�i prvu nejednakost sa �
� �	� a drugu sa � i sabiraju�i dobijamo

�
� �	f�a� x�	 � �f�a� x�	

� ��
� ��	�
� �	 � �
� ��	��f�a	 � ����
� �	 � ����f�a� x� � x�	�

xto sre�iva�em daje 	����
U specijalnom sluqaju kad je � � 
��� nejednakost 	�� postaje

f�a� x�	 � f�a� x�	 � f�a	 � f�a� x� � x�	�

a to je nejednakost 	
�� koja je specijalni sluqaj nejednakosti Petrovi�a i osnov�
ni korak za dokaz nejednakosti Szeg�o�a� �eno geometrijsko tumaqe�e imamo na
prethodnoj slici kad je taqka c sredixte intervala �x� a�� x� a���



Konveksne i konkavne funkcije �

�� Uopxte�e osnovne nejednakosti� Neka je x�� x�� � � � � xn niz proiz�
vo�nih realnih brojeva� a ��� ��� � � � � �n niz nenegativnih brojeva takav da je
�� � �� � � � �� �n � 
� Tada izraz

��x� � ��x� � � � �� �nxn

nazivamo konveksna kombinacija brojeva x�� x�� � � � � xn� qime generalixemo
raniji sluqaj takve kombinacije dva broja�

Kad je x � minifxig� x � maxifxig� tada je
x � ��x� � ��x� � � � �� �nxn � x�

tj� sve se konveksne kombinacije brojeva x�� x�� � � � � xn nalaze u intervalu �x� x��
Primetimo da kad je n � �� taqke ovog intervala mogu biti predstav�ene kao
konveksne kombinacije brojeva x�� x�� � � � � xn na beskonaqno mnogo naqina�

Sad �emo formulisati uopxte�e osnovne nejednakosti za konveksne funkci�
je� a koje� izra�avaju�i se le�erno� ka�e� ��ef� od konveksne kombinacije jednako
je ili ma�e od konveksne kombinacije ��efova�� Evo taqne formulacije�

TEOREMA� Neka je f � I � R konveksna �odn� konkavna� funkcija i neka
su x�� x�� � � � � xn proizvo�ne taqke intervala I� Neka su ��� ��� � � � � �n
nenegativni brojevi takvi da je ������� � ���n � 
� Tada va�i nejednakost

f���x� � ��x� � � � �� �nxn	 � ��f�x�	 � ��f�x�	 � � � �� �nf�xn	

�odn� nejednakost

f���x� � ��x� � � � �� �nxn	 � ��f�x�	 � ��f�x�	 � � � �� �nf�xn	� 	

Dokaz� Za n � �� teorema se svodi na onu ve� dokazanu u paragrafu �
	�� � �� �� � 
���� Pretpostavi�emo da je n � � i dokaz provesti indukcijom
po n�

Pretpostavimo da je nejednakost taqna za n � 
 � �� Posmatraju�i slu�
qaj kad imamo konveksnu kombinaciju n brojeva� nejednakost je po indukcij�
skoj pretpostavci taqna kad je neko �i jednako � ili 
� Zato pretpostavimo
��i	 � 	 �i 	 
�

Neka je s � �� � �� � � � � � �n�� i y �
��
s
x� �

��
s
x� � � � � � �n��

s
xn���

pa je tada s � �n � 
 i taqka y pripada intervalu I� Prime�uju�i osnovnu
nejednakost 	sluqaj n � �� i indukcijsku pretpostavku� ima�emo

f���x� � ��x� � � � �� �nxn	 � f�sy � �nxn	 � sf�y	 � �nf�xn	

� s
���
s
f�x�	 �

��
s
f�x�	 � � � �� �n��

s
f�xn��	

�
� �nf�xn	

� ��f�x�	 � ��f�x�	 � � � �� �nf�xn	�

xto je i trebalo dokazati�

Napomena� Kad je� ��i	 � 	 �i 	 
� uopxtena nejednakost svodi se na jedna�
kost ako i samo ako x� � x� � � � � � xn 	a xto lako proveravamo analiziraju�i
prethodni dokaz��

Ova uopxtena nejednakost naziva se nejednakost Jensen�a�
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�� Primeri� U ovom paragrafu prime�iva�emo Jensen�ovu nejednakost u
sluqaju posebno biranih funkcija�

�� Funkcija y � lnx je konkavna� Za pozitivne brojeve x�� x�� � � � � xn i
nenegativne ��� ��� � � � � �n� �� � �� � � � �� �n � 
� ima�emo

ln���x� � ��x� � � � �� �nxn	 � �� lnx� � �� lnx� � � � �� �n lnxn�

Antilogaritmuju�i� sledi

�

	 x��
�
x��
�
� � �x�nn � ��x� � ��x� � � � �� �nxn�

Kad je �� � �� � � � � � �n �



n
� dobijamo

�
�	 n
p
x� � x� � � � � � xn � x� � x� � � � �� xn

n
�

xto je uopxtena nejednakost o odnosu geoemtrijske i aritmetiqke sredine�

Prime�uju�i nejednakost 	��� na niz



x�
�




x�
� � � � �




xn
� imamo




x�
�




x�
� � � �� 


xn
n

�
n

r



x�
� 


x�
� � � � � 


xn
�

odnosno
n




x�
�




x�
� � � �� 


xn

� n
p
x� � x� � � � � � xn�

a xto je uopxtena nejednakost o odnosu harmonijske i geometrijske sredine�
Kad su x�� x�� � � � � xn pozitivni brojevi� uzimaju�i x � x� � x� � � � �� xn

i �i �
xi
x
� nejednakost 	��� postaje

x
x��x
� � xx��x� � � � � � xxn�xn �

x��
x

�
x��
x

� � � �� x�n
x
�

Iz ove nejednakosti izvodimo

x� � x� � � � �� xn � 
 �� xx�� � xx�� � � � � � xxnn � x�� � x�� � � � �� x�n�

odnosno

x�� � x�� � � � �� x�n � 
 �� �x� � x� � � � �� xn	
x��x������xn �




xx�� � xx�� � � � � � xxnn �

�� Kao xto smo ve� proveravali� funkcija f�x	 � xa� x � � je konveksna
kad je a � 
� a konkavna kad je � 	 a � 
�

Kad je a � � i �i �



n
� ima�emo nejednakost

�x� � x� � � � �� xn	
�
� n�x�� � x�� � � � �� x�n	�
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Iz ove nejednakosti izvodimo

x� � x� � � � �� xn � 
 �� x�� � x�� � � � �� x�n �



n

i
x�� � x�� � � � �� x�n � 
 �� x� � x� � � � �� xn �

p
n�

Pretpostavimo da su x�� x�� � � � � xn pozitivni i a � 
� Iz nejednakosti

���x� � ��x� � � � �� �nxn	
a
� ��x

a
� � ��x

a
� � � � �� �nx

a
n�

uzimaju�i x � x� � x� � � � �� xn i �i �
xi
x
� dobijamo

�x�� � x�� � � � �� x�n	
a
� �x� � x� � � � �� xn	

a���xa��� � xa��� � � � �� xa��n 	�

odnosno posebno kad je a � ��

�x�� � x�� � � � �� x�n	
�
� �x� � x� � � � �� xn	�x

�
� � x�� � � � �� x�n	�

a odakle� da�e

x� � x� � � � �� xn � 
 �� �x�� � x�� � � � �� x�n	
�
� x�� � x�� � � � �� x�n�

�� Neka je �
� ��� � � � ��n
� � � � � � � � � � � � � �
�n� � � � �nn

�
�

matrica qiji su elementi nenegativni brojevi� a �ihovi zbirovi po vrstama i
kolonama neka iznose �� Pixu�i nejednakost 	���� za pozitivne x�� x�� � � � � xn
ima�emo

x�i�� x�i�� � � �x�inn � �i�x� � �i�x� � � � �� �inxn �i � 
� �� � � � � n	�

Sumiraju�i ovih n nejednakosti� dobijamo

x���
�

x���
�

� � �x��nn � � � �� x�n�
�

x�n�
�

� � �x�nnn � x� � x� � � � �� xn�

Posebno za matrice

�
��

�� 
�� � � � � �
� 
�� 
�� � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�� � � � � � 
��

�
�� i

�
��

�� 
�� 
�� � � � �
� 
�� 
�� � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�� 
�� � � � � 
��

�
��

ima�emo slede�e dve nejednakosti

p
x�x� �

p
x�x� � � � ��pxnx� � x� � x� � � � �� xn�
�	

�
p
x�x�x� � �

p
x�x�x� � � � �� �

p
xnx�x� � x� � x� � � � �� xn��
�	

Naravno ove i sliqne �ima nejednakosti va�e pri proizvo�noj permutaciji
brojeva x�� x�� � � � � xn�
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�� Neka je f � �����	 � R konveksna funkcija i neka su brojevi a� x�� x��
� � � � xn pozitvni� Oznaqavaju�i x � x� � x� � � � �� xn� ima�emo

a� xi �
�

� xi

x

�
a�

xi
x
�a� x	�

Poxto je f konveksna� bi�e

f�a� xi	 �
�

� xi

x

�
f�a	 �

xi
x
f�a� x	 �i � 
� �� � � � � n	�

Neka su ��� ��� � � � � �n nenegativni brojevi qiji je zbir �� Mno�e�i pret�
hodne nejednakosti sa �i i sumiraju�i� dobijamo

��f�a� x�	 � � � �� �nf�a� xn	

�

	

� ��x� � � � �� �nxn

x



f�a	 �

��x� � � � �� �nxn
x

f�a� x	�

Tako dobijamo uopxtenu nejednakost Petrovi�a� koja se za a � �� �i �



n
svodi

na onu iz ����

�� Pore�e�e konveksnih kombinacija� Neka su 
 � ���� ��� � � � � �n	
i M � ���� ��� � � � � �n	 dva niza nenegativnih brojeva� Definiximo relaciju
poredka na skupu svih takvih n�nizova na slede�i naqin� 
 �M ako je

�� � ��� �� � �� � �� � ��� � � � � �� � �� � � � �� �n � �� � �� � � � �� �n�

	Proverite da je to zaista relacija poredka��
Na primer� za nizove


 � �
� 
� �	� M � �
� �� 
	� N � ��� 
� 
	

bi�e 
 �M � N � dok nizovi �
� �� �� 
	 i ��� 
� 
� �	 nisu uporedivi�

TEOREMA� Neka su 
 � ���� ��� � � � � �n	 i M � ���� ��� � � � � �n	 dva niza
nenegativnih brojeva i neka je 
 � M � Ako je niz brojeva x�� x�� � � � � xn
rastu�i �odn� opadaju�i�� tada va�i nejednakost

��x� � ��x� � � � �� �nxn � ��x� � ��x� � � � �� �nxn

�odn� ��x� � ��x� � � � �� �nxn � ��x� � ��x� � � � �� �nxn��

Dokaz� Nejednakost je trivijalno taqna za n � 
 	�� � ��� ��x� � ��x���
Sad �emo dokaz provesti indukcijom i pretpostavimo da je nejednakost taqna za
n � 
�

Za nizove nenegativnih brojeva


 � ���� ��� � � � � �n� �n��	� M � ���� ��� � � � � �n� �n��	

pretpostavimo 
 �M i neka je x�� x�� � � � � xn� xn�� rastu�i niz� Poxto je


� � ���� � � � � �n��� �n � �n��	 �M � � ���� � � � � �n��� �n � �n��	
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ima�emo� na osnovu indukcijske pretpostavke�

�a	 ��x� � � � �� �n��xn�� � ��n � �n��	xn

� ��x� � � � �� �n��xn�� � ��n � �n��	xn�

Iz �� � � � �� �n � �� � � � �� �n i �� � � � �� �n � �n�� � �� � � � �� �n � �n���
sledi �n�� � �n��� pa mno�e�i ovu nejednakost sa xn���xn � �� tako�e imamo

�b	 �n���xn�� � xn	 � �n���xn�� � xn	�

Sabiraju�i nejednakosti 	a� i 	b�� dobijamo

��x� � � � �� �n��xn�� � ��x� � � � �� �n��xn���

a to je i trebalo dokazati�

Primedba �� Analizirajte dokaz i primetite da kad je x�� x�� � � � � xn
striktno rastu�i� a bar na jednom mestu u uslovima koji definixu relaciju

� �M � jav�a se striktna nejednakost� tada se i u nejednakosti iz ove teoreme
jav�a znak striktne nejednakosti�

Primedba �� Primetimo da kad se dokazana nejednakost podeli sa

�� � � � �� �n � �� � � � �� �n � s � ��

tada ona zaista ima smisao pore�e�a konveksnih kombinacija�
Ve�imo za dokazanu nejednakost neke primere�

Ve� znamo da ako su a� b pozitivni da je
a

b
�

b

a
� � 	vid� ���� nejednakost

x �
p

x
� �

p
p� gde je x �

a

b
� p � 
�� Ova jednostavna nejednakost ima svoju

slede�u generalizaciju�
Neka je x�� x�� � � � � xn niz pozitivnih brojeva� a x�� � x�� � � � � � x�n �egovva

proizvo�na permutacija� Tada va�i nejednakost

x��
x�

�
x��
x�

� � � �� x�n
xn

� n�

Mo�emo pretpostaviti x� � x� � � � � � xn� Tada je 
 � �x�� � x�� � � � � � x�n	 �

M � �x�� x�� � � � � xn	� dok je



x�
�




x�
� � � � �




xn
opadaju�i niz� Prime�uju�i teo�

remu iz prethodnog paragrafa� imamo

x�� �



x�
� x�� �




x�
� � � �� x�n �




xn
� x� � 


x�
� x� � 


x�
� � � �� xn � 


xn
� n�

Napomenimo da permutuju�i zbir na desnoj strani navedene nejednakosti� dobi�
jamo

x�
x��

�
x�
x��

� � � �� xn
x�n

� n�

gde je x�� � x�� � � � � � x�n tako�e propizvo�na permutacija niza x�� x�� � � � � xn�
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Ova nejednakost se qesto nalazi u zbirkama zadataka i mo�e se� osla�a�em
na odnos aritmetiqke i geometrijske sredine i ovako izvesti

x��
x�

� � � �� x�n
xn

� n n

r
x��
x�

� � � x�n
xn

� n�

Ali to nije sluqaj i sa ovim nejednakostima

�
�	 x��xn � x��xn�� � � � �� x�nx� � x�xn � x�xn�� � � � �� xnx��

gde smo uzeli za gor�e nizove 
 i M � opadaju�i niz xn � xn�� � � � � � x��

Ili jox direktnije imamo nejednakost

�
�	 x��x� � x��x� � � � �� x�nxn � x�� � x�� � � � �� x�n�

sa istim 
 i M i sa rastu�im nizom x� � x� � � � � � xn�

Iz nejednakosti 	��� i 	��� izvodimo slede�i zak�uqak� Za niz pozitivnih
brojeva x�� x�� � � � � xn i �egovu proizvo�nu permutaciju x�� � x�� � � � � � x�n �
bi�e

x�
�
� x�

n
� x�

�
� x�

n��
� � � �� x�

n
� x�

�
� x� � x�� � x� � x�� � � � �� xn � x�n
� x���

� x���
� � � �� x��n �

gde je x�
�
� x�

�
� � � � � x�

n
� a x��

� x��
� � � � � x�n � tj� to su permutacije pri

kojim dati niz postaje opadaju�i� odn� rastu�i�

�� Rad u razredu� Autor ovog qlanka predavao je Analizu u jednom
od ode�e�a IV razreda Matematiqke gimnazije u Beogradu� u toku tri zad�e
godine� Dobar deo ovog qlanka izlo�en je uqenicima ovih ode�e�a i oni su te
sadr�aje pratili sa povixenim interesova�em� Navex�emo neke primere koji
su bili na pismenim ve�bama ili su u drugim formama ra�eni u razredu� ali
zadr�a�emo se deta�nije samo na onom xto nas vezuje za nejednakosti�

�� 	a� Skicirati grafik funkcije y � x�e�x�

	b� Za proizvo�ne brojeve a� b � ���p�� � �
p
��� dokazati nejednakost

a�e
b�a
� � b�e

a�b
�
�




�
�a� b	��

Rexe	e� 	a� Izme�u ostalog� na�e se da je ova funkcija konkavna na

���p�� � �
p
��� 	a na svakom od dva komplementarna intervala je konveksna��

	b� Za a� b � ���p�� � �
p
��� prema osnovnoj nejednakosti 	� � 
���� bi�e

	
a� b

�


�
e
�a�b

�
�




�
a�e�a �




�
b�e�b�

Mno�e�i sa �e
a�b
� � dobijamo tra�enu nejednakost�
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�� 	a� Skicirati grafik funkcije y � x ln x�
	b� Dokazati nejednakost

ln
x� � � � �� xn

n
�

x� lnx� � � � �� xn lnxn
x� � � � �� xn

�

gde su x�� � � � � xn pozitivni brojevi�
	v� Ako je jox x� � � � �� xn � n� tada je xx�

�
� � �xxnn � 
�

Rexe	e� 	a� Data funkcija je definisana na �����	 i konveksna�

	b� Uopxtena nejednakost 	sa �i �



n
�� bi�e

x� � � � �� xn
n

ln

	
x� � � � �� xn

n



�

x� lnx� � � � �� xn lnxn
n

xto je� uprox�ava�em� tra�ena nejednakost�
	v� Kad je x� � � � � � xn � n� iz x� lnx� � � � � � xn ln xn � �� sledi

xx�� � � �xxnn � 
�
Primetimo da u sluqaju opxte konveksne kombinacije� bi�e

���x� � � � �� �nxn	 ln���x� � � � �� �nxn	 � ��x� lnx� � � � �� �nxn lnxn�

Pixu�i �i �
�ixi

��x� � � � �� �nxn
� ima�emo antilogaritmuju�i

��x� � � � �� �nxn � x��� � � �x�nn �

Kombinuju�i sa nejednakox�u 	���� nalazimo

x��� � � �x�nn � ��x� � � � �� �nxn � x��� � � �x�nn � ��x� � � � �� �nxn�

�� Ako su x�� � � � � xn pozitivni brojevi� tada je

�x� � � � �� xn	

	



x�
� � � �� 


xn



� n�

	doma�i zadatak��

Rexe	e� Funkcija f�x	 �



x
je konveksna na �����	� Zato� sa �i �




n
�

ima�emo



x� � � � �� xn
n

�



n
� 


x�
� � � �� 


n
� 


xn
�

odakle

�x� � � � �� xn	

	



x�
� � � �� 


xn



� n��

Primetimo da u sluqaju opxte konveksne kombinacije� dobijamo

���x� � � � �� �nxn	

	
�� � 


x�
� � � �� �n � 


xn



� 
�
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�� Slede�e primere sastavili su pojedini uqenici� Pri tome imali smo
slede�i kriterium� nejednakost mora biti lepa 	xto je rasprostra�eni estet�
ski ose�aj za simetriju izraza koji figurixu� odnosno pravilnost po kojoj se
formiraju� i ne sme biti suvixe jednostavna za dokaziva�e 	a xto znaqi da
ne�e se dokaz svoditi na neke jednostavne majorizacije i sl���

���� Neka je � � 
� Tada va�e nejednakosti

�I	 
� � �� � � � �� n� � n
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�

	Ana��

Rexe	e� Za � � 
� funkcija f�x	 � x� je konveksna�

	I	 Uzimaju�i x� � 
� x� � �� � � � � xn � n� �i �



n
� imamo
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	II	 Uzimaju�i x� � 
� x� �
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� � � � � xn �
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n
� imamo
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Kad je � � �� iz
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n
�
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n

dobi�emo
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�
� � � �� 


n
	
p
�n� 
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���� Neka su x�� � � � � xn pozitivni brojevi� a � i t proizvo�ni realni
brojevi� Tada va�i nejednakost

�x�
�
� � � �� x�n	

�
� �x��t

�
� � � �� x��tn 	�x��t

�
� � � �� x��tn 	 	Igor��
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Rexe	e� Iz nejednakosti u�



u
� �� uzimaju�i u � xtix

�t
j � imamo

xtix
�t
j � xtjx

�t
i � ��

Mno�e�i sa x�i x
�
j � sledi

x��ti x��tj � x��tj x��ti � �x�i x
�
j � x�i x

�
j � x�j x

�
i

�i � 
� � � � � n� j � 
� � � � � n	�

Sabira�em svih tih nejednakosti� dobijamo

�x��t� � � � �� x��tn 	�x��t� � � � �� x��tn 	 � �x�� � � � �� x�n	
��

���� Pri izvo�e�u nejednakosti 	��� i 	��� 	paragraf ��� Sr�an je zapitao
da li va�i nejednakost

p
x�x� �

p
x�x� � � � ��pxnx� � �

p
x�x�x� � �

p
x�x�x� � � � �� �

p
xnx�x� �

Rexe	e� Proveravamo kad je n � �� Tada
p
x�x� �

p
x�x� �

p
x�x�

�
�

�

qp
x�x� � px�x� � px�x� � �

p
x�x�x��

pa tada ova nejednakost va�i� Pokuxavamo u opxtem sluqaju da tako�e prime�
nimo nejednakost 	���� pa dobijamo

p
x�x� �

p
x�x� � � � ��pxnx�

n
�

n

qp
x�x� � px�x� � � � � � pxnx�

� n
p
x� � x� � � � � � xn�

i kombinuju�i sa 	���� imamo nejednakosti

x� � x� � � � �� xn
n

�

p
x�x� �

p
x�x� � � � ��pxnx�

n
� n
p
x� � x� � � � � � xn�

a xto je rafinira�e odnosa aritmetiqke i geometrijske sredine� Ostavili smo
ovo pita�e za doma�i rad� pa na slede�em qasu� kad je n � �� uzeli smo

x� � t��� x� � 
� x� � t��� x� � t�� �t � �	�

Tada se nejednakost svodi na �t � t� � 
� a ta relacija nije taqna qim je t �� 
�
Navedimo primer nejednakosti koju mo�emo smatrati lepom ali i suvixe

jednostavnom�
Ako je � � a � b � c� tada va�i nejednakost

p
ab � �

p
abc �

p
bc� pa ako je

� � x� � x� � � � � � xn� bi�e

p
x�x� � � � ��pxn��xn�� � �

p
x�x�x� � � � �� �

p
xn��xn��xn

�
p
x�x� � � � ��pxn��xn�
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�� 	a� Skicirati grafik funkcije f�x	 � ln�xp � 
	� p � 
�
	b� Dokazati da za pozitivne brojeve u�� � � � � un va�i nejednakost

n
p
u� � � �un �

�
�u� � 
	��p � � � �� �un � 
	��p

n

�p
� 
�

Rexe	e� 	a� Funkcija f je definisana na �
���	 i iz

f ���x	 � �xp � p� 


�xp � 
	�
pxp�� 	 ��

sledi da je konkavna�

	b� Opxta nejednakost za funkciju f � sa �i �



n
� je

ln

�	
x� � � � �� xn

n
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�
�

ln�xp
�
� 
	 � � � �� ln�xpn � 
	

n

� ln n

q
�xp� � 
	 � � � �xpn � 
	�

Tako imamo
n

q
�xp� � 
	 � � � �xpn � 
	 �

	
x� � � � �� xn

n


p

� 
�

Uzimaju�i xp� � 
 � u�� � � � � x
p
n � 
 � un 	i poxto x � �
���	� to u � xp � 
 �

�����	�� dobijamo

n
p
u� � � �un �

�
�u� � 
	��p � � � �� �un � 
	��p

n

�p
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	v� Primetimo da iz

lim
p���

�
�u� � 
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� n

p
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	 � � � �un � 
	�

nalazimo da je
n
p
u� � � �un � n

p
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	 � � � �un � 
	� 
�

Uzimaju�i ui � i� 	i � 
� � � � � n�� imamo

n
p
n� 	

n
p
n� � n

p
n� 
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�

odakle sledi
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� n
p
n� 
� 
	n

�

Dobijena nejednakost je profi�e�e poznate nejednakosti n
p
n� �

p
n� Naime�

mo�e se pokazati da� poqev od nekog n� va�i



n
p
n� 
� 


�
p
n�

Iz opxte nejednakosti� bez specifikova�a vrednosti za �i� imamo

�xp
�
� 
	�� � � � �xpn � 
	�n � ���x� � � � �� �nxn	

p � 
�
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�

pa opet smenom ui � xpi � 
� dobijamo

u��� � � �u�nn � ����u� � 
	��p � � � �� �n�un � 
	��p�p � 
�

Primenimo na zbir proizvoda u zagradi H�older�ovu nejednakost�



p
�




q
� 
� pa

�emo dobiti

u��� � � �u�nn � ��q� � � � �� �qn	
p�q�u� � � � �� un � n	� 
�

Da ova nejednakost� i pored prim�ene majorizacije na izraz u zagradi� nije

gruba vidi se da kad u �oj uzmemo �i �



n
� dobi�emo opet nejednakost o odnosu

aritmetiqke i geometrisjke sredine�
Kad je p � q � �� imamo nejednakost

u��� � � �u�nn � ���� � � � �� ��n	�u� � � � �� un � n	� 
�

Pretpostavimo� ��i	�i � �� Tada je

lim
q��

��q� � � � �� �qn	
p�q � lim

q��
��q� � � � �� �qn	

�

q�� � ���� � � ���nn �

Tako imamo i slede�u nejednakost

u��
�
� � �u�nn � ���

�
� � ���nn �u� � � � �� un � n	� 
�

�� 	a� Skicirati grafik funkcije f�x	 � ln�xp � 
	� p � 
�

	b� Dokazati da za brojeve xi � ��� �p� 
	��p�� i � 
� � � � � n va�i nejedna�
kost 	
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Rexe	e� 	a� Funkcija f je definisana na �����	� �en drugi izvod je

f ���x	 �
pxp��
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 � xp	�
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 � xp	� pa je f konveksna na ��� �p � 
	��p�� a na

��p� 
	��p���	 konkavna�

	b� Uzimaju�i �i �
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Prime�uju�i nejednakost 	���� na izraz na desnoj strani� imamo	
x� � � � �� xn
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q
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pa vidimo da je nejednakost 	�� od �e finija�
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Smenom xpi � 
 � ui� imamo

���	

�
�u� � 
	��p � � � �� �un � 
	��p

n

�p
� 
 � n

p
u� � � �un�

sa 
 � ui � p� a u drugom sluqaju

���	

�
�u� � 
	��p � � � �� �un � 
	��p

n

�p
� 
 � n

p
u� � � �un�

sa ui � p�
Prime�ujemo da je za jedno podruqje vrednosti promen�ivih u�� � � � � un�

isti izraz minoranta a za drugo majoranta izrazu n
p
u� � � �un�

Sliqne situacije nastaju kad posmatrate zbir konveksne i konkavne funk�
cije� Na primer� uzmite f�x	 � x� �

p
x� f�x	 � x lnx� lnx itd�

Primeri pod �� i �� su sa pismenog ispita� dati po grupama� Za razradu�
prvi izgleda zanim�ivije od drugog� ali nema naqelnog pravila kako to mo�emo
unapred odrediti� Umesto toga� kad god ispitujete neku funkciju i skicirate
�en grafik� probajte da napravite i neku zanim�ivu nejednakost� Neka to bude
i kraj ovog naxeg izlaga�a�

OBAVEXTE	E

U organizaciji Ministarstva prosvete Republike Srpske Krajine� Uni�
verziteta ��Nikola Tesla� u Kninu i Srpskog druxtva matematiqara ��Radivoj
Kaxanin� iz Belog Manastira� u Kninu je 
� i 
� aprila ����� godine odr�an
Seminar za profesore matematike sred�ih xkola RSK� Seminaru je prisustvo�
valo �� profesora matematike iz zapadnog dela RSK�

Seminar je otvorio dr Rade Ta�ga� rektor Univerziteta ��Nikola Tesla�
u Kninu� a prijem za uqesnike i goste priredio je Rajko Le�aji�� predsednik
Skupxtine RSK� Slobodno vreme uqesnici i gosti su iskoristili za razgleda�e
Knina i �egove okoline�

U okviru seminara odr�ana su slede�a predava�a�
�� dr Slavixa Prexi�� prof� univ� 	Beograd�� Matematiqka logika u

nastavi matematike� �� dr Svetozar Mili�� prof� univ� 	Novi Sad�� O
nemarnosti primena definicija u nastavi matematike� �� Vojislav An�
dri�� prof� 	Va�evo�� Rexava	e problema metodom razlikova	a sluqajeva�
�� Bogo�ub Marinkovi�� prof� 	Beograd�� Problemi ekstremnih vrednosti
�elementarne metode�� �� Milan Xari�� xkolski nadzornik 	Beli Mana�
stir�� Metod povrxina� �� dr Milosav Marjanovi�� prof� univ� 	Beograd��
Rexava	e iracionalnih nejednaqina� 
� dr Miroslav Petrovi�� prof� univ�
	Kragujevac�� Kompleksni brojevi u sred	oxkolskoj nastavi� 
� dr Miodrag
Raxkovi�� prof� univ� 	Kragujevac�� Kako pomo�i uqenicima da shvate pojam
neprekidnosti� �� Bogo�ub Marinkovi�� prof� 	Beograd�� Grafovi i mnogou�
glovi �neke primene Ojlerove formule��

M� X�


