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TEORIJA MARTINGALA I PRIMENE U ANALIZI

Teorija martingala i Doob�va teorema o skoro izvesnoj konvergenciji pred�
stav�aju jedan od najva�nijih koncepata teorije verovatno�e� Jasno�a i dubi�
na ideja involviranih u teoriji martingala nije ostala bez odjeka i u drugim
matematiqkim oblastima� pa su tako mnoge va�ne teoreme matematiqke analize�
naroqito u okviru teorije mere i harmonijske analize� snabdevene novim� alter�
nativnim dokazima zasnovanim na Doob�ovoj teoremi� Relativna jednostavnost
dokaza� koji ne zahteva matematiqki aparat van nivoa studentskog zna�a� daje
mogu�nost da se teorija martingala uvrsti u program redovnih ili specijalnih
kurseva u okviru studija matematike� xto bi studentima� naroqito daroviti�
jim� otvorilo xiri i dub�i uvid u pojedina poglav�a kako teorije verovatno�e
tako i matematiqke analize�

Preliminarije

U da�em �emo pretpostav�ati da je dat fiksiran verovatnosni prostor�
��F �P

�
� gde je � neprazan skup� F ��algebra na �� i P verovatnosna mera

na F �

Potok ��algebri� Familija ��algebri fFt� t � Ig� �I � R� �� na verova�
tnosnom prostoru

�
��F �P

�
se naziva potok ako je familija monotono neopada�

ju�a i neprekidna zdesna u smislu da je
T
s�tFs � Ft i ako su sve ��algebre

kompletne u odnosu na meru P�

Adaptirani proces� Sluqajni proces fXt� t � Ig na
�
��F �P

�
je ada�

ptiran potoku fFt� t � Ig ako je za svako t sluqajna promen�iva Xt mer�iva u
odnosu na Ft�

Uslovno matematiqko oqekiva�e� Neka je na
�
��F �P

�
data ��algebra

A� A � F � i neka je X proizvo�na integrabilna sluqajna promen�iva� Uslovno
matematiqko oqekiva�e sluqajne promen�ive X u odnosu na ��algebru A je
sluqajna promen�iva EfX jAg� mer�iva u odnosu na ��algebru A� takva da za
svaki skup A � A va�i

���

Z
A

X Pfd�g �

Z
A

EfX jAgPfd�g�

Egzistencija i jedinstvenost sluqajne veliqine EfX jAg neposredno sleduje
iz teoreme Radon�Nykodim�a� Naime za A � A funkcija skupaZ

A

X���Pfd�g
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je apsolutno neprekidna u odnosu na su�e�e mere P na A� pa postoji taqno jedna
A�mer�iva funkcija EfX jAg� tako da �	
 va�i�

Primer �� Na prostoru verovatno�a
�
	
� ���F � �

�
definiximo

Fn � �

��
k � �

�n
�
k

�n

�
� � � k � �n

�
�

Ako je f � L� tada je

Eff j Fng��� �

�nX
k��

�n
Z k��n

�k�����n
f�x� dx If�k� ����n � � � k��ng�

Sluqajna vremena� Sluqajna promen�iva � sa vrednostima u skupu I se
naziva sluqajno vreme ako za svako t � I skup f� � tg � f� � ���� � tg pripada
��algebri Ft�

��algebra generisana sluqajnim vremenom� Familija skupova

F� �
�
A � F � ��t��A � f� � tg � Ft�

�

je kanoniqna ��algebra generisana sluqajnim vremenom � � Ako je 	 sluqajno
vreme� tako da je 	 � � tada je F� � F� �

Dokaz� Oqigledno je da je F� zatvorena u odnosu na prebrojive unije i
komplementira�e� Naime� ako su An � F� tada je

	
n

An � f� � tg �
	
n

�An � f� � tg� � Ft�

Tako�e� ako je A � Ft tada je Ac � f� � tg � f� � tg � A � f� � tg � Ft� Sa
druge strane� f� � tg � F� � tj� � je F� mer�iva sluqajna promen�iva�

Kako je 	 � � to je f� � tg � f	 � tg� Tada� za A � F� imamo

A � f� � tg � A � f	 � tg � f� � tg � Ft

odakle sleduje da je A � F� �

Sluqajno vreme je predvidivo ako�

� f� � tkg � Ftk�� u diskretnom sluqaju


� f� � tg � Ft
�

u neprekidnom sluqaju�

Napomena� Ako je I konaqan ili prebrojiv diskretan skup oblika I �
ftk� k � Kg tada je za svako tk

f� � tkg � f� � tkg � f� � tk��g � Ftk �
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Martingali i �ihove osobine

Martingal� Adaptirani sluqajni proces fXt� t � Ig je Lp�martingal u
odnosu na potok fFt� t � Ig ako je za svako t� Xt � Lp i za svako 
 � s � t � I
va�i EfXt j Fsg � Xs�

Primer �� Ako je X integrabilna sluqajna promen�iva� tada je proces
Xt � EfX j Ftg martingal� Naime� za 
 � s � t � I imamo

EfXt j Fsg � Ef E fX j Fsg j Fsg � EfX j Fsg � Xs�

Predvidiv proces� Proces fVt� t � Ig je predvidiv ako je Vt� � Ft� i�
� Vtk � Ftk�� u diskretnom sluqaju

� Vt � Ft

�

�
S
s�tFs u neprekidnom sluqaju�

U da�em �emo bez ograniqava�a opxtosti tretirati samo diskretan sluqaj�
kada je indeksni skup I oblika ftk � k � Kg� K � N�

LEMA A� Ako je fVt� t � Ig predvidiv proces i fXt� t � Ig martingal�
tada je proces f�V �X�tg� definisan kao

�V �X�tk � Vt�Xt� � Vt��Xt� �Xt�� � � � �� Vtk �Xtk �Xtk����

tako�e martingal�

Dokaz� Neka je ti � tp�� � tp� Tada je Ftp� � Fti � pa je

EfVtp �Xtp �Xtp��� j Ftig � EfE fVtp �Xtp �Xtp��� j Ftp��g j Ftig

� EfVtp Ef�Xtp �Xtp��� j Ftp��g j Ftig � 
�

LEMA B� Neka je T sluqajno vreme� koje uzima konaqno mnogo vrednosti
t� � t� � � � � � tp� Tada je proces fVtkg� definisan kao Vtk � Iftk � Tg�
predvidiv proces� a fXtk�T g je martingal�

Dokaz� Za k 
 
 imamo

fVtk � 
g � fT � tkg � fT � tk��g � Ftk��

a za k � 
� fVtk � 
g � � � Ft� � Tako�e�

�V �X�tk � Xt� � � � �� �Xtk�T �Xtk���T � � Xtk�T �

odakle� na osnovu Leme A sleduje da je fXtk�T g martingal�

LEMA C� Neka su T i S sluqajna vremena� sa konaqno mnogo vrednosti
t� � t� � � � � � tp� tako da je skoro sigurno S � T � Tada je

EfXT j FSg � XS �

Dokaz� Kako je

jXS j � jXt� j� � � �� jXtp j�
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to je XS integrabilna sluqajna promen�iva� Za A � FS sleduje da je
A � fS � tig � Fti � pa imamoZ

A�fS�tig

�Xtp �XS� dP �

Z
A�fS�tig

�Xtp �Xti� dP � 
�

pa je Z
A

�Xtp �XS� dP �

pX
i��

Z
A�fS�tig

�Xtp �XS� dP � 
�

odakle sleduje da je EfXtp j XSg � XS� Ako ve� dokazano primenimo na mar�
tingal Xt�T dobijamo

EfXT j FSg � EfXT�tp j FSg � XT�S � XS �

Teorema o preskaka�u intervala� Neka je fXk � k � Ng martingal� u
odnosu na potok fFk � k � Ng� tako da je supk EfjXk jg �	� Ako je� za a � b�
M b

a broj prelazaka odozdo na gore intervala 	a� b� martingala X� tada je

EfM b
ag �

�

b� a
sup
k
Ef�a �Xk�

�g�

Dokaz� Razmatra�emo sluqaj kada je martingal zaustav�en na k�tom qlanu�
tj� kada za i 
 k imamo Xi � Xk� a zak�uqak �emo onda sprovesti puxtaju�i
k 
	�

Primetimo najpre slede�u qi�enicu� ako su S i T dva sluqajna vremena
S � T � sa vrednostima u konaqnom skupu� i ako je A � FS� a B mer�ivi podskup
skupa A� tada je� na osnovu Leme C�


 �

Z
A

�XT �XS� dP �

Z
A�B

�XT �XS� dP �

Z
B

�XT �XS� dP�

odakle sleduje da jeZ
B

�XT �XS� dP �

Z
A�B

�XS �XT � dP�

Definiximo sada sluqajna vremena�

S� � inffi � Xi � ag � k � ��

Sn�� � inffi 
 Tn � Xi � ag � k � ��

T� � inffi 
 S� � Xi � bg � k � �

Tn�� � inffi 
 Sn�� � Xi � bg � k � ��

kao i skupove

Ai � fSi � k � �g � FSi � Fk

Bi � fTi � k � �g � Ai�� Bi���� �fTi � k � �g � PfM b
a � ig��

Tada imamo

�b� a�PfBig �

Z
Bi

�XTi �XSi� dP �

Z
Ai�Bi

�XSi �XTi� dP

�

Z
Ai�Bi

�a�Xk��� dP �

Z
Ai�Bi

�a�Xk� dP �

Z
Ai�Bi

�a�Xk�
�dP�
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poxto je XSi � a na Ai� a na B
c
i je XTi � Xk�� � Xk� Kako su Ai�Bi me�usobno

disjunktni skupovi� to sumiraju�i sada po i od � do k imamo

�b� a�

kX
i��

PfBig �

kX
i��

Z
Ai

�a�Xk�
�dP � Ef�a �Xk�

�g � sup
k
Ef�a �Xk�

�g�

pa puxtaju�i k 
	 dobijamo

�b� a�

�X
i��

PfBig � �b� a�

�X
i��

PfM b
a � ig � �b� a�EfM b

ag � sup
k
Ef�a �Xk�

�g�

Sada smo u situaciji da iska�emo poznatu Doob�ovu teoremu i da je do�
ka�emo kao posledicu prethodnih Lema�

Doob�ova teorema� Neka je fXtk � k � Ng martingal tako da je
supk EfjXtk jg �	� Tada� skoro izvesno postoji limn��Xtn � X� Ukoliko je
niz fXtk � k � Ng uniformno integrabilan tada je jox i Xtn � EfX j Ftng�

Primer �� Teorema Lebega o diferencira�u� Ako je f integrabil�
na funkcija na jediniqnom kvadratu K u R

d i Fn niz ��algebri generisanih
dijadskim intervalima du�ine ��n u K� u primeru 	 smo videli da je tada� za
x � Qn

fn�x� � Eff j Fng�x� � �nd
Z
Qn

f�x� dx�

Na osnovu Doob�ove teoreme sleduje da� sa verovatno�om jedan� postoji graniqna
vrednost limn fn�x� � g�x�� Ali� za bilo koje Qn imamo da�eZ

Qn

g�x� dx � lim
n

Z
Qn

fn�x� dx �

Z
Qn

f�x� dx�

odakle sleduje da je f�x� � g�x� skoro svuda�

Primer �� Neka je u jediniqnom krugu K � f�x� y� � R
� � x� � y� � �g

definisan niz fXng sa�
� poqetna vrednost X� � x � K�
� ako je definisan Xn tada je Xn�� nezavisan od Xn i uniformno raspode�en
u najve�em krugu sa centrom u Xn koji pripada krugu K�
Tada je jasno da je X martingal sa uniformno ograniqenim oqekiva�ima�

pa prema Doob�ovoj teoremi� sa verovatno�om jedan� postoji limnXn � X� Lako
se mo�e pokazati da je tada obavezno X � �K�

Dokaz teoreme Radon�Nykodim�a

R�N teorema� Neka je m verovatnosna� a q konaqna mera na
�
R�B

�
tako

da je mera q apsolutno neprekidna u odnosu na m� Obele�imo

An
k �

�
k

�n
�
k � �

�n

�
� Fn � �fA

�n�
k � k � Zg i k � Z� n � N�

Gn�x� �
X

k�m�An
k
���

q�An
k �

m�An
k �
Ifx � An

kg�



Teorija martingala i primene u analizi 



Tada imamo�
	i� niz Gn�x� je martingal u odnosu na potok fFng 

	ii� postoji graniqna vrednost limnGn�x� � G�x� mod m

	iii� sa svako B � B

q�B� �

Z
b

G�x�m�dx��

Dokaz� �i� Jasno je da je Gn�x� mer�iva u odnosu na Fn� Da�e imamo da je
An
k � An��

�k 
 An��
�k��� pa je

Z
An
k

Gn���x�m�dx� �

Z
An��

�k

Gn���x�m�dx� �

Z
An��

�k��

Gn���x�m�dx�

�

Z
An��

�k

q�An��
�k �

m�
R
An��

�k

�
m�dx� �

Z
An��

�k��

q�An��
�k���

m�
R
An��

�k��

�
m�dx�

� q�An��
�k � � q�An��

�k��� � q�An
k � �

Z
An
k

q�An
k �

m�An
k �

m�dx�

�

Z
An
k

Gn�x�m�dx�

odakle sleduje da je EfGn�� �x� j Fng � Gn�x�� tj� Gn�x� je martingal�
�ii� Kako je Z

R

Gn�x�m�dx� � q�R� �	

sleduje da je martingal Gn�x� uniformno integrabilan pa je �ii� dokazano�
�iii� Za svako An

k je

Z
An
k

G�x�m�dx� � lim
l

Z
An
k

Gl�x�m�dx� � q�An
k ��

Calderon�Zigmund lema

Sada �emo� koriste�i teoriju martingala� dokazati slede�u teoremu�

Calderon�Zigmund lema� Neka je f pozitivna� integrabilna funkcija
na jediniqnom kvadratu K u Rd i neka je a 
 
 proizvo�na konstanta� Tada
se K mo�e dekomponovati kao�
a� K � F 
Q� F �Q � ��
b� f � a skoro svuda na F �
v� Q je unija disjunktnih intervala� Q �

S
nQn tako da za svako n

a �
�

��Qn�

Z
Qn

f�x� dx � �da�
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Dokaz� Na prostoru verovatno�a
�
K�F � �

�
definiximo potok ��algebri

Fn� generisanih diadiqnim intervalima du�ine ��n� Neka je� kao i ranije

fn � Eff j Fng

i neka je T sluqajno vreme definisano kao

T � inffn � fn 
 ag�

Uzmimo F � fT � �	g� a Q � F c� Jasno je da je Q � fT �	g �
S
nfT � ng�

pa kako je fT � ng � Fn odatle sleduje da se Q mo�e predstaviti kao unija
disjunktnih diadskih intervala� Ako je T � n tada je fn 
 a� ali je fn�� � a�
Tako�e imamo da je fn�fn�� � �n� jer za � � Qn � Qn�� imamo

fn��� �
�

��Qn�

Z
Qn

f�x� dx �
��Qn���

��Qn�

�

��Qn���

Z
Qn��

f�x� dx � �dfn������

odakle sleduje da je

a �
�

��Qn�

Z
Qn

f�x� dx � �da�

Sa druge strane na skupu F � fT �	g imamo za svako n fn � a� pa kako je
f � limn fn skoro svuda� to je i f � a skoro svuda na F �

Choquet�Deny teorema

Neka je m verovatnosna mera na
�
R�B

�
� Mer�iva funkcija f se naziva

m�harmonijska ako je

f�x� �

Z
R

f�x� u�m�du�� za svako x�

Choquet�Deny teorema� Ako je f neprekidna i ograniqena m�harmo�
nijska funkcija na R tada je svaka taqka iz nosaqa mere m perioda za funk�
ciju f �

Dokaz� Neka je� na nekom
�
��F �P

�
� fXng niz nezavisnih sluqajnih promen�

�ivih raspode�enih po zakonu m� Ako za x � R definixemo

Yn � f�x�X� � � � ��Xn��

tada je fYng ograniqeni martingal u odnosu na potok Fn � �fX�� � � � � Xng�
n � N� Naime

EfYn�� j Fng � Ef f�x �X� � � � ��Xn �Xn��� j Fng

�

Z
R

f�x�X� � � � ��Xn � u�m�du�

� f�x�X� � � � ��Xn� � Yn

Na osmovu Doob�ove teoreme da�e sleduje da� sa verovatno�om jedan� postoji
Hx � limn Yn� Oqigledno je da je Hx simetriqna sluqajna promen�iva u odnosu
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na niz fXng� tj� ako je � proizvo�na bijekcija N na N koja ostav�a nepomiqnim
sve� osim konaqno mnogo qlanova� tada je tako�e

Hx � lim
n
f�x�X���� � � � ��X��n���

Za dovo�no veliko n da�e imamo da je

EfjHx � f�x�X� � � � ��Xn�jg � 
�

ali ako na niz fXng primenimo permutaciju koja me�a mesta qlanovima X�� � � � �
Xn i Xn��� � � � � X�n� tada imamo

��� EfjHx � f�x�Xn�� � � � ��X�n�jg � 
�

Sa druge strane� ako je
�

Fn � �fXk� k 
 ng� tada imamo

Eff�x �X� � � � ��X�n� j
�
Fng � f�x�Xn�� � � � ��X�n��

pa kako je limn

�
Fn trivijalna algebra� a f�x�X� � � � ��X�n�
 Hx� to imamo

da je

�
� lim
n
f�x�Xn�� � � � ��X�n� � EfHxg � f�x��

Iz relacija ��
 i ��
 sleduje da je Hx sa verovatno�om jedan konstanta� tj�
Hx � EfHxg � f�x�� odakle da�e imamo

f�x�X�� � EfHx j F�g � f�x�

sa verovatno�om jedan� pa je onda funkcija f�x�v� skoro svuda konstanta� po v�
Kako je f neprekidna odatle da�e sleduje da je svaka taqka v nosaqa mere m
perioda za f �
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