HACTABA MATEMATUWURE HA ARYJITETUUMA

Ip Hpasxen IlaaTuh
TEOPUNJA MAPTNUHTAJIA N IIPUMEHE Y AHAJIN3U

Teopuja mapruaraaa u Doob-Ba Teopema 0 CKOPO U3BECHOj KOHBEPTEHIN)H IPe -
CTaBJ/bAjy jeJaH O HAJBAKHUjUX KOHIemaTa Teopuje BepoBarmohe. Jacmoha m mybu-
Ha WJeja MHBOJBUPAHUX y TEOPUjH MAapTHUHrAJA HUje OCTaga 0De3 ofjeka W y APYruM
MaTeMaTUIKUM 0DJaCTHMA, Ma Cy TAKO MHOTe Ba:kHE TeopeMe MareMaTHdke aHAJIu3e,
HAPOYKUTO ¥ OKBUDPY TEOpHje Mepe W XapMOHUjCKe aHAIu3e, cHAbAeBeHe HOBIM, alTep-
HATUBHAM MOKA3WMa 3acCHOBaHHM Ha Doob-0Boj Teopemu. PenarwBma jemHOCTABHOCT
OKa3a, KOjUI He 3aXTeBAa MATEMATHYKM AIapaT BaH HUBOA CTYAEHTCKOI 3HAMHA, Haje
MoryhinocT ma ce Teopuja MapTHHrAJIA YBPCTH y TPOrPAM PEIOBHUX MM CIEN¥jaTHIX
KypceBa y OKBHDY CTyAHja MaTeMaTHke, ITO OW CTyIeHTHMA, HAPOYUTO NAPOBUTH-
juM, oTBOpHUIO mMupH ¥ AyOJsM YBUA y MOjeAMHA IOTIaBJha KAKO TeOpUje BepoBaTHONE
TAKO M MATEMATHIKE AHAIU3E.

IIpenumunapuje

Y nmamem hiemo mpermocTaBibaTé Aa je HAT (UKCHPAH BEPOBATHOCHH TPOCTOP
<Q,]—',]P’>, rze je {) mempasas ckym, J o-amarebpa ma (2, u P BepoBaTHOCHA Mepa
ma F.

IloTok o-amreopu. Pavumnuja o-amrebpu {F;,t € I}, (I C Ry ), HA BepoBa-
THOCHOM IPOCTOPY <Q7}",]P’> ce HA3WBA NOMOK aKO je (paMuiInja MOHOTOHO HEOIaJa-
jyha m mempexmmma smecma y cwmmery ma je [\,o,Fs = F; 1 ako cy cBe g-airebpe
KOMILIETHE Y OOHOCY Ha mepy P.

A nantupanu nponec. Ciayuajam npomec {X,,t € I} ma (Q,F,P) je ada-
nmupar nomoxy {F,t € I} aro je 3a cBako t ciIydajHa IPOMEHBHBA X; MEDJbUBA ¥
oxaOCYy Ha Fi.

Y cy10BHO MaTeMaTUUKO ouekuBame. Heka je Ha <Q,f, ]P’> nmaTa o-aarebpa
A, A C F, nureka je X 1pou3Bo/bHa HHTErPAOMIHA CIIy9ajHA TPOMEHBUBA. Y CA0BHO
MAMEMAMUKO O%eKUBane cayuajre npomenpuee X y o0nocy wa o-aneedpy A je
cayuajua npomensusa E{X|A}, mepmusa y ommocy Ha o-auaredbpy .A, Taksa ma 3a
cBaku ckyn A € A Baxku

(1) /AXIF’{dw}:/A]E{XM}]P’{dw}.

Er3ucrennuja u jenuacrsenocr caydajue seamaune E{ X|A} menocpexnno crexyje
u3 teopeme Radon-Nykodim-a. Hamve 3a A € A dynrnumja cryma

JRBLTS
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je amcoJyTHO HEMPEeKWaHa ¥ OJHOCY Ha cy:xeme Mepe P ma A, ma mocToju Tauno jemna
A-mepmusa ¢pyurnumja E{ X |A}, rako ma (1) Baxm.

ITpuMEP 1. Ha mpocropy BeposaTHOhA <[07 1],]-'7/\> MeOUHATTIMO

k-1 &k
= — )1 <kE<2™ 5.
£ a{[ - ,Qn) 1 <k<2 }

Ako je f € Ly Tana je

k/2"

B{f | Fu}(w) = 22"/( F@) do T{(k = 1)/2" < w < k/2"}.
k=1

k—1)/2n

Ciayuajua BpemeHna. CiydyajEa IpOMEH/MBA T Ca BPeIHOCTHMA y CKymy I ce
Ha3UBa CAy%ajHo epeme ako 3a cBako t € I ckyn {7 <t} = {w: 7(w) <t} npunana
o-aarebpu Fy.

g-anredpa reHeprcaHa CIydJYajHUM BpeMeHoOM. Pamuauje ckynosa
Fr={AeF:(Vt)(An{r <t} e F)}
je KAHOHUUNG O -aA2e0Da 2EHEPUCANG CAYUATHUM 8peMeHoM T. AKo je n cayuajno
epeme, maxo da je n < T mada je F, C Fi.

Joxasz. Owuurnenso je ma je F, 3aTBOpeHa y ONHOCY HA mpedpojuBe yHUje U
kKoMmeMenTupame. Hamme, ako cy A, € F, tanxa je

Udnn{r<t}={JAn{r<t}) e 7.

n

Tarobe, ako je A € Fy rana je A°N{r <t} ={r <t} —An{r <t} € F. Ca
npyre crpame, {7 <t} € F;, 1j. 7 je F,; MepsbuBa ClydajHa IPOMEH/BUBA.
Karo je n < 7 1o je {7 <t} C {n <t}. Tama, 3a A € F,, umamo

An{r<t}=An{n<t}n{r<t} e R

omakme crenyje na je A€ F.. m

Cuyuajro Bpeme je npedsuduso ako:
o {7 <t} € Fi,_, y MUCKPETHOM CIydajy;
o {7 <t} € Fi_ y HEupeRUZHOM CIyd9ajy.

HAMOMEHA. Axo je I xomava® uanm npeGpojuB IuCKpeTaH ckyn obiuka [ =
{tr,k € K} Tana je 3a cako tj

{r=t}={r<tp} —{r <tpcr} € F.
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MaprTuHraau 1 BUXOBEe 0COOUHE

Maprunaran. Apantupann ciydajau apouec {X;,t € I} je Ly-mapmunzan 'y
omsocy Ha morok {F;,t € I} ako je 3a cBako t, Xy € L, w3a cBako 0 < s <t €I
Baxu E{X, | F;} = X,.

IIPUMEP 2. Axo je X ummTerpabuina ciydajHa DIPOMEHJbHBA, TAAa j€ MPOLEC
X; =E{X | 7;} maprurran. Hamme, 3a 0 < s < ¢t € I umamo

E{X; | Fs} =E{E{X | s} | Fs} =E{X | 75} = X,.

IIpensumus upouec. ponec {V;,t € I} je npedsudus axo je Vi, € Fy, u:
o V, € Fi, ., V DUCKDETHOM CIYYajy;
o Vi€ Fi_ =, Fs y HOTPEEUMAHOM CITyUajy.
Y namem hemo 6e3 orpaEmYaBamba OMMTOCTH TPETUPATH CAMO AUCKPETAH CIydIaj],
kaza je mamekcHn ckyn I obamka {t; : k € K}, KCN.

JIEMA A. Axo je {Vi,t € I} npedsudue npovec uw { X, t € I} mapmunean,
mada je npoyec {(V - X)¢}, defunucan xao

(V ) X)tk = ‘/toth + ‘/tl (Xt1 - Xto) +o 4t ‘/tk (th - th—1)v

maxohe mapmunea..

Loxas. Hera je t; <t,_1 <t,. TamajeF, _C Fy,, maje

E{Vi, (Xt, — Xo,_y) | Fro} = B{E{V, (Xo, — Xop_y) | Frps | P}

= E{‘/tp E{(ti - ti—l) | ft})—l} | fti} = 0 n

p—1

JIEMA B. Hexa je T cayuwajno epeme, Koje yauma KOHAUHO MHO2Z0 8PEOHOCTIU
to < t1 < - < tp. Tada je npoyec {V, }, depunucan xao Vi, = I{ty, < T},
npedsudus npouec, a { Xy a7} je mapmurean.

Loxas. 3a k > 0 nmamo
Vo =0} ={T <ty } ={T <tp1} € Fp_,
aszak=0,{V, =0} =02 € F,. Tarobe,
(V- X)t, = Xoy + - + (Xppar — Xey_yar) = Xepar,

omakne, Ha ocHOBY Jleme A cmenyje ma je {Xi, a7} MapTuaram. m

JIEMA C. Hexa cy T u S cayuajna epemena, ca KOHGWHO MHO20 8PEOHOCTIU
to <t < -+ <tp, maro da je cxopo cuzypro S <T. Tada je

E{X7 | Fs} = Xs.

Jloxas. Kako je
|XS| < |Xt0| ++ |ti

)
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T0 je Xg umHrerpabuima ciaydajma mpomemmuBa. 3a A € Fg cumenyje ma je
An{S =t} € F,, na mmamo

/ (X, — Xs)dP = (X;, — X¢,)dP =0,
AN{S=t;} ANn{S=t;}

ma je

/A(ti — Xg)dP = zp:/ (X,, — Xs)dP =0,

i—1 Y AN{S=t;}

omakme crexyje ma je E{X; | Xs} = Xs. Axo Beh mokasamo mpmMmermMo Ha Map-
tuaraa Xiar H00mjamMo

E{XT | ‘7:5} = IE{AXVT/\tp | -7:,5'} =Xrps=Xg. =
Teopema o npeckakamy uHTepBasa. Heka je { Xy : k € N} mapmunzan, y

oonocy wa nomok {Fy : k € N}, maxo da je sup, E{|Xi|} < co. Axo je, 30 a <D,
M? 6poj npenazaxa 000300 na 20pe unmepeana [a,b] mapmunzara X, mada je

B(M}) < - L supE{(a — Xt}
—,su

Jloxas. Pasmarpahemo ciaydaj kama je MapTHHTAJ 3ayCTaBJ/bEH HA k-TOM UIAHY,
Tj. kKama 3a ¢ > k mmamo X; = X}, a 3akmydak hemo oHga cmpoBecTn nymTajyhu
k — oo.

[Ipumernmo majupe cnemehy uwmmenuny: ako cy S m T mBa ciaydajHa BpeMeHa
S < T, ca BpeIHoCTUMa Y KOHAYHOM CKyLy, u ako je A € Fg, a B MepbuBH DOACKYI
cxkyma A, tama je, Ha ocroBy Jleme C,

OZ/A(XT—XS)CLP: (XT—XS)dP-l-/(XT—XS)dP,

A—-B B

OIakie clenmyje ma je
/(XT—XS)dP:/ (Xs — Xr)dP.
B A-B
JlepmEIMUMO cama CIydajHa BpeMeHa:
Sy =inf{i: X; <a}Ak+1, Ty =inf{i >S5 : X; >b}Ak+1
Spp1 =inf{i >T,: X; <a}Ak+1, Thp=inf{i> S, : X; >0}AE+1,
Ka0 I CKYIOBe
A ={Si<k+1} € Fs, C Fi
B; ={T; < k+1} C A{(C Biy1). ({Ti <k +1} =P{M >i}!)
Tama nmamo

(b—a)P{B;} S/Bv(XT,v _XSi)dP:~/Av7Bv(XSi — Xr,)dP

S/ (a—Xk+1)dP:/ (a—Xk)dPg/ (a—Xk)+dP,
A;—B; A;—B; A;,—B;
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momto je Xg, < aHa A;, aHa Bf je X7, = Xp41 = Xy. Karo cy A; — B; mehycobuo
JUCjYHKTHU CKyIOBH, TO cymmpajyhu cama mo ¢ ox 1 mo k mmamo

k k
0= MBI Y [ (= X)TaP < B{(a - X)) < swpE{a — X)),

=1

na nymrajyhu k — oo mobumjamo
(b—a)> BB} = (b—a) Y P{M! > i} = (b— ))B{M"} < supE{(a — X;)"}. m
i=1 i=1 k

Cama cMO y cuTyamumju ma MCKa:keMO mo3Eary Doob-oBy Teopemy um ma je mo-
KaKEMO Ka0 MOCJHEeINIy IpeTxonnux Jlema.

Doob-oBa teopema. Hexa je {X; : k € N} mapmunean maxo Oda je
sup;, E{| Xy, |} < 00. Tada, cropo uzeecno nocmoju lim, .o Xy, = X. Yroauko je
nuz { Xy, : k € N} yrudopmrno unmezpabunarn mada je jow u Xy, =E{X | 7y, }. m

I[TPUMEP 3: Teopema Jlebera o mudepennupamy. Ao je f mHTerpabmi-
Ha GyHEMUWja Ha jemmEmuEOoM kBagpaTy Ky R? m F, mu3 g-anreGpm remepmcammx
IUjaacKuM MHETepBajuMa nyxkuEe 2~ y K, y npumepy 1 cMo Bmmeam ma je tama, 3a
T EQ,

fulz) = E{f | Fu}(z) = 27 /Q f(z) do.

Ha ocroBy Doob-oBe Teopeme cuenyje ma, ca BepoBaTHONOM jegan, mOCTOjU TPAHUIHA,
spenuocrt lim, f,(x) = g(x). Amn, 3a 6uno koje (), UMaMO Iase

/ g(z) dz = lim /Qn fo@)de = [ f(x)d,

Qn
omakie cuenyje na je f(x) = g(x) ckopo cByna.
[TpuMEP 4. Heka je y jemmmmarom kpyry K = {(z,y) € R? : 2% + ¢y < 1}
nedunncan mn3 {X,} ca:
e moueTHa BpemHocT Xg = € K,
e ako je neduuucan X, tana je X, 41 He3aBucaH oq X, ¥ YHEYOPMHO PACIONEJbEH
y Hajsehem kpyry ca meatpoM y X, Koju mpmmama kpyry K.
Tana je jacEo ma je X MapTuEraa ca yHEGOPMHO OTPAHUYEHWM OUYEKUBAIHUMA,
ma mpema Doob-0B0oj Teopemu, ca BepoBatrHohowm jeman, nocroju lim,, X,, = X. Jlako
ce MOKe MOKa3aTu na je Taxa obasesno X € OK.

n

Jloka3 teopeme Radon-Nykodim-a

R-N reopema. Hexa je m seposamnocna, a q xonauna mepa na (R, B) maxo
0a je Mepa q ancoaAymHo Henpexuona y oonocy wa m. Obesexncumo
n [ kE k+1

Ak: 2_7“ on )7 fn:U{AEcn)vkEZ}u kEZ,TLEI\L

Gn(z) = Z an(jjf) I{ze AL}

k:m (A} )>0 ( ;CL)
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Tada umamo:

(i) wuz Gp(x) je mapmunzas y oonocy wa nomok {Fp} ;

(ii) nocmoju epanusna epednocm lim, G,(x) = G(x) mod m;
(iii) ca ceaxo B € B

q(B) = /G(x)m(dx).

b

Zokas. (i) Jacuo je ma je G,(x) mepmusa y ogrocy Ha F,,. lame umamo na je

_ gntl +1 ~
A=Ay VAL, maje

G (@) m(do) = [

n+1
A2k

n+1 n+1
:/ Q(Azxj ) (dx)+/ q(A2k+1) m(dz)
A A

—m
st (L) it gt

n
AR

= a3+ alagh) = alap) = [ AEE )
= Gy (x) m(dx)
Ap

omakne cirenyje ma je BE{G, i1 (z) | Fn} = Gu(z), 1j. Gn(x) je MapTHHETa.
(ii) Kako je

/Gn(x)m(dx) =¢(R) < 0
R

cuexyje ma je mapruurai G,(z) yaudopmuo unrerpabmian ma je (ii) morasamo.
(iii) 3a cBako A} je

/

Calderon-Zigmund nema

G(zx)m(dx) = li}n Gi(z)m(dz) = q(Ay). =

e e
k A k

Cama hewmo, kopucrehn reopujy maprunrana, morazaru caenehy reopemy:

Calderon-Zigmund nema. Hexa je f nosumusna, unmezpabusna gynryuje
na jedunuunom xkeadpamy K y R u nexa je a > 0 npouszsonna xoncmarnma. Tada
ce K momce dexomnonosamu xao:

o) K=FUQ, FNQ =2,
6) f <a cxopo ceyda na F,
6) Q je ynuja ducjynrmuuz unmepeana, Q@ = J,, Qn maxo da 3a ceaxo n

1

¢S NG

/ f(z)dx < 2%.
Qn
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Zoxasz. Ha mpocropy BepoBarHoha <K7 f,)\> Ie(GUHAMIMO TOTOK ¢-airedpu
Fn, TeHepUCAHUX ITWATUYHUM WHETepBaamMa nyxkuae 2~ ". Heka je, kao u panuje

u Hexa je T' ciyvajHo Bpeme me(QUHHCAHO KAO
T =inf{n: f, > a}.

Yaummo F = {T = +o0}, a Q = F°. Jacuo je ga je Q = {T < oo} =, {T =n},
na kako je {T = n} € F, omarme cienyje ma ce () MOke IPENCTABUTH KaO YHHjA
IUCjYHKTHUX IMAACKUX mHTepBana. Ako je T =n rtazxa je f, > a, amm je f,—1 < a.
Tarobe umamo ma je fn/fn—1 < 2", jep 3a w € @, C Qpn—_1 UMAMO

_ 1 AMQnp-1) 1 _
86 = 5y o, T < G N S = o)
OIakie clenmyje ma je
a < @ 0. (z)dr < 2%.

Ca gpyre crpane Ha ckyny F' = {T = oo} mmamo 3a cBako n f, < a, Ia Kaxko je
f =1lim, f, cropo cByma, 10 je u f < a CkOpo cByIa HA F. W

Choquet-Deny Teopema

Heka je m BepoBaTHOCHA Mepa Ha <]R,B>. Mepmusa ¢ymrrmuja f ce Hasusa
M-TAPMOHUJCKE AKO je

f(cc):/Rf(cc+u)m(du)7 3a CBAKO .

Choquet-Deny Tteopema. Axo je f Henpexkuona U 02pAHUMENG M-TADMO-
rujexa Pynryuja ne R mada je ceara mauxa u3 nocawa mepe m nepuooda 3a Gynk-
yujy f.

Zokas. Heka je, Ha HEKOM <Q7f,]P’>, {X,,} HU3 HE3ABUCHUX CIyYajHAX IPOMEH-
JPUBUX DACIONEHEHUX IO 3aKOHY m. Ako 3a x € R medurmmenmo

Vo= flz+ X1+ +X,),

taga je {Y,} orpammuenn MaprmEram y omHocy Ha motok F, = o{Xi,...,X,},
n € N. Hanwme

E{Yot1 | Fo} =E{flz + X1+ -+ Xoo + Xpy1) | Fn?}
:/f(x+X1+---+Xn+u)m(du)
R
=fle+ X1+ +X,) =Y,

Ha ocmoBy Doob-oBe Teopeme masme ciaenmyje ma, ca BepoBaTHONOM jemaH, MOCTOju
H, =lim, Y,. Ouuraenuo je na je H, cuMmerpwyHa ciIydajHa OPOMEHJUBA Y OTHOCY



Teopuja MapTuHramta 1 DprMeHe y aHAIN3U 35

Ha Hu3 {X,}, Tj. ako je o mpomssossHa Oumjernuja N ma N Koja 0CTaBbBa HEIOMUYHEM
CBe, OCHM KOHAYHO MHOTO WIAHOBA, TaJa je Takohe

H, = liran f(x + Xa(l) + -+ Xa(n)).
3a MOBOJBHO BEIUMKO N Jaihe UMAMO I je
E{|H: — f(z + X1+ + Xo)[} <e,

asu ako Ha Hu3 { X, } IpUMEeHnMO mepMyTanyjy Koja Mema MecTa 4IaHoBEMA X, ..
X, Xpi1, ..., Xop, Tana umamo

v

(2) E{|Hz _f(x+Xn+1+"'+X2n)|}<5'

Ca mpyre crpame, ako je F, = c{X, k > n}, raga umamo

—

E{f(x + X1+ 4+ Xopn) | Fu} = fl@ + Xng1 + -+ Xon),

ma kako je lim,, F, tpusumjanma aurebpa, a f(x + X1 + -+ Xa,) — H,, T0O IMaMO
za je

(3) lim f(z + Xnp1 + -+ Xon) = BE{H, } = f(2).

U3 penammja (2) u (3) caenyje ma je H, ca BepoBaTHONOM jemaH KOHCTAHTa, Tj.
H, =E{H,} = f(x), omakne name uMaM0

flx+X0) =B{H, | F1} = f(2)

ca BepoBaTHONOM jenan, ma je omaa pyuknuja f(z +v) CKOPO CBYJa KOHCTAHTA, IO V.
Kako je f mempermmma omarie maske ciemyje ma je CBaka Tadka v HOCAYA Mepe 1M
nepuoza 3a f. W
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