
ZADACI IZ MATEMATIKE

Dr Pavle Mladenovi�

INVARIJANTA

Qesto se u sred�oxkolskoj matematici sre�u zadaci qija formulacija ima
slede�i opxti vid�

Data je neka kombinatorna konfiguracija �skup� niz sa odre�enim svoj�
stvima� tablica popu�ena brojevima� � � � �� Dozvo�eno je transformisati
tu kombinatornu konfiguraciju primenom neke operacije� Postav�a se pi�
ta�e da li se od polazne konfiguracije mo	e dobiti neka druga konfigura�
cija� eksplicitno odre�ena ili sa zadatim svojstvima�

Naravno� odgovor na postav�eno pita�e mo�e biti potvrdan ili odreqan�
Ako je odgovor potvrdan� onda se on mo�e dati� na primer� tako xto se navede
algoritam �postupak	 koji efektivno omogu�ava da se od polazne kombinatorne
konfiguracije dobije �e�ena� Ako takav postupak ne postoji� onda to treba
i dokazati� Ovde �emo na nekoliko primera pokazati jedan naqin dokaziva�a
tvr
e�a ovog oblika�

�� Neka je na tabli znak plus zapisan �� puta� a znak minus �
 puta� Dozvo�eno
je obrisati dva znaka i umesto �ih zapisati znak plus� ako su izbrisani
znaci jednaki� a zapisati znak minus� ako su izbrisani znaci razliqiti�
Ova operacija se ponav�a sve dok na tabli ostane zapisan samo jedan znak�
Koji je to znak�

Navex�emo tri rexe�a ovog zadatka�

Rexe�e �� Primetimo da se posle svake operacije �brisa�e dva znaka i
zapisiva�e jednog	 broj znakova minus koji su zapisani na tabli sma�uje za dva
�ako su obrisana dva znaka minus i zapisan jedan znak plus	 ili ostaje isti �ako
su obrisana dva znaka plus i zapisan jedan plus� ili obrisan jedan plus i jedan
minus i zapisan jedan minus	� Poxto je na poqetku na tabli bilo �
 �neparan
broj	 znakova minus� to i na kraju na tabli ostaje neparan broj znakova minus�
Dakle� kada na tabli ostane zapisan samo jedan znak� onda je to znak minus
�nezavisno od naqina brisa�a i zapisiva�a znakova	�

Rexe�e �� Svaki znak plus zamenimo brojem �� a svaki znak minus zamenimo
brojem �� i pretpostavimo da se operacija brisa�a i zapisiva�a brojeva vrxi u
skladu sa navedenim uslovom� Dakle� ako se izbrixu dva jednaka broja� zapisuje
se broj �� a ako se izbrixu dva razliqita broja� onda se zapisuje broj ��� Lako
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se prime�uje da posle svakog koraka �brisa�e dva i zapisiva�e jednog broja	
proizvod svih brojeva zapisanih na tabli ostaje neprome�en� Na poqetku je
taj proizvod jednak ��� � ������ � ��� pa sledi da je on jednak �� i na kraju�
Prema tome� kada na tabli ostane samo jedan broj �znak	� onda je to broj ��
�znak minus	�

Rexe�e �� Svaki znak plus zamenimo brojem �� a svaki znak minus brojem ��
Sada mo�emo primetiti da zbir obrisanih brojeva ima istu parnost kao i za�
pisani broj� Prema tome� zbir svih zapisanih brojeva ne me�a parnost posle
primene opisane operacije� Na poqetku je taj zbir bio jednak �
� dakle neparan
broj� pa i na kraju mora biti neparan� Prema tome� kada na tabli ostane samo
jedan broj� on mora biti neparan� dakle jednak �� U terminima znakova� na tabli
je ostao zapisan znak minus�

Primetimo da smo u svakom od ovih rexe�a uoqili neku karakteristiku
kombinatorne konfiguracije koja se ne me�a primenom dozvo�ene operacije� Ta�
kva karakteristika naziva se invarijanta� U prvom rexe�u invarijanta je bila
parnost broja znakova minus koji su zapisani na tabli� u drugom rexe�u in�
varijanta je bila proizvod brojeva zapisanih na tabli� a u tre�em rexe�u
invarijanta je bila parnost zbira svih zapisanih brojeva�

�� �ak prvak je uzeo jedan list papira i razrezao ga na �� ma�ih listova�
Jedan od tih delova razrezao je ponovo na �� ma�ih listova i ponovio je
ovu operaciju nekoliko puta� Na kraju je izbrojao koliko ima listova i
dobio broj ���� Dokazati da je pogrexio u broja�u�

Rexe�e� Posle svake primene navedene operacije �reza�e jednog lista na ��
ma�ih	 ukupan broj listova pove�ava se za �� Prema tome� posle svake operacije
broj listova pri de�e�u sa � daje isti ostatak kao i na poqetku� Kako je na
poqetku taj ostatak jedna �� to je on jednak � i na kraju� Sledi da broj dobijenih
listova ne mo�e biti jednak ���� jer broj ��� pri de�e�u sa � daje ostatak ��

�� Krug je pode�en na �� sektora i u svakom od �ih je postav�en jedan �eton�
Dozvo�eno je u jednom koraku premestiti dva �etona� ali tako da se svaki
od �ih premexta na susedno po�e i da se ta dva �etona pri premexta�u
kre�u u suprotnom smeru� Da li se ponav�a�em ove operacije svi �etoni
mogu premestiti na jedno po�e�

Rexe�e� Neka su sektori numerisani brojevima �� �� �� �� �� 
� �� �� ��
� redom u izabranom smeru� Svakom �etonu pridru�imo broj po�a na kome
se nalazi taj �eton i razmotrimo kako se primenom navedene operacije me�a
ostatak koji pri de�e�u sa �� daje zbir brojeva pridru�enih svim �etonima�
Razmotrimo slede�e sluqajeve�

�a	 Izvodi se operacije kod koje se ne premexta �eton sa po�a � na po�e
� niti �eton sa po�a � na po�e �� Tada se premexta �eton sa po�a k na po�e
k�� i sa po�a l na po�e l� �� gde je 	 � k � � i � � l � 
� U ovom sluqaju zbir
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brojeva pridru�enih �etonima isti je i pre i posle izvedene operacije� pa se
i ostatak pri de�e�u sa �� tog zbira ne me�a�

�b	 Jedan �eton se premexta sa po�a � na po�e �� a drugi sa po�a l na po�e
l � �� gde � � � l � 
� Zbir brojeva pridru�enih �etonima se sada sma�uje za
��� a ostatak pri de�e�u tog zbira sa �� ostaje isti�

�v	 Jedan �eton se premexta sa po�a � na po�e �� a drugi sa po�a k na po�e
k � �� gde je 	 � k � �� Zbir brojeva pridru�enih �etonima se u ovom sluqaju
pove�ava za ��� a ostatak pri de�e�u tog zbira sa �� ostaje isti�

�g	 Jedan �eton se sa po�a � premexta na po�e �� a drugi sa po�a � na
po�e �� Zbir brojeva pridru�enih �etonima ne me�a se� pa sledi da se ne me�a
ni ostatak koji se dobija pri de�e�u tog zbira sa ���

U poqetnom polo�aju zbir brojeva pridru�enih �etonima jednak je 	� ��
�� � � ��
 � ��� a ostatak pri de�e�u tog zbira sa �� jednak je 
� U poziciji kod
koje svi �etoni stoje na jednom po�u� na primer k� zbir brojeva pridru�enih
�etonima jednak je �	k� i taj zbir je de�iv sa ��� Prema tome� nije mogu�no sve
�etone premestiti na isto po�e�

�� Na tabli je zapisano ���
 nula� ���� jedinica i ���� dvojki� Dozvo�eno je
u jednom koraku izbrisati dve razliqite cifre i zapisati onu od cifara
�� �� � koja nije brisana u tom koraku�

�a	 Ako je na tabli ostala zapisana samo jedna cifra� odrediti koja je to
cifra�

�b	 Da li je mogu�no da posle izvesnog broja koraka na tabli ostanu zapi�
sane samo nule�

Rexe�e� Primetimo da se posle svakog koraka me�a parnost broja nula�
broja jedinica i broja dvojki koje su zapisane na tabli� Prema tome� posle
svakog koraka broj nula i broj dvojki koje su zapisane na tabli su iste parnosti�
a broj jedninica ima razliqitu parnost od prethodna dva broja �jer je na poqetku
bio neparan broj nula i neparan broj dvojki i paran broj jedinica	� Prema tome
odgovori na postav�ena pita�a su slede�i�

�a	 Ta cifra mo�e biti samo jedinica�

�b	 Nije mogu�no� jer bi to znaqilo da je na tabli ostalo nula jedinica i
nula dvojki� tj� u zavrxnoj poziciji broj jedinica i broj dvojki bili bi iste
parnosti�

�� U po�a kvadrata �� � upisani su znaci � i � kao na slici �� Dozvo�eno
je u jednom koraku promeniti znak u svim po�ima jedne kolone� jedne vrste
ili jedne dijagonale� �Dijagonala mo�e sadr�ati �� �� � ili jedno po�e�
tj� svako ugaono po�e se tako
e smatra dijagonalom�	 Da li se ponav�a�em
ove operacije mo�e dobiti kvadrat u qije je svako po�e upisan znak ��
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Rexe�e� Zamenimo svaki znak plus brojem ��� a svaki znak minus brojem
��� Uoqimo osam po�a koja su oznaqena na slici ��
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Primetimo da�e da se u svakom koraku me�a znak taqno u dva od tih osam
oznaqenih po�a ili ni u jednom od tih po�a� Na osnovu toga zak�uqujemo da se
proizvod brojeva u osam oznaqenih po�a ne me�a primenom dozvo�ene operacije�
Kako je na poqetku taj proizvod jednak ��� to on mora takav biti posle svakog
koraka� Prema tome� nije mogu�no dobiti tablicu u kojoj su zapisani samo
plusevi� jer bi u tom sluqaju pomenuti proizvod bio jednak ��

�� Kvadrat �	� �	 pode�en je na ��� jediniqnih kvadrata �koje �emo u da�em
nazivati po�ima	� Na poqetku je � od tih ��� po�a obraslo u korov� Posle
svake jedinice vremena u korov zarasta i svako po�e koje pre toga ima bar
dva susedna po�a koja su bila zarasla u korov� �Po�a su susedna ako imaju
zajedniqku stranicu�	 Da li ceo kvadrat �	� �	 mo�e zarasti u korov�

Rexe�e� Primetimo da kada neko novo po�e zaraste u korov� onda se obim
figure koja je zarasla u korov ne pove�ava� Zaista� kada novo po�e zaraste u
korov� onda bar dve stranice tog po�a �kvadrata	 koje su bile granica oblasti
koja je pod korovom prestaju da budu granica te oblasti� Istovremeno najvi�
xe dve stranice tog po�a� koje nisu bile granica oblasti obrasle pod korov�
postaju granica te oblasti� Kako je obim oblasti koja je obrasla u korov na
poqetku najvixe 
 � � � 
�� a obim kvadrata �	� �	 jednak je �	� to sledi da ceo
kvadrat �	� �	 ne mo�e da zaraste u korov�

Drugi interesantni zadaci o invarijantama mogu se prona�i u tekstovima
koji su u celini ili delimiqno posve�eni ovoj temi� a sadr�ani su u navedenoj
literaturi�
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