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PARADOKSALNI SKUPOVI

Paradoksalnim se u matematici najqex�e nazivaju rezultati koji znaqajno
protivreqe naxoj intuiciji� U principu� paradoksi se mogu javiti iz dva raz�
loga� Prvo� kao posledice neodgovaraju�ih pretpostavki odre�ene matematiqke
teorije i drugo� usled nedovo�ne razvijenosti naxe intuicije�

U prvom sluqaju� takvi rezultati se mogu eliminisati revizijom teorije u
kojoj su nastali� Na primer� paradoks skupa svih skupova� ili Raselov para�
doks� prevazi�en je aksiomatskim zasniva�em teorije skupova� Berijev paradoks
��najma�eg broja koji se ne mo�e izraziti sa ma�e od xezdest znakova	� a upravo
smo to uqinili sa pedeset devet slova� posledica je neprecizno formulisanog
pojma izra�ava�a brojeva i kada se on korektno formulixe Berijev paradoks
nestaje�

Ovakvu upotrebu termina paradoks ostavila nam je filozofsko matematiq�
ka tradicija� ali se podrazumeva da se tu prosto radi o matematiqkoj pogrexci�
Mo�da se ovom terminoloxkom zamenom izra�avala ozbi�nost pogrexke i �ene
eventualno pogubne posledice za odgovaraju�u teoriju


U pravom smislu te reqi� paradoksalni su samo oni rezultati koji� bez
obzira na matematiqku korektnost� protivreqe intuiciji i nisu otklo�ivi re�
vizijom pretpostavki na kojima su zasnovani� U tom sluqaju� ostaje nam jedino
da se na takav rezultat naviknemo i da ga prihvatimo�

Na primer� takav je takozvani paradoks beskonaqnosti� odnosno qi�enica
da je beskonaqan skup ekvivalentan svom pravom delu� Iako danas matematiqari
tu qi�enicu prihvataju bez ikakvih rezervi� qak kao definiciju beskonaqnos�
ti� kada se sa �om prvi put susreo� Galilej je ostao veoma zaqu�en� �egova
aritmetiqka intuicija� kao i naxa uostalom� zasnivala se na iskustvu sa kona�
qnim skupovima� U prvi mah on je zak�uqio da aritmetika beskonaqnih skupova
uopxte nije mogu�a i posum�ao u legitimnost svakog matematiqkog rasu�uva�a
koje se poziva na beskonaqnost�

Sliqno broja�u� koje poqiva na aritmetiqkoj intuiciji� ideja mere�a u
svojoj osnovi ima jaku geometrijsku intuiciju� Ako smo dobro merili� oqekujemo
da kreta�e skupa� rotacija ili translacija� ne me�a �egovu meru� Me�utim�
u zasniva�ima teorije mere� u prvoj polovini ovog veka� pojavio se qitav niz
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rezultata koji u ovom smislu protivreqe intuiciji� Me�u �ima znaqajno mesto
ima paradoksalno razlaga�e lopte�

�
��� godine� Hauzdorf je dokazao da slobodna grupa dopuxta razlaga�a
qiji efekat na jediniqnu sferu izgleda sasvim neoqekivano i potpuno suprotno
naxoj geometrijskoj intuiciji� �
��� godine� osla�aju�i se na ovaj Hauzdorfov
rezultat� Banah i Tarski ��� su dokazali da se jediniqna lopta mo�e razlo�iti
na konaqno mnogo delova od kojih se� kreta�em u prostoru� mogu slo�iti dve lo�
pte� U ovom radu pokaza�emo da se takvo razlaga�e mo�e izvrxiti sa jedanaest
delova ����

U dokazu te teoreme k�uqnu ulogu ima qi�enica da grupa izometrija pro�
stora sadr�i slobodnu podgrupu generisanu sa dva elementa i aksioma izbora�
To naglaxavamo zato xto se ovaj paradoks� najqex�e sasvim povrxno� stav�a
na duxu aksiomi izbora i tako dovodi u pita�e legitimnost poziva�a na ovaj
skupovno teoretski princip� Me�utim� iako u prostorima ve�ih dimenzija ima
istu snagu kao na pravoj i u ravni� u prvom sluqaju aksioma izbora omogu�ava
paradoksalna razlaga�a� a u drugom obrnuto� spreqava takva razlaga�a� Para�
doksalna razlaga�a su ipak posledica svojstava grupe kreta�a u prostoru�

Sasvim precizno� iz qi�enice da grupa izometrija prostora sadr�i slobo�
dnu podgrupu� na osnovu aksiome izbora dokazuje se paradoksalna dekompozicija
lopte� Na pravoj i u ravni� iz qi�enice da grupa izometrija ne sadr�i slobodnu
podgrupu� na osnovu aksiome izbora dokazuje se da paradoksalna dekompozicija
lopte nije mogu�a� Kao i u sluqaju beskonaqnosti� ne preostaje nam nixta drugo
do da se navikavamo na aksiomu izbora i da je prihvatimo�

Slobodna grupa

U osnovi razlo�ive jednakosti skupova nalazi se ideja razlo�ive podudar�
nosti geometrijskih likova� Kvadrat nad hipotenuzom razlo�iv je na trouglove
od kojih se mogu sklopiti kvadrati nad katetama� To sklapa�e se izvodi kre�
ta�em� odnosno� transformacijama podudarnosti� Bilo koja dva pravougaonika
iste povrxine su razlo�ivo podudarna� tj� svaki od �ih je rastav�iv na trou�
glove od kojih se kreta�em mo�e sklopiti onaj drugi� Kada se ta ideja razvije
i precizno formulixe dobija se slede�a definicija razlo�ive jednakosti sku�
pova s obzirom na odre�enu familiju transformacija�

Neka je G familija bijekcija skupa X� Skupovi A�B � X su G�razlo�ivo
jednaki ako postoje konaqne particije A�� � � � � An � A� B�� � � � � Bn � B i trans�
formacije f�� � � � � fn � G takve da je f�A�� � f�B��� � � � � f�An� � f�Bn��

Skupovi A�� � � � � An � A qine particiju skupa A ako su me�usobno disjunkt�
ni i ako je �ihova unija jednaka skupu A� G�razlo�ivu jednakost skupova A i
B oznaqava�emo sa A �G B ili� ako �elimo da naglasimo broj n � � elemenata
particije� sa A �n B�

Ako familija bijekcija G qini grupu tada ka�emo da je na X zadato dejstvo
grupe G�

Qi�enica da se lopta mo�e razlo�iti na pet delova od kojih se kreta�i�
ma u prostoru mogu sklopiti dve lopte izgleda zbu�uju�e� Ako je ona zaista
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taqna onda nije jasno zaxto su sred�ovekovni alhemiqari tako olako shva�eni
u nauci� Ovaj fenomen razlaga�a lopte je paradigma matematiqke definicije
paradoksalnosti�

Skup A � X je G�paradoksalan ako postoji particija A�� A� � A takva da
je A �G A� �G A��

Intuitivno� skup je G�paradoksalan ako je razlo�iv na konaqno mnogo de�
lova od kojih se G�transformacijama mogu dobiti �egove dve G�kopije�

U ovim definicijama razlo�iva jednakost i paradoksalnost su relativizo�
vane na familiju transformacija koja najqex�e pripada nekoj grupi� Fenomen
paradoksalnosti je zapravo izraz takvih svojstava grupe� On se uvek jav�a kada
ta grupa sadr�i ili je u izvesnom smislu bliska slobodnoj grupi�

Slobodna grupa generisana skupom X slobodnih generatora je grupa koja�
osim zakona grupe� ne zadovo�ava nijedan drugi zakon� Ona se satoji od svih
reqi nad slovima iz skupa X svedenih po zakonima grupe�

Slobodnu grupu generisanu sa dva elementa oznaqava�emo sa F � Ako su a i
b generatori grupe F tada se svaki �en element g se mo�e predstaviti u obliku

g � ak�bl� � � �aknbln �
gdje su ki i li cijeli brojevi pri qemu samo k� i ln mogu biti jednaki nuli�
Pritom� jediniqni element 	 grupe F se ne mo�e predstaviti na takav naqin�
Zapravo� grupa F se sastoji od svih svedenih reqi� u smislu aksioma teorije
grupa� sastav�enih od slova a i b�

Prouqavaju�i pita�e egzistencije paradoksalnih skupova� Hauzdorf ���� je
primetio da je slobodna grupa sama po sebi paradoksalan skup�

TEOREMA �� Slobodna grupa se mo�e razlo�iti na skupove A i A� �
F tako da je A �� F �� A

��

Dokaz� Da bismo odredili skupove A i A�� indukcijom po prirodnim broje�
vima istovremeno definixemo tri niza podskupova grupe F � Neka je A� � f	g�
B� � � i C� � �� Pretpostavimo da su An� Bn i Cn definisani tako da sadr�e
samo reqi du�ine n sastav�ene od slova a i b� Skupovi An��� Bn�� i Cn��
zadovo�avaju slede�e uslove�

aAn� a
��An� bAn � Bn�� i b

��An � Cn��

aBn� a
��Bn� b

��Bn � An�� i bBn � Cn��

aCn� a
��Cn� bCn � An�� i b

��Cn � Bn���

Pritom� yXu � f yx 
 x � Xu i yx je req du�ine n� 	 g� za sve y � fa� b� a��� b��g�
Neka je A �

S
n�� An� B � �n��Bn i C � �n��Cn� Skupovi A�B i C qine

particiju grupe F � Imaju�i u vidu �ihovu definiciju� lako se proverava da
va�e slede�e jednakosti�

aA � B � C� bA � B i bB � C�

Neka je A� � B � C� Tada A� �� A� A �� B� B �� C� tj� A� �� C� Kako je
F � A � A� i A� � B � C to je A� �� F � odnosno F �� A�
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Nije texko proveriti da se prethodna konstrukcija mo�e izvesti u svakoj
grupi koja sadr�i podgrupu izomorfnu slobodnoj grupi F �

Grupa rotacija SO� prostora R�� sa osama rotacije koje prolaze kroz ko�
ordinatni poqetak� sadr�i podgrupu izomorfnu slobodnoj grupi F �

Da bismo to dokazali� primetimo da se grupa SO� mo�e predstaviti orto�
gonalnim matricama reda �� � sa determinantom jednakom jedinici� Neka je �
rotacija oko prave x � z� y � � za ugao � i neka je � rotacija oko z�ose za ugao
��
�
� Rotacije � i � predstav�ene su matricama

� �

�
� � � 	
� �	 �
	 � �

�
A i � �

�
��	�� �p��� 	p

��� �	�� �
� � 	

�
A

i pritom je �� � 	 i �� � 	� Neka je a � ��� i b � ������ Grupa F generisana
rotacijama a i b je slobodna grupa�

Pretpostavimo suprotno� Tada postoji n � � i celi borjevi k�� � � � � kn�
l�� � � � � ln� razliqiti od nule� takvi da je

	 � ak�bl� � � � aknbln �
Imaju�i u vidu definicije rotacija a i b� jediniqni element se mo�e predsta�
viti u obliku 	 � �s�r���r�� � � ��rm za neke r�� � � � � rm�� � f	� �g� rm � f�� 	� �g
i s � f�� 	g� U matriqnoj reprezentaciji� ovaj proizvod ni za jednu kombina�
ciju brojeva s� r�� � � � � rm� m � �� nije jednak jediniqnoj matrici� Dakle� grupa
generisana elementima a i b je slobodna�

Klasu grupa koje sadr�e slobodnu podgupu F oznaqava�emo sa FG�
Grupa je G paradoksalna ako dopuxta paradoksalnu dekompoziciju� tj� ako

postoji particija A�B � G takva da je A �n G �n B� Klasu paradoksalnih
grupa oznaqava�emo sa PG�

Jasno� FG � PG ali obrnuta implikacija ne va�i� Da to ilustrujemo�
podsetimo se da je grupa G periodiqna ako svaki �en element ima konaqan red�
Periodiqne grupe ne sadr�e slobodnu podgrupu i pritom� postoji paradoksalna
periodiqna grupa� Na primer� slobodna grupa B��� ��
� sa dva generatora u
kojoj je svaki elemenat reda ��� je paradoksalna grupa ���� U ovom sluqaju�
grupa B��� ��
� je slobodna grupa s obzirom na aksiome teorije grupa i jednakost
x��� � 	�

Paradoksalno razlaga�e lopte

Deta�no �emo razlo�iti problem egzistencije paradoksalnih skupova u
prostoru Rn u odnosu na grupu Gn izometrija prostora Rn� n � �� Dokaza�emo
da u prostorima dimenzije n � � postoje paradoksalni skupovi pozitivne Le�
begove mere� U odnosu na grupu G�� na pravoj nema paradoksalnih skupova� a u
odnosu na G� u ravni takvi mogu biti samo skupovi Lebegove mere nula�

TEOREMA �� Na jediniqnoj sferi S prostora R� postoji skup E � S
takav da� �i� qetiri kopije skupa E dobijene rotacijama pokrivaju S i �ii� S
sadr�i beskonaqno mnogo disjunktnih kopija skupa E dobijenih rotacijama�
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Naglaxavamo da se kopije skupa E� o kojima se govori u teoremi� dobijaju
rotacijama prostora R�� Taj skup zaista ima zaqu�uju�a svojstva� Ako ga
rotiramo na jedan naqin� u qetiri koraka pokrijemo qitavu sferu� Sa druge
strane� na sferi se rotacijama mo�e rasporediti beskonaqno mnogo disjunktnih
kopija skupa E�

Dokaz� Neka su rotacije a� b � SO� takve da je grupa F �a� b� � F slobodna�
Na sferi S definixemo relaciju ekvivalencije � tako da za sve x� y � S�

x � y ako i samo ako postoji f � F � y � f�x��

Sve klase ekvivalencije su prebrojive� Neka je C unija svih klasa koje sadr�e
bar jednu fiksnu taqku nekog neidentiqkog preslikava�a iz F � Kako svako takvo
preslikava�e ima taqno dve fiksne taqke i kako je grupa F prebrojiva� skup C
je tako�e prebrojiv�

Prema aksiomi izbora� neka je H � S skup koji sadr�i po jednog pred�
stavnika svake od klasa ekvivalencije� Svaka taqka x � SnC ima jedinstvenu
reprezentaciju oblika x � fx�y�� gde je fx � F i y � H�

Neka je U � F skup svih reqi koje poqi�u sa ak� k 	� � i neka je

E � fx � SnC 
 fx � U g�
Za sve m 	� n� skupovi bmE i bnE su disjunktni� tj va�i tvr�e�e �ii��

Kako je U �aU � F to je SnC � E�aE� Skup C je prebrojiv� Kako je grupa
SO� neprebrojiva� postoji rotacija r � SO� takva da je C 
 rC � �� Otuda je
rC � E � aE� tj� C � r��E � r��aE pa dakle

S � E � aE � r��E � r��aE�
xto dokazuje tvr�e�e �i��

Hauzdorf je znao za ovaj fenomen� On je otkrio paradoksalnu dekompoziciju
slobodne grupe� pronaxao slobodnu podgrupu u grupi izometrija prostora i
�en paradoksalan efekat na sferi� Praktiqno� bio je samo na korak od glavnog
rezultata� Taj korak napravili su Banah i Tarski zahva�uju�i jednoj varijanti
Kantor�Bernxtajnove teoreme ����

TEOREMA �� Ako je f injektivno preslikava�e skupa A u skup B i
g injektivno preslikava�e B u A tada postoje particije A�� A� � A i
B�� B� � B takve da f�A�� � B� i g�B�� � A��

Dokaz� Na paru skupova �A�B� definiximo graf � tako da za proizvo�ne
x � A� y � B� x i y su povezane taqke grafa � ako i samo ako y � f�x� ili
x � g�y�� Kako su f i g injektivna preslikava�a� svaka �povezana� komponenta
grafa � je ciklus ili beskonaqna puta�a u jednom ili oba pravca� Za svaku
komponentu C grafa �� f�C 
 A� � C 
 B ili g�C 
 B� � C 
A� Neka je

A� �
�
fC 
A 
 C komponenta u � i f�C 
 A� � C 
 Bg�

Skupovi A� � AnA�� B� � f�A�� i B� � g���A�� zadovo�avaju uslov teoreme�
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Ova teorema ima zaista zaqu�uju�e posledice� Na primer� ako je K krug i
Q kvadrat tada postoje particije K � K� �K� i Q � Q� �Q� takve da je skup
K� homotetiqan sa Q� i K� homotetiqan sa Q��

Korak koji je nedostajao Hauzdorfu u dokazu paradoksalne dekompozicije
lopte je slede�a neposredna posledica Kantor�Bernxtajnove teoreme�

Ako grupa G dejstvuje na X i ako je A� � A � X� B� � B � X tada
A �m B� i A� �n B implicira A �m�n B�

Razlo�iva jednakost A �m B� i inkluzija B� � B odre�uju injekciju f iz
A u B� a razlo�iva jednakost B �n A� i inkluzija A� � A odre�uju injekciju g
iz B u A� Na osnovu Kantor�Bernxtajnove teoreme efekat funkcije g na elemente
m�particije skupa A je m� n�particija u A� a efekat funkcije f na elemente
n�particije u B� m� n�particija skupa B� Ove particije odre�uju m� n�
razlo�ivu jednakost skupova A i B�

TEOREMA �� Lopta se mo�e razlo�iti na jedanaest delova od kojih
se mogu sklopiti dve lopte�

Dokaz� Neka je E skup qije qetiri kopije pokrivaju sferu S� Ako je E� �SfxE 
 � 	 x � 	g i B jediniqna lopta tada je

B � E� � aE� � r��E� � r��aE� � tE��
gde je t translacija prostora takva da � � tE�� Neka je A�� � � � � A� particija
jediniqne lopte B odre�ena prethodnim pokriva�em i neka je B� jediniqna lo�
pta disjunktna sa B� Prema svojstvu �ii�� deset disjunktnih kopija skupa E se
rotacijama mo�e rasporediti na sferu S� tj� deset disjunktnih kopija skupa E�

se mo�e rotacijama i translacijama smestiti u loptu B� Ako u svaku od tih
deset kopija rasporedimo redom kopije skupova A�� � � � � A�� A�� � � � � A� tada

B � B � B� i

A�� � � � � � A�� � A��� � � � � � A��� � B�

Kako je A
�

� � � � � � A
�

� � A
��

� � � � � � A
��

� ��� B � B� i B �� B� prema posledici
Kantor�Bernxtajnove teoreme� B ��� B � B��

U radu iz �
��� godine� u kome su otkrili paradoksalnu dekompoziciju lo�
pte� Banah i Tarski ��� nisu precizirali broj delova dovo�an za takvu dekompo�
ziciju� Kasnije� �
�
� godine fon Nojman ���� je dokazao da se ona mo�e izvrxiti
sa devet delova� �
��� godine Serpinski ���� je izveo konstrukciju u kojoj je bi�
lo dovo�no osam delova i konaqno� �
��� godine� Robinson ���� je dokazao da je
pet minimalan broj delova neophodan za paradoksalnu dekompoziciju lopte�

TEOREMA �� Ako su A�B � R� ograniqeni skupovi qija unutrax�ost
nije prazna tada je A �G�

B�

Dokaz� Ne uma�uju�i opxtost� mo�emo pretpostaviti da svaki od skupova
A i B sadr�i jediniqnu loptu i da se svaki od �ih mo�e pokriti sa n � �
kopija jediniqne lopte� Kako i A i B sadr�e 
n disjunktnih kopija skupa E�

to je A �G�
B�
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Ako je n � �� paradoksalna razlaga�a n�dimenzionalne jediniqne lopte su
mogu�a budu�i da u tim sluqajevima grupa izometrija Gn prostora Rn sadr�i
slobodnu podgrupu�

Paradoksalni skupovi na pravoj

Za razliku od dimenzija ve�ih od dva� grupe izometrija G� i G� ne sadr�e
slobodnu podgrupu� Stoga� problem egzitencije paradoksalnih skupova na pravoj
i u ravni moramo posebno razmotriti� Pokaza�emo da ni prava ni ravan ne
dopuxtaju paradoksalna razlaga�a tipa razlaga�a lopte� U odnosu na grupu
G�� na pravoj nema paradoksalnih skupova� a u odnosu na G�� takvi skupovi u
ravni mogu biti samo skupovi Lebegove mere nula�

Dokaz da prava uopxte ne sadr�i paradoksalne skupove zasniva se na jednoj
osobini grupe G� koju je �
��� godine uoqio Serpinski �����

Ako je G grupa i g�� � � � � gr � G� sa Gn�g�� � � � � gr� oznaqavamo broj reqi
du�ine � n sastav�enih od slova g�� � � � � gr� Od r elemenata grupe G mo�e se
dobiti najvixe r elemenata du�ine jedan� najvixe r� elemeneta du�ine dva i� u
opxtem sluqaju� najvixe rn elemenata du�ine n� Me�u �ima mo�e biti istih�
ako je grupa komutativna� nije slobodna ili ako su elementi g�� � � � � gr zavisni�

Grupa G je eksponencijalno ograniqena ako za proizvo�ne g�� � � � � gr � G i
svako 
 � � postoji k � � takvo da za svako n � k� Gn�g�� � � � � gr� � �	 � 
�n�

Na primer� za svako n � �� grupa izometrija Gn nije eksponencijalno
ograniqena� To sledi iz qinenice� koju �emo uskoro dokazati� da eksponen�
cijalno ograniqene grupe ne dopuxtaju paradoksalna razlaga�a� Komutativna
grupa je eksponencijalno ograniqena jer� svaka req du�ine � n nad slovima
g�� � � � � gr � G u komutativnoj grupi ima oblik gk�� � � � gkrr � gde su ki celi brojevi
takvi da �n � ki � n� Otuda je Gn�g�� � � � � gr� � ��n�	�r 	 �	�
�n� za dovo�no
veliko n�

Klasu eksponencijalno ograniqenih grupa oznaqava�emo sa EG� Ako je CG
klasa komutativnih grupa tada CG � EG�

TEOREMA 	� Grupa G� je eksponencijalno ograniqena�

Primetimo da grupa izometrija prave G� nije komutativna� �eni elementi
su translacije i simetrije� Dakle� inkluzija CG � EG je striktna�

Dokaz� Svaka izometrija g � G� je oblika g�x� � ax � b� x � R� gde je
a � f�	��	g i b � R� Neka su g�� � � � � gr � G� izometrije takve da je gi�x� �
aix � bi� Proizvod g � gi� � � � gin du�ine � n ima oblik g�x� � ax � b� za neke
a � f�	��	g i b � k�b� � � � � krbr� gde su ki celi brojevi takvi da �n � ki � n�
Broj razliqitih b je najvixe ��n�	�r pa je Gn�g�� � � � � gr� � ���n�	�r 	 �	�
�n�
za dovo�no veliko n�

TEOREMA 
� Ako eksponencijalno ograniqena grupa G dejstvuje na X
tada X ne sadr�i neprazan G�paradoksalan podskup�

Dokaz� Neka je A � X neprazan G�paradoksalan skup� To znaqi da postoji
particija B�C � A takva da je A �G B �G C�
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Neka su A�� � � � � Ar � A� A
�

�� � � � � A
�

s � A� B�� � � � � Br � B� C�� � � � � Cs � B
i particije skupova A� B i C i neka su fi� gj � G preslikava�a takva da za sve

i � f	� � � � � rg� fi�Ai� � Bi i za sve j � f	� � � � � sg� gj�A�

j� � Cj � Ako su F� i F�
funkcije definisane na A takve da

F��x� �

���
��

f��x�� ako x � A��

� � � � � �
fr�x�� ako x � Ar�

i F��x� �

���
��

g��x�� ako x � A
�

��

� � � � � �
gs�x�� ako x � A

�

s�

tada je F��A� � B i F��A� � C� Ako su kompozicije Fi� � � �Fin i Fj� � � �Fjn takve
da bar za jedno k� ik 	� jk tada za svako x � A�

Fi� � � �Fin�x� 	� Fj� � � �Fjn�x��
Za svako x � A� odre�eno je �n razliqitih vrednosti Fi� � � �Fin�x�� Svaka od
vrednosti je oblika h� � � �hn�x�� za neke h�� � � � � hn � ff�� � � � � fr� g�� � � � � gsg� Otu�
da sledi da reqi du�ine � n nad slovima fi� gj definixu bar �n razliqitih
elemenata grupe G xto protivreqi pretpostavci da je G eksponencijalno ogra�
niqena grupa�

Grupa G� je eksponencijalno ograniqena pa na pravoj nema G��paradoksal�
nih skupova� Ako se u definiciji razlo�ive jednakosti dopusti razlaga�e na
prebrojivo mnogo delova tada na pravoj postoje skupovi koji su prebrojivo para�
doksalni u odnosu na izometrije� Koriste�i uobiqajenu Vitalijevu konstrukci�
ju nemer�ivog skupa� lako se pokazuje da je svaki interval prebrojivo ralo�ivo
jednak sa qitavom pravom� Ako se u prebrojivo razlo�ivoj jednakosti zahteva
mer�ivost djelova tada su svaka dva Lebeg mer�iva podskupa od R sa nepraznom
unutrax�ox�u prebrojivo razlo�ivo jednaka ako i smo ako su iste mere�

Paradoksalni skupovi u ravni

Lebegova mera �n� kao nenegativna ��aditivna Gn�invarijantna funkcija�
ne mo�e se proxiriti na sve podskupove prostora Rn� Prirodno je pita�e da
li je to mogu�e ako se ��aditivnost zameni konaqnom aditivnox�u� Paradoks
lopte� qiji se dokaz zasniva na aksiomi izbora� pokazuje da za n � � to nije
mogu�e�

Me�utim� zbog rexivosti grupe G�� na osnovu Han�Banahove teoreme� Lebe�
gova mera �� ima aditivnu G��invarijantnu ekstenziju na sve podskupove ravni�
Budu�i da se Han�Banahova teorema dokazuje poziva�em na aksiomu izbora� �en
efekat u ravni je potpuno suprotan efektu koji ima u prostoru�

Rexivost grupe G� i egzistenciju proxire�a Lebegove mere sa navedenim
svojstvima dokaza�emo kasnije�

Neka je 
 aditivna G��invarijantna ekstenzija Lebegove mere na P �R���
Ako su skupovi A�B � R� G��razlo�ivo jednaki tada mora biti 
�A� � 
�B��
Stoga� ako je A paradoksalan skup i B�C � A particija takva da A �G�

B �G�

C tada je 
�A� � 
�B� � 
�C� � �
�A�� tj� 
�A� � � ili 
�A� � �� Kako
je 
 ekstenzija Lebegove mere u ravni ne postoji paradoksalan skup pozitivne
konaqne mere�
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Da u ravni ipak postoje paradoksalni skupovi pokazali su Mazurkijevi� i
Serpinski �
� jox davne �
��� godine� Neka je P skup svih polinoma sa nenega�
tivnim cijelim koeficijentima i c � C transcendentan kompleksan broj takav
da jcj � 	� Ako je A � fp�c� 
 p � Pg tada postoji particija A�� A� � A takva
da je A �� A� �� A��

Neka je A� � A � 	 i A� � cA� Ako z � A� 
 A� tada postoje z�� z� � A
takvi da je z � cz� i z � z� � 	� tj� postoje polinomi p�� p� � P takvi da je
cp��c� � p��c��	� To bi znaqilo da je c korijen polinoma p�z� � zp��z��p��z��	
qiji su koeficijenti cijeli brojevi� Kako je c transcedentan broj� to je mogu�e
samo ako je p��z� � zp��z� � 	� Otuda sledi da je slobodni qlan polinoma
p� jednak �	 xto protivreqi pretpostavci da polinom p� pripada skupu P �
Oqigledno� A��A� � A� Obrnuto� neka p�c� � A� Ako je slobodni qlan polinoma
p ve�i od nule tada p�c� pripada A�� a ako je nula tada p�c� pripada A�� tj�
A � A� � A��

Osim prethodnog primera� u kome paradoksalan skup A nije ograniqen� u
ravni postoje i ograniqeni paradoksalni skupovi� Zanim�ivo� taj problem je
dugo bio otvoren� Tek nedavno� �
��� godine� W� Just ��� je konstruisao takav
skup�

Neka je D � fz 
 jzj � 	g jediniqni krug i f	� 
� 
�g skup rexe�a jednaqine

z� � 	� tj� 
 � ��	 � i
p
����� Za svako z � D izaberimo 
�z� � f	� 
� 
�g tako

da z � 
�z� � D� Takav izbor se uvek mo�e napraviti� Pretpostavi�emo da je

��� � 	� Neka je c � C transcendentan broj takav da je jcj � 	� Za svako k � �
neka je

Bk � f ck � ak��c
k�� � � � �� a� 
 �j � f�� � � � � k � 	g aj � � ili

aj � 
�ck�j � ak��c
k�j�� � � � �� aj��c�g�

Za svako k � �� skup Bk se sastoji od �k elemenata� Svaki element iz Bk se
mo�e predstaviti u obliku cw ili cw � 
�cw�� za neko w � Bk��� Kako za sve
z � D� z � 
�z� � D� za svako k � �� Bk � D�

Neka je B �
S
k�� Bk i A � B � f�g� Primetimo da 	 � B �za k � ��� Skup

A je ograniqen jer A � D�
Skup cA se mo�e predstaviti kao unija

cA � A� � A� � A��

disjunktnih nepraznih skupova A� � fz � cA 
 
�z� � �g� � � f	� 
� 
�g� Svi
elementi skupa A su oblika z ili z � 
�z� za neko z � cA� 
�z� � f	� 
� 
�g pa je

A � cA � �A� � 	� � �A� � 
� � �A�� � 
���

Navedena reprezentacija skupa A je particija� To sledi iz qi�enice da je
c � C transcendentan broj� U suprotnom� broj c bi bio predstav�iv kao koren
polinoma sa celim koeficijentima�

Primetimo da je paradoksalna dekompozicija skupova u oba primera izve�
dena rotacijama i translacijama� Svaka od �ih posebno� za takvu konstrukciju
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nije dovo�na� To je posledica qi�enice da su grupe translacija T� i rotacija
SO� komutativne pa dakle i eksponencijalno ograniqene�

Invarijantna mera

Funkcija 
 
 P �G� �
 ����� je aditivna invarijantna mera na grupi G ako
za sve A�B � G� A 
B � � i svako g � G�


�A �B� � 
�A� � 
�B� i 
�gA� � 
�A��

Grupa G je pokorna ako postoji aditivna invarijantna mera 
 na G takva
da je 
�G� � 	� Klasu pokornih grupa oznaqavamo sa AG�

Grupa G je superpokorna ako za svaki neprazan skup A � G postoji aditiv�
na invarijantna mera 
 na G takva da 
�A� � 	� Klasu superpokornih grupa
oznaqava�emo sa SG�

Tarski ���� je �
��� godine dokazao da ako G dejstvuje na skup X i ako
je E � X tada� na P �X� postoji aditivna G�invarijantna mera 
 takva da

�E� � 	 ako i samo ako E nije G�paradoksalan skup�

Svaka grupa dejstvuje na samu sebe� Na osnovu prethodnog tvr�e�a i qi�e�
nice da eksponencijalne grupe ne dopuxtaju paradoksalna razlaga�a� sledi da je
svaka eksponencijalno ograniqena grupa superpokorna� Dakle� EG � SG � AG�
Tvr�e�e EG � SG va�i samo uz aksiomu izbora� Dokaza�emo da su rexive
grupe pokorne ali nisu obavezno superpokorne� tj� ne va�i AG � SG�

Otvoreno je pita�e da li je svaka superpokorna grupa eksponencijalno ogra�
niqena� tj� da li je EG � SG


Grupa G je relativno paradoksalna ako sadr�i paradoksalan skup� tj� ako
postiji X � G i particija A�B � X takva da A �n X �n B� n � �� Klasu re�
lativno paradoksalnih grupa oznaqavamo sa RG� Jasno� PG � RG ali obrnuto
ne va�i� Primer takvih grupa su pokorne grupe koje nisu superpokorne jer�

Pokorne grupe nisu paradoksalne� a super pokorne nisu relativno paradok�
salne� tj� AG � PGc i SG � RGc� Uz aksiomu izbora� na osnovu spomenutog
Tarskijevog rezultata� va�e i obratne implikacije�

Grupa izometrija prave je super pokorna� Kako u ravni postoje paradoksal�
ni skupovi� grupa izometrija ravni nije super pokorna� Pokaza�emo da je grupa
G� pokorna� odnosno opxtije� da je svaka rexiva grupa pokorna�

Neka je 
 
 P �X� �
 ����� aditivna mera� A � X� 
�A� 	 � i f 

A �
 R ograniqena funkcija� Ako je skup vrednosti funkcije f konaqan ta�

da je f �
Pk

i�� ci�Ai � gde je A � A� � � � � � Ak particija skupa A� U tom

sluqaju definiximo integral
R
A
fd
 �

Pk
i�� ci
�Ai�� U opxtem sluqaju neka

je
R
A
fd
 � limn��

R
A
fnd
� gde je �fn 
 n � �� proizvo�an niz funkcija� od

kojih svaka ima konaqan skup vrednosti� koji uniformno konvergira f � Sasvim
jednostavno se proverava da je ova definicija korektna i da tako definisani
integral ima sva uobiqajena svojstva integrala�

Neka je I trivijalna grupa� Grupa G je rexiva ako postoji niz �enih pod�
grupa G�� � � � � Gn� G� � I i Gn � G� takav da je svaka podgrupa normalna
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podgrupa slede�e� a �ihova faktor grupa komutativna� Dakle� grupa je rexiva
ako se mo�e dobiti konaqnim brojem normalnih proxire�a komutativne grupe�

Neka je SG� grupa izometrija ravni koje ne me�aju orijentaciju� tj� grupa
rotacija i translacija ravni i neka je T� grupa translacija ravni� U nizu
I� T�� SG�� G� svaka grupa je normalna podgrupa slede�e� a odgovaraju�e faktor
grupe su komutativne� Dakle� grupa izometrija ravni je rexiva�

TEOREMA �� Svaka rexiva grupa je pokorna�

Dokaz� Neka je G normalna podgrupa grupe H� Dovo�no je dokazati da�
ako je H�G komutativna i G pokorna tada je H tako�e pokorna grupa� Kako je
CG � EG � SG � AG� dovo�no je dokazati da ako su G i H�G pokorne grupe
tada je i H pokorna grupa�

Neka su 
 i � aditivne invarijantne mere na G� odnosno na H�G� takve da
je 
�G� � ��H�G� � 	� Meru 
 prvo proxirujemo na skupove svih podskupova
koseta podgrupe G u grupi H�

Za svako A � G i svako h � H� 
�hA� � 
�A�� Ova definicija je korektna
jer� ako su A�� A� � G takvi da za neke h�� h� � H� h�A� � h�A� tada je h

��

� h� �
G� Kako je 
 invarijantna mera to je 
�A�� � 
�h��

�
h�A�� � 
�A���

Neka je � 
 H �
 H�G prirodni homomorfizam� Za svako y � H�G� ����y�
je koset podgrupe G u grupi H�

Pretpostavimo da je A � H proizvo�an� Za svako y � H�G neka je g�y� �

�A
����y�� Funkcija g je ograniqena na H�G pa je ��A� �

R
H�G

gd� aditivna

invarijantna mera na H za koju je ��H� � 	� tj� H je pokorna grupa�

Obrat prethodne teoreme ne va�i� tj� nije svaka pokorna grupa rexiva�
Vixe od toga� postoji eksponencijalno ograniqena grupa koja nije rexiva ����
Na dijagramu ta grupa je oznaqena sa H�

TEOREMA �� Ako je G pokorna podgrupa grupe izometrija Gn prosto�
ra Rn tada Lebegova mera �n ima aditivnu G�invarijantnu ekstenziju na
P �Rn��

Dokaz� Na osnovu Han�Banahove teoreme �n ima aditivnu ekstenziju 
 na
P �Rn�� Grupa G je pokorna pa postoji aditivna G�invarijantna mera � na G
takva da je ��G� � 	�

Neka je A � Rn� Za svako g � G neka je fA�g� � ��gA�� Definiximo 
 tako
da


�A� �

	 �� ako fA nije ograniqena na G�R
G
fA d�� inaqe�


 je konaqno aditivna G�invarijantna mera na P �Rn� koja proxiruje Lebegovu
meru �n�

Grupa izometrija ravni G� je rexiva pa postoji aditivna G��invarijantna
ekstenzija mere �� na P �R��� Rexivost grupe izometrija u ravni ne dopuxta
paradoks na skupovima pozitivne mere� Stoga se prirodno postav�a pita�e kako
ta stvar stoji sa proxire�ima grupe G�� na primer� u grupi G afinih trans�
formacija ravni� U tom sluqaju ���� paradoks Banaha i Tarskog se proxiruje
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i na ravan� tj� svaka dva ograniqena skupa sa nepraznom unutrax�ox�u su G�
razlo�ivo jednaka� Zapravo� to se dobija proxire�em grupe G� samo jednom
afinom transformacijom �x� y� � �x � y� y�� Takvo proxire�e sadr�i slobodnu
podgrupu koja omogu�ava rekonstrukciju paradoksa�

Osim grupa izometrija i grupa afinih transformormacija geometrijski
su relevantne i Lijeve grupe� Svaka takva grupa je ili rexiva ili sadr�i
slobodnu podgrupu� To sledi iz qi�enice da svaka nekomutativna kompaktna
Lijeva grupa sadr�i podgrupu izomorfnu SO� ili SU� grupi za koje znamo da
sadr�e slobodnu podgrupu� To znaqi da su sve grupe koje imaju znaqajnu ulogu
u geometriji ili rexive ili sadr�e slobodnu podgrupu�

U pregledu klase svih grupa u odnosu na problem paradoksalne dekompozi�
cije� datom na slici� osenqeni skupovi predstav�aju geometrijski relevantne
grupe� a isprekidanim linijama naznaqeni su otvoreni problemi u ovoj siste�
matizaciji�

Kvadratura kruga

Za svako n � �� grupa translacija Tn prostoraR
n je komutativna pa postoji

aditivna translaciono invarijantna ekstenzija Lebegove mere �n na P �Rn�� U
smislu translacija paradoksalnih razlaga�a nema� Ali� to ne znaqi da nas i
translacije ne�e zbu�ivati kada postavimo pita�e kakvi sve skupovi mogu biti
translaciono razlo�ivo jednaki� Jedan problem tog tipa je i Tarskijeva ����
skupovno teoretska verzija problema kvadrature kruga iz �
��� godine�

Mo�e li se krug podeliti na konaqno mnogo delova od kojih se mo�e sklo�
piti kvadrat


Ukratko� da li je krug razlo�ivo jednak kvadratu
 Naxa definicija G�
razlo�ive jednakosti sasvim podse�a na klasiqne probleme razlo�ive jednako�
sti geometrijskih likova ali je u izvesnom smislu ipak stro�ija� Na primer�
jox u prvoj polovini proxlog veka Bo�ai je znao da su svaka dva poligona
razlo�ivo jednaka ako i samo ako imaju istu povrxinu� Me�utim� u takvom
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razlaga�u dozvo�ava se preklapa�e rubova delova� xto u naxem sluqaju nije
dopuxteno�

Samo po sebi nije uopxte jasno da li takva teorema va�i i u smislu G�
razlo�ive jednakosti i da li se takvim razlaga�em dobijaju poligoni iste po�
vrxine� To sledi tek iz svojstava grupe izometrija ravni o kojima smo govorili�

Opxti odgovor na pita�e razlo�ive jednakosti skupova� a time i rexe�
�e kvadrature kruga� dat je nedavno u radu ma�arskog matematiqara Mikloxa
Lackovi�a ����

TEOREMA �
� Ako su A�B � Rn ograniqeni konveksni skupovi takvi
da �n�A� � �n�B� � � tada je A �Tn B�

Dokaz Lackovi�evog rezultata izlo�en je u priliqno obimnom radu� On
sadr�i niz skoro neverovatnih otkri�a�

Na primer� postoji konaqan skup T translacija prave takav da su svaka dva
intervala jednake du�ine� sadr�ana u jediniqnom intervalu ��� 	�� T �razlo�ivo
jednaka�

Sasvim pojednostav�eno reqeno� kombinuju�i ovaj rezultat sa jednom vr�
stom Kava�erijevog principa� uz aksiomu izbora� Lackovi� je rexio problem
kvadrature kruga�

Dakle� krug je razlo�iv na konaqno mnogo delova od kojih se translacijama
mo�e dobiti kvadrat� Otvoreno je pita�e koliki je taj broj� Veruje se da je to
qetiri ili qak tri� ako se dopuste i rotacije ����

Ako je moderna reminiscencija na problem kvadrature kruga konaqno rexe�
na� ostao je nerexen problem trisekcije kruga na G��razlo�ivo jednake delove�
Bisekcija kruga� a tako�e i vixedimenzionalne lopte� u ovom smislu se ne mo�e
izvrxiti� Uopxtavaju�i Banah Tarskijevu dekompoziciju sfere� Robinson je
otkrio da trisekcija lopte jeste mogu�a ����

Zavrxavaju�i ovo izlaga�e vrati�emo se na �egov poqetak� Mi verujemo
da su fenomeni o kojima se govorilo u ovoj raspravi zapravo geometrijske po�
sledice paradoksa beskonaqnosti� Paradoksalna dekompozicija slobodne grupe
je samo �egova refleksija u grupama� a refleksija te refleksije na skupove u
prostoru su paradoksalne dekompozicije geometrijskih objekata�

Autori se zahva�uju kolegi Izedinu Krni�u na korisnim primedbama�
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