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METOD POMO�NIH FIGURA

Qesto pri rexava�u geometrijskih zadataka potrebno je dopuniti crte��
Kako ga dopuniti� Koju pravu povu�i� Do koje figure dopuniti crte�� Koju
ideju koristiti� Sve su to pita�a koja postav�a uqenik pri rexava�u zadatka�

Na primeru jednog zadatka� predlo�enog na Saveznom takmiqe�u za uqenike
I razreda sred�ih xkola �	
��
 i VII razreda osnovnih xkola �	

�
� poka�
za�emo nekoliko ideja za rexava�e zadatka dopu�ava�em�

Zadatak� Neka je u unutrax�osti kvadrata ABCD data taqka P �
takva da je �PAB � �ABP � ���� Dokazati da je trougao PCD jednako�

straniqan�

	� Dopune do figura u kojima znamo neke odnose me�u elementima�

	�	� Dopuna do jednakostraniqnog trougla�

Neka je trougao PBR jednakostraniqan� slika 	� Tada su trouglovi ABP
i BCR podudarni� odnosno BR � RC� Da�e su trouglovi BCR i PRC tako�e
podudarni �dve stranice i ugao me�u �ima
� pa je PC � BC� Kako je PC �

BC � DC� trougao PCD je jednakostraniqan�

Sl� � Sl� �

	��� Dopuna do kvadrata�

Konstruiximo nad stranicom PB kvadrat PBEF � slika �� Kako su tro�
uglovi ABP i BEC podudarni� to je �BEC � ����� odnosno �FEC � ����
Trougao FEC je jednakokraki sa uglom pri vrhu E od ���� znaqi jednakostra�
niqan� Poxto je �CFP � ����� trouglovi BEC i PCF su podudarni� pa je
BC � PC� odnosno �BPC � ���� Dakle� trougao PCD je jednakokraki sa
uglom pri vrhu C od ���� znaqi jednakostraniqan�
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	��� Dopuna do polovine jednakostraniqnog trougla�

Povucimo pravu BE takvu da je �PBE � ���� E � PC i normalu CF na
tu pravu� Trougao FBC je polovina jednakostraniqnog trougla pa je �FB �

BC� Kako je CB � �BG� to su trouglovi PGB i FPB podudarni� odnosno
�BFP � 	��� Znaqi da su taqke P � F � C kolinearne� to jest E � F � Dakle�
�BCE � ���� trougao PBC je jednakokraki i PC � BC� xto znaqi da je
trougao PCD jednakostraniqan�

Sl� � Sl� �

	��� Dopuna do jednakokrakog trapeza�

Povucimo pravu BE tako da je �PBE � ���� sl� �� Trougao EBF je polo�
vina jednakostraniqnog trougla� pa je BE � �BF � a kako je BC � �BF � to je
trougao PBC jednakokraki sa uglovima 
��� 
�� i ���� Da�e zak�uqujemo da je
qetvorougao PBCE jednakokraki trapez sa uglovima 
�� i ����� te su mu dijago�
nale PC i BE jednake� odnosno PC � BC� Da�e zak�uqujemo kao u prethodnim
rexe�ima�

	��� Dopuna do pravouglog trougla
sa jednim uglom ����

Povucimo normalu CG na pravu
PB i neka je GN normala na BC� a
GM normala na AB� Trougao BGC
je pravougli sa oxtrim uglovima 
�� i
���� pa je BC � �GN �doka�i
� Ka�
ko je GN � BM � a��� to je GM sre�
d�a linija trougla PFB� Dakle� taq�
ka G je sredixte du�i PB� pa su trou�
glovi PGC i BGC podudarni� odnosno
PC � BC�Sl� �

	��� Dopuna do tetivnog qetvorougla�

Produ�imo CD preko D tako da je CD � DE� Neka je D centar opisane
kru�nice trougla EAC� Ako taqka P le�i na kru�nici� zadatak je rexen� tj�
trougao je jednakostraniqan�



Metod pomo�nih figura ��

Pretpostavimo da taqka P le�i unutar kru�nice� Produ�imo AP preko P
tako da prava AP seqe kru�nicu u taqki P �� sl� �� Spojimo P � sa C� Qetvo�
rougao EAP �C je tetivan� pa je �EAP � � �P �CE � ����� tj� �P �CE � ����
Kako je trougao P �CD jednakostraniqan �DC � P �C� �P �CD � ���
� to
je trougao P �BC jednakokrak sa uglovima ���� 
��� 
��� Da�e� �ABC �

�ABP � �PBP � � �P �BC � 	��� pa je �PBP � � ��� Dakle� P � P �� taqka
P � le�i na kru�nici i trougao PCD je jednakostraniqan�

Analogno dokazujemo ako se taqka P nalazi izvan kru�nice�

Sl� �

Navedimo jox nekoliko naqina za
rexava�e ovog zadatka�

�� Metod la�ne pretpostavke�

Neka je u oblasti kvadrata Q taqka
prave kroz P paralelne stranici AD�
razliqita od P � i pretpostavimo da je
�DQC jednakostraniqan� sl� �� Tada
je trougao QDA jednakokrak sa uglovi�
ma ���� 
�� i 
��� Kako je �DAB �


�� � x � ��� � 	��� to je x � ��� pa su
taqke P i Q identiqne i trougao PCD
jednakostraniqan� Sl� 	

�� Metod povrxina�

Neka je AP � BC � E� H � AE� BH � AE� FG je simetrala kvadrata�
sl� �� Uvedimo oznake� AB � a� AE � c� BE � y� BH � h� PF � z� PC � x�
Izrazimo povrxinu trougla ABE na dva naqina� ay�� � ch��� odakle� zbog
c � �h dobijamo ay � �h�� S druge strane je a� � y� � c� � ��h�� Zame�uju�i
iz prethodne relacije dobijamo kvadratnu jednaqinu y�� �ay�a� � �� a odatle

y � �a� ap� �zbog � � y � a
� Sada se lako dobija z � a� y

�
�
a
p
�

�
� a odatle

je x � a� Dakle� trougao PCD je jednakostraniqan�
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Sl� 
 Sl� �

�� Primena rotacije u ravni�

Neka je trougao BCP � slika trougla ABP pri rotaciji za 	�� oko taqke B�
i neka je P �� taqka simetriqna taqki P � u odnosu na pravu BC� sl� 
� Spojimo P ��

i P � Kako je �PBP �� � ���� to je �BPP �� jednakostraniqan trougao� Da�e je
�P ��PC � ���� pa su trouglovi BCP �� i PCP �� podudarni� odnosno PC � BC�

Sl� ��

�� Svo�e�e na jednostavniji zadatak�

Neka je ABCD dati kvadrat i taqka P u �egovoj unutrax�osti� tako da
je �PAB � �ABP � ���� Konstruiximo kvadrat BEFC nad stranicom BC� a
zatim konstruiximo jednakostraniqni trougao CGF �gde je G u unutrax�osti
novog kvadrata
� sl� 	�� Spojimo G sa B i E� Kako je trougao CGF jednako�
straniqan� to su trouglovi BEG� GEF i BGC jednakokraki� prvi sa uglovima
���� ���� ����� a druga dva 
��� 
��� ���� Dakle� trouglovi ABP i BEG su
podudarni a tako�e i trouglovi PBC i GEF � Prema tome� stranica PC je
jednaka stranici kvadrata pa je trougao PCD jednakostraniqan�


