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O VREDNOVA�U KVALITETA ZNA�A

MATEMATIQKIH SADR�AJA

Uvodne napomene

Prilikom verifikacije zna�a matematiqkih sadr�aja� kako pismene tako i
usmene� postoji mogu�nost da dva ili vixe nastavnih radnika razliqito vre�
dnuju jedno isto zna�e� Uzrok tome mo�e da bude u razliqitoj spremnosti i
sposobnosti samih nastavnih radnika� ali i u razliqitom gleda�u na to xta su
pokazate�i kvaliteta zna�a matematiqkih sadr�aja� Ova naxa rasprava pred�
stav�a pokuxaj da se gleda�e na kvalitet zna�a bar u izvesnoj meri objekti�
vizuje� Me�utim� po prirodi stvari� jasno je da se i sa naxim gledixtem na
to xta su pokazate�i kvaliteta zna�a matematiqkih sadr�aja ne moraju svi da
slo�e� Uprkos tome� verujemo da se ipak mo�e do�i do izvesnih zajedniqkih
gledixta po tom pita�u i da neka od ovde izlo�enih mogu biti i xire pri�
hvat�iva� U svakom sluqaju� mislimo da za tim pokazate�ima treba istrajno
i promix�eno tragati� kao i da treba nastojati da se makar deo onoga xto je
opxte prihvat�ivo inkorporira u neposredan rad sa uqenicima i studentima�
To bi� po naxem mix�e�u� doprinelo unapre�e�u rada i �egovih rezultata u
ovoj oblasti�

Neki pokazate�i kvaliteta zna�a matematiqkih sadr�aja

�� O uvere�u da treba sve da se razume

Prilikom verifikacije zna�a mogu se ponekad quti izrazi� kao xto su	 ��Ne
razumem definiciju
� ��Ne razumem obrazac
� ��Ne razumem teoremu
� itd� Ovo
je prilika da iznesemo naxe mix�e�e da u matematici mo�da i ne mora bax
sve da se razume� odnosno da ne treba insistirati na tome da se u matematici
sve �ivo razume� Zala�emo se� naime� za to da dosta toga u matematici treba
uzeti ��zdravo za gotovo
� odnosno prihvatiti ��kao takvo
� bez optere�iva�a
pri mislima da li je to bax tako i zaxto je �zaxto mora da bude
 tako� Mi�
slimo da starijim uqenicima i studentima treba postepeno objax�avati da su
osnove matematiqkih teorija uveliko stvar dogovora �konvencije
 i da smo se
pri tome� za nexto prosto dogovorili da je �da bude
 tako� Xto pre uqenici i
studenti to uoqe i prihvate� to �e� qini nam se� vixe sebi olakxati ��kreta�e
kroz matematiku
 i savladava�e matematiqkih sadr�aja� Pri tome nikako ne
mislimo da uqenicima i studentima ne treba govoriti o motivaciji za uvo�e�e
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odre�enih matematiqkih pojmova� o interpretacijama pojmova i relacija� pri�
merima i primenama matematiqkog aparata� xto treba da obezbedi sagledava�e
smisla i uloge svega toga i olakxa �egovo zapam�iva�e� kao i da motivixe na
razmix�a�e o mogu�nosti korix�e�a istog� No� po naxem mix�e�u� mora da
se zna� na primer	 da je du� taj i taj skup� da je pravougaonik takav i takav
qetvorougao� da je izvod to i to� da je diferencijabilna funkcija neprekidna�
da je integral �odre�eni� neodre�eni
 to i to itd� A kada je req o razumeva�
�u� o tome svakako� ima smisla govoriti kada je req	 o odnosima me�u raznim
matematiqkim objektima i o karakteristikama istih� o posledicama odre�enih
pretpostavki �pri dokazima taqnosti raznih tvr�e�a� na primer
� o interpre�
taciji matematiqkih objekata i primeni matematiqkog aparata� itd�

	� O znaqaju poznava�a 

teorije� i komunikacije sa �om

U praksi se mogu sresti mix�e�a da je mogu�e uve�bati rexava�e zada�
tak i sa slabim poznava�em �odgovaraju�e
 ��teorije
� Mix�e�a smo� me�utim�
da je doseg takvog zna�a skroman� i zbog toga xto tada postoji mogu�nost ne�
snala�e�a u rexava�u zadataka dobijenih ma�im varijacijama zadataka qije
je rexe�e ve� poznato� Smatramo� naime� da se mo�e govoriti o uspexnom i
kvalitetnom rexava�u zadataka tek u sluqaju kada smo sa rexe�em nekog za�
datka u sta�u da reximo sve srodne zadatke� pa i zadatke dobijene �ihovim
ma�im varijacijama� A da bi to bilo mogu�e� potrebno je� zaista� solidnije po�
znavati odgovaraju�u ��teoriju
� �Navodnice smo upotrebili iz razloga xto u
matematici objektivno nije mogu�e striktno razdvojiti teoriju i zadatke	 ono
xto je u nekom kontekstu teorija� u drugom �xirem� opxtijem
 kontekstu mo�e
biti primer� ilustracija� zadatak� Jasno je da se simetriqan komentar mo�e
dati i u odnosu na pojam zadatka�
 Inaqe� najkvalitetnijim smatramo onaj na�
qin rexava�a zadataka �i problema uopxte
 pri kome se stalno komunicira sa
odgovaraju�om teorijom� tj� objax�ava zaxto nexto va�i� na osnovu qega se iz
neqega dobija nexto drugo i sl� I to je onaj postupak koji obezbe�uje da sa
svakim rexenim zadatkom imamo praktiqno �automatski
 rexenu qitavu klasu
sliqnih i sa �ima povezanih zadataka� o qemu je napred bilo reqi� U takvom
postupku� tako�e� do punog izra�aja dolazi vrednost i znaqaj ��teorije
� kao i ne�
ophodnost punog ��kontakta
 sa �om� Mix�e�a smo� dakle� da tek sa poznava�em
odgovaraju�e ��teorije
 mo�emo pretendovati na solidno poznava�e neke mate�
matiqke oblasti� na uspexno i kvalitetno rexava�e problema u toj oblasti�
kao i na xiru upotrebnu vrednost tog zna�a� A dosledan oslonac i eksplicitno
poziva�e na odgovaraju�u ��teoriju
 pri rexava�u problema u nekoj oblasti
�povratno
 doprinose uqvrx�iva�u i unapre�iva�u kvaliteta poznava�a same
te ��teorije
�

Tako� na primer� uz konstataciju da se izme�u dve razliqite x� i x� di�
ferencijabilne funkcije f�x� nalazi �bar jedna
 nula x� �enog izvoda f ��x��
mislimo da treba re�i da to va�i na osnovu Rolove teoreme i� po mogu�stvu�
podsetiti na �enu formulaciju� skre�u�i pri tome pa��u da je diferenci�
jabilna funkcija ujedno i neprekidna� Ili� kada se� na primer� operixe sa
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R b
a f�x� dx treba� ukoliko je tako� re�i da taj integral postoji i da je to tako
�u sluqaju neprekidne funkcije f�x� na osnovu stava da je neprekidna funkcija
integrabilna� odnosno� u sluqaju monotone funkcije f�x�� na osnovu stava da je
monotona funkcija integrabilna i sl
� Svakako da pri tome treba objasniti
�pokazati
 zaxto je �da je
 posmatrana funkcija neprekidna �monotona
 itd�

Koliko je vazno solidno poznava�e ��teorije
 za uspexno i kvalitetno rexa�
va�e matematiqkih problema pokazuje i slede�i primer� Ako se kod odre�enog
integrala te�ixte stavi na ��mehaniqki deo
 koji predstav�a �utn�Lajbnicova
formula �previ�aju�i pri tome uslove pod kojima se uopxte mo�e govoriti o
odre�enom integralu kao i da je pojam primitivne funkcije vezan za neki inter�
val
� onda se mogu dobiti besmislene relacije� Tako� na primer� formalnom

primenom �utn�Lajbnicove formule
R b
a f�x� dx � F �b��F �a� �� F �x�jba�� gde je

F �x� jedna �bilo koja
 primitivna funkcija funkcije f�x�� dobijamo jednakostZ �

��

dx

x
� ln jxj

���
��

� ln �� ln � � ln
�

�
�

Me�utim� o odre�enom integralu
R �
�� dx�x ne mo�e se ni govoriti� ve� zbog toga

xto podintegralna funkcija f�x� � ��x nije definisana za svako x � ���� �	�
�Ista funkcija na skupu ���� ���
� �	 nije ni ograniqena� xto� tako�e� isk�uquje

mogu�nost posmatra�a
R �
��

dx�x�

Prime�ujemo� dakle� da nepoznava�e ��teorije
 ponekad dovodi do toga da

se kod matematiqkih objekata tra�i �ispituje
 nexto o qemu nema smisla ni
govoriti� Isto tako� na primer� nema smisla ispitivati parnost funkcije
f�x� �

p
x� �� odnosno da li i kad va�i f��x� � f�x�� odnosno f��x� � �f�x�

�zato xto �ena oblast definisanosti Df � ������� nije simetriqna u odnosu
na nulu
� kao xto nema smisla govoriti o periodiqnosti funkcije g�x� � ��x
�zato xto je ona opadaju�a i u intervalu ���� 
� i u intervalu �
�����


�� Mogu�nost samoprovere dobijenih rezultata

Ni u nastavnoj praksi ni pri verifikacijama zna�a nije bax qesta prak�
sa upu�iva�a sluxalaca na mogu�nost provere dobijenih rezultata� odnosno
korix�e�a takve mogu�nosti prilikom izvrxava�a ispitnih obaveza� A to je
dobro ne samo zbog toga xto uqenik i student mogu odmah da znaju ��na qemu su
�
ve� i zbog toga xto	 u sluqaju utvr�iva�a grexke i raspolaga�a vremenom mogu
jox uvek da koriuguju rad� a u sluqaju taqnosti rexe�a � dobijaju podstrek za
da�i uspexan i kvalitetan rad�

Gotovo uvek postoji ve�a ili ma�a mogu�nost samokontrole rada� Pri to�
me� ako se� na primer� tvrdi da je iskazna funkcija p�x�� taqan iskaz za svako x
iz nekog skupa A� pa za neko x� � A utvrdimo da iskaz p�x�� nije taqan� onda za�
k�uqujemo da posmatrano tvr�e�e �sigurno� nije taqno� ako� pak� utvrdimo da
su za x�� x�� � � � � xn � A iskazi p�x��� p�x��� � � � � p�xn� taqni� onda zak�uqujemo
da postoji mogu�nost �ali ne i sigurnost� osim ako je A � fx�� x�� � � � � xng�
ili ako nekako drugaqije to utvrdimo
 da je tvr�e�e ��x � A� p�x� taqno� a
mogu�nost �egove taqnosti je utoliko ve�a ikoliko je broj n ve�i�
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U nekim situacijama� na primer kod rexava�a jednaqina korix�e�em �bar
na jednom mestu
 logiqke implikacije� provera dobijenog rezultata je obavezna�
Naime� ako se rexava jednaqina f�x� � 
 i ako se za to koristi niz sastav�en
od logiqkih ekvivalencija i bar jedne logiqke implikacije	 f�x� � 
 ���
� � � ��� fi�x� � 
 ��� � � � ��� fn�x� � 
 V g�x� � 
� onda je jasno
da sva rexe�a posled�e jednaqine g�x� � 
 ne moraju biti i rexe�a polazne
jednaqine f�x� � 
� Zato je tada potrebno me�u rexe�ima jednaqine g�x� � 

izvrxiti selekciju	 na ona koja su rexe�a i jednaqine f�x� � 
 i na ona koja to
nisu� To se� u sluqaju konaqnog broja rexe�a x�� x�� � � � � xm jednaqine g�x� � 
�
mo�e izvesti� a najqex�e tako i qini� neposrednom proverom� tj� izraqunava�em
vrednosti f�xi� �i � �� �� � � � �m
 i ��diskvalifikacijom
 onih brojeva xi za koje
je f�xi� �� 
�

Inaqe� ako se pri rexava�u neke jednaqine f�x� � 
 slu�imo samo logiq�
kim ekvivalencijama f�x� � 
 ��� � � � ��� fi�x� � 
 ��� � � � ��� fn�x� �

 ��� g�x� � 
� onda je skup rexe�a posled�e jednaqine g�x� � 
 ujedno i skup
rexe�a polazne jednaqine f�x� � 
� U ovom sluqaju� dakle� nema potrebe za
selekcijom rexe�a jednaqine g�x� � 
� ali i da�e ostaje potreba� i ovde i uo�
pxte� za kontrolom dobijenih rezultata� Pored pomenute neposredne kontrole�
u nekim sluqajevima postoji mogu�nost posredne kontrole tih rezultata�

Uzmimo� na primer� da treba odrediti vrednosti parametara a i b tako da
je x � �� dvostruka nula polinoma P �x� � x� � ax� � b� Tada se a i b mogu
odrediti iz sistema jednaqina P ���� � 
 	 P ����� � 
 	 P ������ �� 
� tj� iz
sistema ��a� b� 
	��� �a� 
	 ����a �� 
� xto daje a � ��	 b � �� Prema
tome� rezultat je polinom P �x� � x���x���� Provera tog rezultata mo�e da se
obavi na vixe naqina� Jedan� neposredan� je u tome da se izraquna P ����� P �����
i P ������ i da se vidi da li su� zaista� prve dve vrednosti jednake nuli i tre�a
razliqita od nule �pri qemu je oslonac i naqina rexava�a i provere na stavu
da je x� dvostruka nula polinoma P �x� ako i samo ako va�i P �x�� � 
	P ��x�� �

	P ���x�� �� 

� Drugi� posredan� naqin provere mo�e se sastojati u tome da se
ispita da li je zaista polinom P �x� de�iv sa �x����� ali ne i sa �x���� �xto
se teme�i na stavu da je x� dvostruka nula polinoma P �x� ako i samo ako je P �x�
de�ivo sa �x�x���� ali ne i sa �x�x���
� Neposrednim de�e�em� lako se pokazuje
da je zaista polinom P �x� de�iv sa �x � ��� �� x� � �x � �� i da nije de�iv sa
�x���� �� x���x���x���� To se� me�utim� lako zak�uquje i na osnovu linerane
faktorizacije P �x� u stepenom obliku	 P �x� � �x�����x���� �� �x������� Kao
tre�i� tako�e posredan� naqin provere dobijenog rezultata �tj� da je a � ���
b � �
 mo�e se smatrati� u stvari� novi naqin rexava�a istog zadatka� Naime�
dele�i polinom P �x� � x� � ax� � b trinomom x� � �x � � dobijamo ostatak
���a � ��x � b � a � �� pa je polinom P �x� de�iv sa �x � ��� ako i samo ako
je ���a � �� � 
 	 b � a � � � 
� xto daje a � �� 	 b � �� Pokazavxi zatim
da polinom P �x� � x� � �x� � � nije de�iv sa �x � ���� potvr�uje se taqnost
dobijenog na prvi naqin�
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� Vixe naqina rexava�a problema i rad sa ekvivalencijama

Videli smo da se svaki novi naqin rexava�a odre�enog problema mo�e vi�
deti u funkciji provere rezultata� ve� dobijenog na neki drugi naqin� Naxe
je mix�e�e� me�utim� da sluqaj vixe naqina rexava�a jednog te istog pro�
blema treba tretirati i kao vixi kvalitet i izlaga�a i zna�a matematiqkih
sadr�aja� U tom smislu� zala�emo se� kad god je to mogu�e� za demonstraciju
vixe naqina rexava�a jednog te istog problema� pa i na sugerisa�e uqenicima
i studentima da pokuxaju da odre�eni problem rexe i na neki drugi ���svoj


naqin�

Kada je req o vixe naqina rexava�a jednog te istog problema� u situaciji
kada se on mo�e rexiti i sredstvima vixe i sredstvima elementarne matemati�
ke� odre�ena prednost se daje naqinu koji koristi sredstva elementarne mate�
matike� Ovo iz razloga xto su sredstva elementarne matematike pristupaqnija
ve�em krugu zainteresovanih i xto to pogoduje ne tako malom broju interese�
nata kojima je strano razmix�a�e na vixem nivou apstraktnosti� �Mada� na
osnovu opxteg iskustva� rexava�e odre�enih problema sredstvima elementarne
matematike mo�e da bude povezano sa ve�im texko�ama nego u sluqaju primene
aparata vixe matematike� gde� ponekad� rezultat dobijamo gotovo automatski�


Isto tako� mnogima vixe odgovara rad sa logiqkim implikacijama� pa on�
da selekcija tako dobijenog rezultata u ci�u postiza�a rexe�a polaznog pro�
blema� nego rad sa logiqkim ekvivalencijama gde za takvom selekcijom uopxte
nema potrebe� Po naxem mix�e�u rad sa logiqkim implikacijama je� u iz�
vesnom smislu� ��linija ma�eg otpora
� jer rad sa logiqkim ekvivalencijama
zahteva vixi stepen intelektualnog napora i ve�i obim i kvalitet zna�a� Bax
zbog toga se i zala�emo za vixe rada sa ekvivalencijama u nastavi� na raznim
��propitiva�ima
 i u u�benicima� Xto je neko vixe u mogu�nosti da u tome
du�e istraje� utoliko je� smatramo� kvalitet �egovog izlaga�a� odnosno zna�a�
na vixem nivou�

Naime� ukoliko se radi i sa logiqkim implikacijama� onda je qesto te�ixte
na mehaniqkim i tehniqkim procedurama� a provera rezultata tako�e je skopqana
sa nizom sliqnih postupaka �najqex�e je tu req o stepenova�u leve i desne
strane jednakosti� nala�e�u izraza� odnosno izraqunava�u �ihovih vrednosti
itd�
� Ukoliko se� me�utim� radi samo sa logiqkim ekvivalencijama� onda je
tu qesto potrebno uneti mnogo vixe suptilnijeg odnosa� imati kvalitetnija
zna�a i ispo�iti vixe upornosti radi izdr�ava�a u radu i taqnosti do kraja�
Tako� na primer� ako treba rexiti jednaqinu

p
x� � �

p
x� � � 
 onda� pri

��tolerisa�u
 implikacija� rexava�e mo�e da teqe na slede�i naqin	p
x� ��

p
x� � � 
 ��� p

x� � � 
�px� � V �
p
x� ��� � �
�px� ���

V x� � � �
� �

p
x� � � x� � ��� �


p
x� � � �
 ��� p

x� � � �

V �
p
x� ��� � � V x� � � � ��� x � ��

zamenom x sa � u polaznoj jednaqini �neposredna provera
� dobijamo jednakostp
� �

p
� � 
� koja je taqna� Na taj naqin� skup S � f�g je skup �svih
 rexe�a

polazne jednaqine�
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Ako bi se� me�utim� radilo samo sa ekvivalencijama� onda bi rexava�e
posmatrane jednaqine moglo da teqe na slede�i naqin	

p
x� � �

p
x� � � 
 ��� p

x� � � 
�p
x� �

��� x� � � 
 	 x� � � 
 	 
�p
x� � � 
 	 �

p
x� ��� � �
�p

x� ���

��� x � � 	px� � � 
 	px� � � �

��� x � � 	 �
p
x� ��� � 
� 	 �

p
x� ��� � ��

��� x � � 	 x� � � �
 	 x� � � �

��� x � � 	 x � �� 	 x � �

��� x � ��

U ovom sluqaju� bez ikakve provere� zak�uqujemo da je S � f�g skup �svih

rexe�a posmatrane jednaqine� ali nije opravdano oqekivati od svih uqenika u
nastavnom procesu da rade na ovom nivou�

Koliko je va�no ne svoditi rexava�e zadataka samo na mehaniqke i tehniq�
ke postupke izrazito pokazuje primer rexava�a jednaqine iz k�ige Spravoqnik
po �lementarno� matematike �M� �� Vygodski�� str� ���
� Polaze�i od je�
dnaqine

x�

�x � a��x� b�
�

�x� a��

x�x � b�
�

�x� b��

x�x � a�
� ��

izraqunava�em zbira na levoj strani� osloba�a�em od razlomaka� pa zatim i
zagrada� razdvaja�em poznatih i nepoznatih i izdavaja�em zajedniqkog qinioca
�nepoznate x
� nala�e�em nepoznate i skra�iva�em dobijenog razlomka sa x�

dobija se �u pomenutoj k�izi
 x �
a� b

�
kao ��rexe�e
 posmatrane jednaqine� O

nekoj proveri dobijenog rezultata i radu sa ekvivalencijama u toj k�izi nema
ni govora� A koliko nedostatak oste�ivosti i kritiqkog odnosa u tom sluqaju
imaju negativne posledice pokazuje specijalan sluqaj a � b � 
� U tom sluqaju
jednaqina glasi

x�

x�
�
x�

x�
�
x�

x�
� �

pa je tada �eno rexe�e svaki broj x � 
� a po navedenoj k�izi broj x � 
 je
tada jedino �eno rexe�e�

�� Korix�e�e raspolo�ivog aparata i znaqaj zna�a elementarne

matematike

U novije vreme� mnogi kursevi matematike poqi�u sa elementima matema�
tiqke logike i teorije skupova� U okviru toga qesto se daju i obimna i produ�
b�ena izlaga�a i rade ozbi�niji zadaci� Prelaskom na nove oblasti� me�utim�
gotovo da se zaboravi xta je i kako ranije reqeno� tako da se� praktiqno� ne
vidi mesto� uloga i mogu�nosti primene zna�a iz matematiqke logike i teori�
je skupova� Zahva�uju�i i tome� dexava se da su uqenici i studenti u sta�u
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da rexe i neki slo�eniji zadatak iz matematiqke logike� ali ne i neki jedno�
stavan zadatak iz elementarne matematike� kao xto je� na primer nejednaqina

�

x� �
� ��

Zala�emo se� dakle� za postupnost u stica�u i uqvrx�iva�u zna�a� tj� za
��osvaja�e
 prvo zna�a ni�eg nivoa slo�enosti� pa potom zna�a vixeg nivoa
slo�enosti� kao i za sistematsko i dosledno korix�e�e prethodnih zna�a u
��suoqava�u
 sa novom problematikom i �enim fenomenima� A kad je req o ele�
mentima logike i teorije skupova i jox nekim fundamentalnim matematiqkim
oblastima� mix�e�a smo da tu ne treba i�i mnogo xiroko i duboko �osim kad
je req o matematiqkim usmere�ima
 i da te�ixte treba staviti na upotrebne
�operativne
 vrednosti zna�a iz tih oblasti� u smislu sistematizacije izla�
ga�a� pobo�xa�a �egove preglednosti� jasno�e� skra�iva�a i pojednostav�e�a
rexe�a i dokaza�

Ovde dajemo jedan zanim�iv i efikasan primer funkcionalne uloge zna�a
iz osnova matematike� Req je o primeni slede�eg stava	

�
� Neka je

n�
i��

pi � �� ��i� j � f�� �� � � � � ng� i �� j V qi 	 qj � � i

��i � f�� �� � � � � ng� pi V qi� Tada va�i ��i � f�� �� � � � � ng� qi V pi�

Primenu tog stava ilustrova�emo na diskusiji rexe�a sistema dve linearne
algebarske jednaqine sa dve nepoznate	�

a�x� b�y � c�

a�x� b�y � c��

Posmatrajmo slede�e iskaze	

p� � D �

���� a� b�
a� b�

���� �� 
�

p� � �D � 
 	 �D� �

���� c� b�
c� b�

���� �� 
 
D� �

���� a� c�
a� c�

���� �� 
��


 �a� � b� � a� � b� � 
 	 �c� �� 
 
 c� �� 
���

p� � D � 
 	 �D� � D� � 
� 	 �a� �� 
 
 b� �� 
 
 a� �� 
 
 b� �� 
��

p� � �a� � b� � a� � b� � 
� 	 �c� � c� � 
��

q�	 sistem je odre�en �tj� ima samo jedno rexe�e
� q�	 sistem je protivure�
qan �tj� nema rexe�a
� q�	 sistem je neodre�en sa jednom slobodnom nepoznatom
�tj� sistem ima beskonaqno mnogo rexe�a� koja se dobijaju slobodnim izborom
vrednosti jedne nepoznate i izraqunava�em vrednosti druge
� q�	 sistem je ne�
odre�en sa obe slobodne nepoznate �tj� svaki ure�en par realnih brojeva je �e�
govo rexe�e
� Pri tome imamo	 p� 
 p� 
 p� 
 p� � �� qi 	 qj � � za svako
i� j � f�� �� �� �g takvo da je i �� j� ��i � f�� �� �� �g� pi V qi� Na osnovu
stava �
�� va�i i ��i � f�� �� �� �g� qi V pi� Specijalno� na primer� va�i	
ako je posmatrani sistem neodre�en i sa jednom slobodnom nepoznatom� onda je
D � 
 	 �D� � D� � 
� 	 �a� �� 
 
 b� �� 
 
 a� �� 
 
 b� �� 
��
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Naxe je mix�e�e da je dobro poznava�e elementarne matematike izvanre�
dno znaqajno za uspexan ��hod
 kroz ��prostore
 vixe matematike� Qi�enica je�
naime� da se rexava�e mnogih problema vixe matematike svodi na rexava�e
problema iz elementarne matematike	 rexava�e jednaqina� nejednaqina i sl�
Pa��u svakako zaslu�uje i pita�e xta je �ili	 gde je
 granica izme�u ele�
mentarne i vixe matematike� Po tom pita�u� u raznim oblastima matematike�
mix�e�a su uglavnom pode�ena� ali kada je req o matematiqkoj analizi pre�
te�no se smatra da su limesi granica izme�u elementarne i vixe matematike u
toj oblasti�

U oblasti elementarne matematike� opet� naroqito je va�no dobro poznava�
�e osnovnih elementarnih funkcija� kako zbog znaqaja istih za praksu� tako i
zbog �ihove uloge u formira�u elementarnih funkcija uopxte� Me�u osnovnim
elementarnim funkcijama� pak� posebnu pa��u treba posvetiti stepenim funk�
cijama sa racionalnim izlo�iocima� zbog toga xto se sve �ihove osobine mogu
ispitati sredstvima elementarne matematike i xto se pomo�u �na osnovu
 �ih
mogu definisati �i ispitati
 stepene funkcije sa iracionalnim izlo�iocima�

U vezi sa osnovnim elementarnim funkcijama treba tako�e ista�i da po�
znava�e jednih� na primer eksponencijalnih �trigonometrijskih
 funkcija� au�
tomatski mo�e da znaqi poznava�e �ima �ili �ihovim restrikcijama
 inverznih
funkcija� logaritamskih �arkus�
 funkcija� samo ako se zna da su grafici pola�

zne funkcije y � f�x� i �oj inverzne funkcije y � f �����x� simetriqni u odnosu
na pravu y � x �tj� u odnosu na simetralu I i III kvadranta
� U skladu sa tim�
istiqemo tako�e da je sa svakom stepenom funkcijom y � xp�q �p � ceo broj� q �

prirodan broj
 praktiqno ispitana i �oj inverzna �stepena
 funkcija y � xq�p�
Na osnovu reqenog� mo�e se zak�uqiti da poznava�e i uspexno korix�e�e

zna�a elementarne matematike� a u tom kontekstu poznava�e osnovnih i elemen�
tarnih funkcija uopxte� smatramo va�nim pokazate�em kvaliteta izlaga�a i
zna�a matematiqkih sadr�aja�

�� Doset�ivost i snala��ivost i misaono rexava�e zadataka

U rexava�u matematiqkih problema qesto postoji neka uobiqajena i stan�
dardna procedura koja sigurno� ali ponekad sporo� komplikovano i ote�ano do�
vodi do rezultata� Tako� na primer� ako treba ispitati da li je slo�en iskaz
P �� Q tautologija� onda bi standardni put rexava�a tog problema mogao
biti formira�e istin�it
osne tablice za iskaz P �� Q i uvid u to da li je u
posled�oj koloni �ispod P �� Q
 na svakom mestu �� ili to nije sluqaj� To�
me�utim� mo�e da bude spor i ��kabast
 posao� a nije isk�uqena ni mogu�nost
sluqajne grexke� pa time i pogrexnost zak�uqka� Otuda je uvek opravdano pi�
ta�e da li se posmatrani problem mo�e rexiti br�e i lakxe� na neki drugi
naqin� U tome do punog izra�aja dolaze sposobnosti pojedinca� koje su poznate
kao doset�ivost i snala��ivost i koje objektivno predstav�aju jasan znak kva�
liteta zna�a i znaqajnih potencijalnih mogu�nosti� Kako to praktiqno izgleda�
ilustrova�emo sa nekoliko primera�

U pomenutom sluqaju� ako ustanovimo da ne mo�e istovremeno P biti isti�
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nito i Q la�no �tj� da je i Q istinito kada je P istinito
� mo�emo odmah zak�u�
qiti da je P �� Q tautologija� Tako� na primer� iskaz p �� �q �� �p	 q��
je tautologija� zato xto bi taqnost p i netaqnost q �� �p	q� znaqili taqnost
p i q i netaqnost p	q� xto je kontradikcija� Otuda imamo p V �q �� �p	q��
���V
 je oznaka logiqke implikacije
� Isto tako� lako se utvr�uje da je ��p ��
q� 	 p� �� q tautologija� tj� da va�i ��p �� q� 	 p� V q� Zaista� ako je
�p �� q� 	 p taqno� onda je taqno i p �� q i p� pa mora biti taqno i q �ako
bi q bilo netaqno� onda bi p �� q bilo netaqno� xto nije
�

Uzmimo da treba rexiti trigonometrijsku jednaqinu sin� �x� cos �x � ��
Standardni postupak ovde bi bio da se koriste trigonometrijski identite�
ti sin� �x � � sin� x cos� x � ��� � cos� x� cos� x � � cos� x � � cos� x� cos �x �
� cos� x�� cosx� qime se problem svodi na rexava�e jednaqine � cos� x�� cos� x�
� cos� x � � cosx � �� Imamo� dakle� jednaqinu qetvrtog stepena �po cosx
�
qije rexava�e ne mora biti �i nije
 jednostavno� Me�utim� ako se dosetimo
da je najve�a vrednost sin� �x jednaka �� isto kao i cos �x� zak�uqujemo da je
sin� �x � cos �x � � ��� sin� �x � � 	 cos �x � � �gde je �����
 znak logiq�
ke ekvivalencije
 ��� �sin �x � �� 
 sin �x � �� 	 cos �x � � ��� �sin �x �
�� 	 cos �x � �� 
 �sin �x � � 	 cos �x � ��� Relativno lako se sada pokazuje
da nijedan od dobijenih sistema nema rexe�a� a odatle se zak�uquje da polazna
jednaqina nema rexe�a�

Ako� na primer� treba na�i realna rexe�a jednaqine x� � y� � �x � �y �
� � 
� onda bi standardan postupak rexava�a tekao na slede�i naqin� Neka je
x� proizvo�no izabran� pa fiksiran� realan broj� Tada je ure�en par hx�� y�i
rexe�e posmatrane jednaqine ako i samo ako je y� rexe�e jednaqine x

�
� � y� �

�x� � �y � � � 
� Odatle se dobija y � ��p��x� � ���� pa je vid�ivo da je y
realno ako i samo ako x� � � � 
� odnosno x� � ��� kada dobijamo y � � �� y���
Na taj naqin� h��� �i je jedino rexe�e posmatrane jednaqine� Inaqe� ako se
dosetimo da je x���x�� � �x���� i y���y�� � �y����� onda se naxa jednaqina
mo�e napisati u obliku �x � ��� � �y � ��� � 
� Imaju�i u vidu da za a� b � R
va�i a� � b� � 
 ��� a � 
 	 b � 
� zak�uqujemo da je posmatrana jednaqina
taqna ako i samo ako je x�� � 
	y�� � 
� odnosno x � �� �� x��	y � � �� y���

Na kraju� uzmimo da treba rexiti jednaqinu ex�x� � � 
� Req je o trans�
cendentnoj jednaqini� za koju ne postoji neka opxta metoda taqnog rexava�a�
Otuda se moramo nekako sna�i� kako bismo doxli do informacije da li naxa
jednaqina uopxte ima rexe�a� ako ih ima � koliko je rexe�a i najzad� kako
na�i sva rexe�a ili kako dobiti ta rexe�a sa proizvo�no zadatom taqnox�u�
Jedan od naqina za rexava�e tog problema mo�e da bude korix�e�e qi�enice
da je data jednaqina ekvivalentna jednaqini ex � x�� i grafiqko prikaziva�e
funkcija y� � ex i y� � x � � �koje se u odre�enom xkolskom uzrastu crtaju
napamet
 u istom koordinatnom sistemu xOy� Sa slike se vidi da je x � 
 jedi�
no rexe�e posmatrane jednaqine� Drugi naqin rexava�a posmatrane jednaqine
mo�e da bude crta�e grafika funkcije y � ex � x � � i uoqava�e apscisa ta�
qaka u kojima taj grafik seqe apscisnu osu� �Te apscise su rexe�a posmatrane
jednaqine�
 U ovom primeru mogli smo i bez crta�a grafika funkcija y� � ex

i y� � x� � ��videti
 da je x � 
 apscisa �ihove zajedniqke taqke h
� �i�
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Veoma cenimo kada postoje mogu�nosti misaonog rexava�a zadataka �dakle�
bez papira i olovke� bez tehniqkih sredstava� bez crte�a itd�
 i to smatramo
va�nim pokazate�em kvaliteta zna�a� Mix�e�a smo da za takvim sposobnosti�
ma postoji potreba �ako nixta drugo� to ubrzava rexava�e problema
� kao i
da su mogu�nosti uqenika i studenata u tom pogledu daleko ve�e nego xto to
praksa pokazuje� Verujemo� naime� da se usmerava�em prema tome i doslednim
insistira�em na tome mogu posti�i znaqajni rezultati na planu misaonog re�
xava�a problema �naravno� jednostavnijih i lakxih
� Svakako da prethodno
iskustvo mo�e dosta da pomogne u misaonom rexava�u problema i uvereni smo
da napori u tom smislu moraju da daju odre�ene rezultate� Inaqe� insistira�e
na pove�anim misaonim aktivnostima u rexava�u matematiqkih problema je� po
naxem mix�e�u� prirodan zahtev� zato xto je i sama matematika pre svega i
najvixe rad mislima i xto i problemi i �ihova rexe�a treba da se zaqnu u
mislima� odnosno misaono razrexe� a ostalo je stvar tehnike� Xto se iskustva
tiqe� treba hrabro i istrajno pristupati rexava�u matematiqkih problema�
uspeh u tome stvara dobre pretpostavke za da�e uspehe�

REPUBLIQKI SEMINAR ���

Tradicionalni Republiqki seminar Druxtva matematiqara Srbije o na�
stavi matematike i raqunarstva u osnovnoj xkoli� u sred�im xkolama� na vi�
xim xkolama i na fakultetima� uk�uqen u ��Januarske dane prosvetnih radnika
Srbije ���
� odr�an je pod pokrovite�stvom Ministarstva prosvete Srbije a
uspexni organizatori su bili Podru�nica Nix Druxtva matematiqara i Fi�
lozofski fakultet Nix� Seminar je odr�an ��� i ��� januara ����� godine u
Nixu� u prostorijama Doma Vijske Jugoslavije �plenarna sednica
 i salama
Studijske grupe za matematiku Filozofskog fakulteta�

Rad se odvijao u okviru tri sekcije	
� sekcija za nastavu matematike i raqunarstva u starijim razredima osnovne
xkole�

� sekcija za nastavu matematike i raqunarstva u sred�im xkolama�
� sekcija za nastavu matematike i raqunarstva na vixim xkolama i na fa�
kultetima�
Uqestvovalo je oko ��� nastavnika i profesora matematike i raqunarstva a

odr�ano je ukupno �� predava�a� od qega dva plenarna �dr Stojan Bogdanovi� ��O
nastavi matematike
 i dr Milan Tuba ��Sta�e informatike kod nas

� okrugli
sto na temu ��Problemi oce�iva�a u osnovnoj xkoli
� diskusija o korekcijama
nastavnih programa matematike u osnovnoj xkoli i problemima �ihove realiza�
cije i prezentacija qasopisa u izda�u Druxtva matematiqara Srbije� Aktivno
su u radu Seminara uqestvovali predstavnici Druxtva matematiqara i fizi�
qara Crne Gore i predstavnici Druxtva matematiqara Republike Srpske�

Uspexan struqni rad i izvanredna atmosfera na Seminaru pokazate� su
da je Nix bio dobar doma�in a kolege matematiqari grada Nixa veoma dobri
organizatori ovog skupa�


