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Uvod

S obzirom na suptilnost pojma graniqne vrednosti niza prirodno je da �e
taj pojam uqenici texko prihvatiti ukoliko ne budu adekvatno pripremani za to�
Ovaj rad predstav�a pokuxaj postupnog uvo�e�a pojma graniqne vrednosti niza�
pri qemu se na kraju dolazi do korektne i za uqenike prihvat�ive definicije
tog pojma�

Uobiqajeno je da uqenici prethodno ovladaju pojmom ��okoline nekog broja i
znaqe�em iskaza ��gotovo svi qlanovi niza �an� su u ��okolini broja a�� Po ide�
ji profesora M� Marjanovi�a� korisno je da se pre navedenih pojmova uqenici
upoznaju i sa slede�im pojmovima	 ograniqenost niza� gor�e 
do�e� ograniqe�e
niza� gotovo gor�e 
do�e� ograniqe�e niza� Ovo posled�e bi olakxalo prihva�
ta�e pojma ��okoline i razumeva�e iskaza	 ��u proizvo�noj ��okolini broja a su
gotovo svi qlanovi niza��

Pretpostav�amo da su uqenici na prethodnim qasovima definisali niz kao
preslikava�e N � R i upoznali se sa pojmom monotonog niza� Ve� u tom de�
lu� prilikom dava�a primera raznih nizova� trebalo bi upotreb�avati izraz
��gotovo svi��

Primer �� Kad navodimo primer konstantnog niza� na primer �an� �
��� �� �� � � � �� mo
emo navesti i niz �bn� � ��� �� �� �� �� �� � � � � ili� uopxte� �xn� �
�x�� x�� � � � � xm� a� a� a� � � � � za koje mo
emo re�i da su ��gotovo konstantni�� Pri�
tom naglaxavamo da to znaqi da� eventualno� samo konaqno mnogo qlanova niza
nisu jednaki konstanti a� dok su svi ostali jednaki konstanti a� Da bismo
proverili da li su uqenici usvojili pojam� dajemo primer

�an� � ��� �� � � � � �� �z �
��� puta

� �� �� �� � � � � �� �z �
��� puta

� �� �� �� � � � � �� �z �
��� puta

� �� �� �� � � � �

u kojem se posle svakih ��� jedinica pojavluje nov prirodan broj razliqit od ��
Mo
e se oqekivati da �e neki od uqenika tvrditi da je oavj niz ��gotovo kon�
stantan�� Tada treba postaviti pita�e	 Da li qlanova niza razliqitih od �
ima konaqno ili beskonaqno mnogo� Kada uqenik uoqi da i takvih qlanova niza
ima beskonaqno mnogo� shvati�e da nije ispu�en uslov da samo konaqno mnogo
qlanova niza nije jednako �� xto znaqi da niz nije gotovo konstantan�
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Primer �� Kada dajemo primere monotonih nizova� recimo �an� ��
��
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� koji je strogo opadaju�i� ili �bn� �
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�
� koji je strogo rastu�i� mo
emo navesti i ovakav primer	 �cn� ��

�� �� ��
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
� � � �

�
� gde za n � � va
i cn �

n� �

n� �
� Za ovaj niz se vi�

di da je poqev od petog qlana strogo rastu�i� pa poxto to svojstvo ne va
i
za prva qetiri qlana 
dakle� za konaqno mnogo qlanova�� ka
emo da je niz �cn�
gotovo strogo rastu�i�

Na ovom mestu treba ukazati na razliku u definicijama pojmova monotonog
i gotovo monotonog niza� U sluqaju strogog raste�a imamo definicije	

Niz �an� je strogo rastu�i ako va
i

��n � N� an � an���

Niz �an� je gotovo strogo rastu�i ako

��n� � N� ��n � n�� an � an���

Naravno� analogno va
i i za	 rastu�e i gotovo rastu�e� opadaju�e i gotovo
opadaju�e� strogo opadaju�e i gotovo strogo opadaju�e nizove� Dakle� ono xto
va
i za svako n � N u prvom sluqaju� u drugom va
i poqev od nekog n� � N�
Prime�ujemo da se za n� � � druga definicija svodi na prvu� pa je monoton niz
ujedno i gotovo monoton�

Primer �� Ispitati monotonost niza datog formulom opxteg qlana

an �
��n

n

�

Kako su qlanovi niza pozitivni� mo
emo posmatrati koliqnik
an
an��

i upo�

re�ivati ga sa �� Imamo

an
an��

�

��n

n

��n��

�n
 ��


�
n
 �

��
�

Ako je n � ��� onda je n 
 � � ��� tj�
n
 �

��
� �� pa je za sve n � n� � ��

ispu�eno an � an��� Dati niz je gotovo strogo opadaju�i�

�� Ograniqenost niza

Primer �� Posmatrajmo niz �an� dat sa an � � 

�

n
� Prime�ujemo da

za svako n � N va
i � 

�

n
� �� Drugim reqima� svaki qlan datog niza je

ma�i od �� osim prvog qlana� koji je jednak broju �� Ka
emo da je niz �an�
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ograniqen sa gor�e strane 
ili ograniqen odozgo� i da je broj � jedno �egovo
gor�e ograniqe�e� Naravno� gor�e ograniqe�e datog niza je i bilo koji broj
ve�i od ��

Sliqno� va
i � 

�

n
� � za svako n � N� tj� svaki qlan datog niza ve�i je

od �� pa za taj niz ka
emo da je ograniqen sa do�e strane 
ili odozdo�� a broj
� je jedno �egovo do�e ograniqe�e� Do�a ograniqe�a su� na primer� i brojevi	

��
�

�
�
�

�
� ��� �� itd� odnosno svi brojevi ma�i od ��

Uvodimo slede�e definicje	
Niz �an� je ograniqen odozgo 
ili sa gor�e strane� ako

��M � R���n � N� an �M �

niz �an� je ograniqen odozdo 
ili sa do�e strane� ako

��m � R���n � N�m � an�

niz �an� je ograniqen ako je ograniqen i odozgo i odozdo� tj� ako va
i

��m � R���M � R���n � N�m � an �M�

U posmatranom primeru mo
emo re�i da je od svih gor�ih ograniqe�a
��najbo�e� ono koje nam najpreciznije opisuje dokle se qlanovi niza prostiru
udesno na brojnoj osi� U datom primeru to je broj �� i on je najma�i od svih
gor�ih ograniqe�a� Zato se zove najma�e gor�e ograniqe�e ili supremum niza
�an�� a oznaqava sa sup an�

Sliqno� od svih do�ih ograniqe�a najvixe nam o posmatranom nizu govori
broj �� koji predstav�a najve�e do�e ograniqe�e ili infimum niza �an� i
oznaqavamo ga sa inf an�

U ovom primeru broj � je qlan niza� dok broj � ne pripada nizu� pa va
i
� � an � � za svako n � N� Prema tome� interval ��� �� je najma�i interval
koji sadr
i sve qlanove posmatranog niza �an��

U vezi sa istim nizom umesno je postaviti pita�e	 xta je skup svih gor�ih�
a xta skup svih do�ih ograniqe�a niza� Na ovo pita�e uqenici treba sami da
daju odgovor 
���
�� i ���� ����

Primer �� Posmatrajmo sada niz �an� dat sa an �
n
 �

n
 �
� Da li je taj

niz ograniqen�

Rexe�e� ��
n
 �

n
 �
�
n
 � 
 �

n
 �
� � 


�

n
 �
� � za svako n � N� xto znaqi

da je dati niz ograniqen odozdo i da je broj � jedno �egovo do�e ograniqe�e�

��
n
 �

n
 �
�
n
 �

n
� �


�

n
� � za svako n � N� xto znaqi da je niz ograniqen

odozdo i da je broj � jedno �egovo gor�e ograniqe�e�
�� Poxto va
i ��n � N� � � an � �� niz �an� je ograniqen�
U vezi sa ovim nizom postav�aju se pita�a	
a� da li je interval ��� �� najma�i interval koji sadr
i sve qlanove niza�
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b� xta je skup svih gor�ih� a xta skup svih do�ih ograniqe�a datog niza�

Na ova pita�a uqenici sami� ili uz malu pomo� nastavnika� mogu da daju

odgovore� Naime� iz
n
 �

n
 �
� � 


�

n
 �
lako se zak�uquje da je

n
 �

n
 �
najve�e

kada n uzima najma�u vrednost� tj� za n � �� pa je a� � � 

�

� 
 �
� � supremum

niza �an��

Sliqno� vrednost izraza � 

�

n
 �
je utoliko ma�a ukoliko je n ve�e� pa

ako se n neograniqeno uve�ava� izraz �

�

n
 �
ostaje uvek ve�i od �� ali se od �

razlikuje proizvo�no malo� Zak�uqujemo da je broj � najve�e do�e ograniqe�e�
tj� inf an � �� Prema tome� odgovor na pita�e pod a� je negativan� Najma�i
interval u kome su svi qlanovi niza je ��� ���

b� Iz odgovora na prethodno pita�e direktno sledi da je skup svih gor�
�ih ograniqe�a datog niza interval ���
��� a skup svih do�ih ograniqe�a
interval ���� ���

�� Gotovo gor�e �do�e	 ograniqe�e niza

Primer �� Posmatrajmo niz �an� dat sa an �
�

n
� Xta je skup svih gor�ih

ograniqe�a niza �an��

To je oqigledno skup ���
��� Uoqimo sada� na primer� broj
�

���
� To nije

gor�e ograniqe�e posmatranog niza� jer su neki qlanovi tog niza 
��
�

�
�
�

�
� � � � �

�

��
� ve�i od

�

���
� ali svi qlanovi niza� poqev od

�

���
su ma�i od

�

���

odnosno�

poqev od
�

���
nisu ve�i od

�

���
�� Stoga mo
emo re�i da je

�

���
gor�e ograniqe�e

za gotovo ceo niz �an�� ili kra�e da je
�

���
gotovo gor�e ograniqe�e niza �an��

Uopxte� ka
emo da je realan broj a gotovo gor�e ograniqe�e niza �an� ako
va
i

��m � N���n � N��n � m �� an � a��

U datom primeru broju a iz ove definicije odgovara
�

���
� a broju m broj

���� Kad god je indeks n qlana niza an jednak ili ve�i od ���� bi�e an �
�

���
�

Sada postavimo pita�e	 da li je ����� gotovo gor�e ograniqe�e niza �an�

datog sa an �
�

n
�

Da bismo odgovorili na ovo pita�e� tra
imo prirodan broj m� takav da je
an � ����� kad god je n � m� Imamo

an �
�

n
�

�

����
�� n � �����
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Prema tome� n � ���� ��
�

n
�

�

����
� pa je m � ���� i broj ����� predstav�a

gotovo gor�e ograniqe�e datog niza� tj� desno od broja ����� na brojnoj osi

nalazi se konaqno mnogo qlanova niza 
��
�

�
�
�

�
� � � � �

�

���
�� pa su gotovo svi levo

od broja ������
Na sliqan naqin uvodimo i pojam gotovo do�eg ograniqe�a� Broj b je go�

tovo do�e ograniqe�e za niz �an� ako va
i

��m � N���n � N��n � m �� an � b��

Primer �� Za niz �an�� dat sa an � ��
�

n
� jedno gotovo do�e ograniqe�e

je� na primer� broj � �

��
� jer va
i

n � �� ��
�

n
�

�

��
�� �

�

n
� �

�

��

�� ��
�

n
� ��

�

��
�� ��

�

n
� � �

��
�

Dakle� m � �� i n � m �� an � b � � �

��
� Isto tako� gotovo do�a ograniqe�a

za dati niz su� na primer� i brojevi
�

�
�
�

�
� � �

�
� � �

�
� � �

	
� � 	



itd� Skup svih gotovo

do�ih ograniqe�a je interval ���� ��� jer va
i

n � m ��
�

n
�

�

m
�� �

�

n
� �

�

m
�� ��

�

n
� ��

�

m
�

Otuda za n � m va
i

��
�

m
� b �� ��

�

n
� b�

pa b � ���� ���

Primer �� Posmatrajmo niz �an� dat formulom opxteg qlana an �

��
�

�



�

�
� 	 	 	
 ����n��

�

n
�

Odredimo nekoliko prvih qlanova i predstavimo ih na brojnoj osi� Dobi�
jamo redom

a� � �� a� � ��
�

�
� a� �

�

�
� a� � ��

�

�



�

�
� a� 


�

�
�

a� � a� �
�

�
� a� � a� 


�

�
� a	 � a� �

�

	
� � � �

Sa brojne ose vidimo da je a� � a� � a	 i naslu�ujemo da je a�n � a�n�� za
svako n� Isto tako� vidimo da je a� � a� � a� i naslu�ujemo da je a�n�� � a�n��
za svako n� No� ovo je lako i dokazati�
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Naime� iz prethodnog odre�iva�a qlanova niza� na osnovu definicije niza�
izlazi

a�n�� � a�n�� �
�

�n
 �
� a�n 


�

�n
 �
�

�

�n
 �
� a�n 


�

��n
 ����n
 ��
�

a odavde

��� a�n�� � a�n za svako n�

Ovo znaqi da je podniz datog niza sa parnim indeksima strogo rastu�i�
Sliqno va
i

a�n�� � a�n 

�

�n
 �
� a�n�� �

�

�n



�

�n
 �
� a�n�� �

�

�n��n
 ��
�

a odavde

��� a�n�� � a�n�� za svako n�

xto znaqi da je podniz datog niza sa neparnim indeksima strogo opadaju�i�

Da�e� iz a�n�� � a�n 

�

�n
 �
izlazi

��� a�n � a�n�� za svako n�

Sada� na osnovu 
��� 
�� i 
�� zak�uqujemo da za svaki prirodan broj n va
i

��� a� � a� � a	 � 	 	 	 � a�n � a�n�� � a�n�� � 	 	 	 � a� � a��

Ukoliko se n pove�ava� razlika a�n�� � a�n �
�

�n
 �
postaje sve ma�a� ali je

uvek a�n � a�n��� Na osnovu 
�� mo
emo re�i da je� na primer� a�n��� za bilo
koje n� gotovo gor�e ograniqe�e datog niza� jer samo konaqno mnogo qlanova
niza �an� le
i desno od a�n���

Sliqno� a�n je� za bilo koje n� gotovo do�e ograniqe�e niza �an�� jer samo
konaqno mnogo qlanova niza �an� le
i levo od a�n� Naravno� i svaki broj ve�i
od a�n��� za bilo koje n� je gotovo gor�e ograniqe�e� kao xto je i svaki broj
ma�i od a�n� za bilo koje n� gotovo do�e ograniqe�e datog niza �an��

Pita�e �� Da li je broj b � � �
�

�



�

�
�

�

�

 	 	 	 


�

��
gotovo gor�e

ograniqe�e datog niza�
Na osnovu dokazanog svi qlanovi niza �an� sa parnim indeksima su ma�i

od b� a qlanovi sa neparnim indeksima ma�i su od b ako je n � ��� Prema tome�
desno od b su samo qlanovi niza sa indeksima �� �� �� � � � � ��� Dakle� b jeste
gotovo gor�e ograniqe�e datog niza�

Pita�e �� Da li je broj c � ��
�

�



�

�
� 	 	 	 �

�

��
gotovo do�e ograniqe�e

datog niza�
Svi qlanovi niza sa neparnim indeksima su desno od c� a desno od c su i

oni qlanovi sa parnim indeksima qiji je indeks ve�i od ��� Prema tome� levo
od c ima samo konaqno mnogo qlanova niza� To su a�� a�� a	� � � � � a�	� Dakle�
broj c jeste gotovo do�e ograniqe�e datog niza�
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� Pojam graniqne vrednosti niza � intuitivni pristup

Polazimo od slede�eg primera�

Primer �� Dati su nizovi

a� an �
�

n
� b� an �

����n

n
� c� an � � 


����n

n
�

d� an � �n� e� an � ����n 	
n
 �

n
�

Na�i nekoliko prvih qlanova niza� a zatim proceniti postoji li broj kome se
pribli
ava an kad n neograniqeno raste� Postoji li takav broj za svaki od
datih nizova�

Rexe�e� a� ��
�

�
�
�

�
�
�

�
� � � � � ili na brojnoj osi kao na slici a�� Pri�

me�ujemo da su svi qlanovi niza pozitivni brojevi i da je svaki slede�i sve
ma�i� Naslu�ujemo da se an pribli
ava nuli kad se n neograniqeno uve�ava i
pixemo

an � � kad n��


qitamo	 an te
i nuli kad n te
i beskonaqnosti��

a� b�

Na brojnoj osi to znaqi da se taqka an pribli
ava taqki � kad se indeks
n qlana an niza �an� uve�ava� odnosno da se rastoja�e izme�u taqaka an i �
sma�uje i postaje po vo�i malo ako je indeks n qlana an dovo�no veliki� Drugim
reqima� razlika brojeva an i � po apsolutnoj vrednosti postaje po vo�i mala
kad indeks n qlana an postane dovo�no veliki�

b� ���
�

�
� �

�

�
�
�

�
� �

�

�
�
�

	
� � � � � v� sliku b�� Uoqavamo da je svaki slede�i

qlan niza sa suprotne strane od nule u odnosu na prethodni� ali je bli
e nuli�
Zapravo� postoje dva podniza	

����
�

�
��

�

�
��

�

�
� � � � za n � �� �� �� �� � � �

�

�
�
�

�
�
�

	
�
�

�
� � � � za n � �� �� �� �� � � �

U oba sluqaja va
i an � � kad n���

c� ��
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

	
�
	

�
� � � � � v� sliku c�� Sliqno kao u prethodnom primeru�

ovde je svaki slede�i qlan sa suprotne strane broja � u odnosu na prethodni�
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ali je bli
e broju �� I ovde uoqavamo dva podniza	

��
�

�
�
�

�
�
	

�
� � � � za n � �� �� �� �� � � �

�

�
�
�

�
�
�

	
� � � � za n � �� �� �� � � �

Prvi podniz je rastu�i� ali� poxto je brojilac uvek za � ma�i od imenioca�
svaki qlan je ma�i od �� Svaki slede�i qlan bli
i je broju �� a razlika broja
� i proizvo�nog qlana tog podniza mo
e se uqiniti onoliko malom koliko to

elimo� Treba samo uzeti da je n dovo�no veliki broj�

Drugi niz je opadaju�i� ali je svaki �egov qlan ve�i od �� a svaki slede�i
je bli
i jedinici� Dakle� u oba sluqaja vidimo da

an � � kad n���

c� e�

d� �� �� �� ��� ��� � � � � Kad n neograniqeno raste� tada i qlan an � �n

neograniqeno raste�

e� ���
�

�
� �

�

�
�
�

�
� �

	

�
�
�

	
� � � � � slika e�� Ovde imamo dva podniza	

����
�

�
��

	

�
��

�

�
� � � � za n � �� �� �� �� � � �

�

�
�
�

�
�
�

	
�
�

�
� � � za n � �� �� �� �� � � �

Prvi niz je rastu�i i svaki slede�i qlan bli
i je broju ��� a drugi je opada�
ju�i i svaki slede�i qlan bli
i je broju ��

U sluqajevima a�� b�� c� tra
eni brojevi postoje i zovemo ih graniqnim
vrednostima datih nizova� a takve nizove zovemo konvergentnim� Ostala dva
niza su divergentni�

Na ovaj naqin uqenici intuitivno stiqu pojam graniqne vrednosti niza� a
i pojmovi monotonosti i ograniqenosti niza postaju im bli
i i jasniji�

�� Pojam �
okoline nekog broja

U ci�u preciznijeg definisa�a pojma graniqne vrednosti niza� uvodimo
pojam ��okoline nekog broja a kao interval

�a� �� a
 �� � fx j a� � � x � a
 � g

du
ine �� 
� je pozitivna realan broj�� v� prvu sliku na slede�oj strani�



Izgrad�a pojma graniqne vrednosti niza ��

Neka sada neki qlan niza �an� pripada ��okolini broja a� tj� neka an �
�a� �� a
 ��� Postavimo pita�e	 koje je najve�e rastoja�e broja 
taqke� an od
broja 
taqke� a�

Uqenici sa druge od prethodnih slika moraju da uoqe da to rastoja�e ne
prelazi veliqinu �� taqnije� uvek je ma�e od �� Dakle� jan � aj � �� a ovo znaqi
isto xto i an � �a� �� a
 ��� tj� va
i

an � �a� �� a
 �� �� jan � aj � ��

Ovo je va
no da se shvati da bi se razumelo ono xto sledi�

Pita�e �� Posmatrajmo ��okolinu broja a� Neka je a 
 � gotovo gor�e
ograniqe�e niza �an�� Xta se mo
e re�i za qlanove niza �an��

Pita�e �� Neka je a� � gotovo do�e ograniqe�e niza �an�� Xta se mo
e
tvrditi za qlanove niza �an��

Pita�e �� Neka je a
 � gotovo gor�e i a� � gotovo do�e ograniqe�e niza
�an�� Xta se mo
e tvrditi za qlanove niza �an��

Odgovore na postav�ena pita�a trebalo bi da daju sami uqenici�
Odgovor �� Desno od a
 � ima samo konaqno mnogo qlanova niza �an��
Odgovor �� Levo od a� � ima samo konaqno mnogo qlanova niza �an��
Odgovor �� S obzirom na prethodna dva odgovora� u ��okolini broja a su

gotovo svi qlanovi niza �an��

Zadatak� Za nizove iz primera � a�� b�� c� uzeti za � vrednosti ���� �����
������ ��������� pa odrediti koliko se qlanova niza nalazi u ��okolini taqke a

gde je a graniqna vrednost niza�� a koliko van �e�

Rexe�e� Uzmimo kao primer zadatak pod c�� tj� niz dat sa an � � 

����n

n
�

Ovde je a � ��
�� � � ���� Tada je �a� �� a
 �� � ���� � �����
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Sliqno zak�uqujemo da a��� a��� � � � pripadaju intervalu ���� � �����
Van ��okoline broja � 
za � � ��� mo
emo re�i ����okoline� nalazi se prvih

�� qlanova niza� a svi ostali 
sa indeksom n � ��� su u ��okolini broja ��
Dakle� gotovo svi qlanovi niza su u ��okolini broja ��



�� D� Jovanovi�

Isti rezultat dobijamo i koriste�i gor�u ekvivalenciju� Na primer� za
a�� imamo

ja�� � �j �
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Za proizvo�an qlan niza �an� ima�emo da je

jan � aj �

����� 
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n
� �
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�

���
� tj� za n � ���

Dakle�
n � �� �� jan � �j � ��� � ��

�� � � ����� Ponav�aju�i prethodni postupak 
neka uqenici to urade���
dobijamo da

jan � aj �

����� 

����n

n
� �

���� � �

n
� ���� za n �

�

����
� tj� za n � ����

Dakle� svi qlanovi niza sa indeksom n � ��� su u �����okolini broja �� pa va
i

n � ��� �� jan � �j � ���� � ��

�� Na isti naqin zak�uqujemo da se van ������okoline broja � nalazi ����
qlanova niza� a svi preostali su u ������okolini broja �� tj�

n � ���� �� jan � �j � ����� � ��

Za � � �������� zak�uqak je sliqan � treba uzeti n � � ��� ��� da bi se dobilo
jan � �j � ��

Pita�e �� Xta �e biti za � � � ili � � � 
isti zadatak��
��okolina broja � je ��� ��� pa su u �oj svi qlanovi niza osim a�� dakle�

gotovo svi� ��okolina broja � je ���� �� i u �oj su svi qlanovi niza �an�� pa je
i to obuhva�eno izrazom ��gotovo svi��

Pita�e �� Ako za isti niz �an�� dat sa an � � 

����n

n
� uzmemo umesto

broja a � � neki drugi broj� na primer b � ����� da li �e svaka ��okolina broja
b sadr
avati gotovo sve qlanove niza�

Ovde se vidi da� na primer� za � � ��� gotovo svi qlanovi niza su u ��
okolini broja b� Sliqno je za � � � ili � � ���� Me�utim� za � � ��� ili
� � ��� i uvek kada je � � ����� gotovo svi qlanovi niza su van takve ��okoline
broja ����� a u toj ��okolini ima ih samo konaqno mnogo�

Iz odgovora na ovo pita�e trebalo bi da uqenici izvedu odgovaraju�i za�
k�uqak� Naime� jedino za a � � va
i da svaka ��okolina sadr
i gotovo sve
qlanove niza �an�� Van ��okoline broja � nalazi se samo konaqno mnogo qlanova
niza� a koliki je taj broj zavisi od veliqine broja ��

Broj � zovemo graniqnom vrednox�u niza �an� datog sa an � � 

����n

n
� a

za niz �an� ka
emo da je konvergentan�



Izgrad�a pojma graniqne vrednosti niza ��

U zadacima pod a� i b� graniqna vrednost je �� pa se na isti naqin dobija

jan � �j � janj � � za n � n�����

U opxtem sluqaju va
i

jan � aj � � za svako n � n����

ukoliko je a graniqna vrednost niza �an�� ili drugaqije zapisano	

��n� �n � n���� �� jan � aj � ���

�� Definicija graniqne vrednosti niza

Sada ve� mo
emo da damo precizniju definiciju graniqne vrednosti niza�
Tra
imo od uqenika da to sami pokuxaju� U tom ci�u postav�amo pita�a	

 Xta je bitno za qlanove niza �an� ako je broj a graniqna vrednost niza�

 Gde se nalaze qlanovi niza�

 Koliko ih je van proizvo�ne ��okoline broja a� a koliko u �oj samoj�

 Xta znaqi	 gotovo svi ili skoro svi qlanovi niza su u ��okolini broja a�
Kada dobijemo odgovore na ova pita�a� postav�amo pita�e	


 Kada je broj a graniqna vrednost niza �an��
Oqekujemo ovakav odgovor	

Broj a je graniqna vrednost niza �an� ako se u proizvo�noj
��okolini broja a nalaze gotovo svi qlanovi niza�

Zatim pokuxavamo da ovo zapixemo pomo�u simbola� Idemo postupno� Qi�
�enicu an � �a � �� a 
 �� obiqno zapisujemo u obliku jan � aj � �� Ovo va
i
pod uslovom n � n����� tj� ako je indeks n ��dovo�no veliki�� Dakle�

��n� �n � n���� �� jan � aj � ���

Ovo jox treba dopuniti qi�enicom da je � proizvo�an pozitivan broj i da se
za takav � uvek mo
e na�i n����� tj� ��dovo�no veliki indeks�� Prema tome�

��� � �� ��n����� ��n� �n � n���� �� jan � aj � ���

Kada je oko ispu�eno� ka
emo da je broj a graniqna vrednost niza �an��
Konaqno� ako uvedemo za graniqnu vrednost oznaku lim

n��
an� ima�emo	

a � lim
n��

an
def
�� ��� � �� ��n����� ��n� �n � n���� �� jan � aj � ��

�� ��� � �� ��n����� ��n � n����� jan � aj � ��

Vratimo se sada nizovima pod d� i e�� Kod niza pod d� an � �n oqigledno
je da se u svakoj ��okolini bilo kog broja nalazi samo konaqno mnogo qlanova
niza� pa je niz divergentan�



�	 D� Jovanovi�

Interesantniji je primer pod e� an � ����n 	
n
 �

n
� Tu smo uoqili dva

podniza	

a�k �
�k 
 �

�k
i a�k�� � �

�k

�k � �
�

Ako ova dva niza posmatramo odvojeno� mo
emo re�i da prvi ima graniqnu vre�
dnost �� a drugi ��� jer se u svakoj �ihovoj okolini nalaze gotovo svi qlanovi
odgovaraju�eg podniza� Ali� ako posmatramo niz �an� kao celinu� onda on ima
dve taqke 
broja� u qijim se ��okolinama nalazi po beskonaqno mnogo qlanova ni�
za� ali ni u jednoj gotovo svi qlanovi niza� Ovo su tzv� taqke nagomilava�a
niza� Upore�ujemo ova dva pojma	 graniqna vrednost niza i taqka nagomilava�a
niza� Postav�amo uqenicima pita�e	 xta je tu isto i u qemu je razlika�

Oqekujemo od uqenika� koji su prethodno shvatili� odgovor u smislu da u
oba sluqaja ima u proizvo�noj ��okolini beskonaqno mnogo qlanova niza� a raz�
lika je u tome xto su u sluqaju graniqne vrednosti niza gotovo svi qlanovi
niza u �enoj proizvo�noj ��okolini 
tj� van ��okoline samo konaqno mnogo qla�
nova niza�� dok u sluqaju taqke nagomilava�a taj uslov ne mora biti ispu�en�
Dakle� u svakoj ��okolini taqke nagomilava�a ima beskonaqno mnogo qlanova
niza� a koliko ih je van te okoline� to nije bitno� Ako je� me�utim� taqka na�
gomilava�a takva da se van svake �ene ��okoline nalazi samo konaqno mnogo
qlanova niza 
tj� u svakoj ��okolini su gotovo svi�� onda se radi o graniqnoj
vrednosti niza�

ZADACI SA �
� BALKANSKE
MATEMATIQKE OLIMPIJADE

�� Neka su O i G centar opisanog kruga i te
ixte trougla ABC� redom� Ako
je R polupreqnik opisanog i r polupreqnik upisanog kruga trougla ABC�
dokazati da je OG �

p
R�R � �r��

�� Neka je p prost broj i X � f p � n� j n � N i n� � p g� Ako je p � ��
dokazati da skup X sadr
i dva razliqita elementa x i y� tako da je x �� �
i da x deli y� 
N � f�� �� �� � � �g��


� Neka je ABCDE konveksan petougao� Oznaqimo saM � N � P � Q� R sredixta
du
i AB� BC� CD� DE� EA� redom� Ako se du
i AP � BQ� CR� DM seku
u istoj taqki� dokazati da ta taqka preseka pripada i du
i EN �

�� Dokazati da postoji podskup A skupa f�� �� �� � � � � ����	��g koji ima slede�a
svojstva	


a� � � A i ����	 � � � A�


b� Svaki element skupa A� osim jedinice� mo
e se predstaviti u obliku
zbira dva 
ne obavezno razliqita� broja iz A�


v� Broj elemenata skupa A nije ve�i od �����


