HACTABA MATEMATUWKE Y CPEIIHOJ IITKOJIN

Jparosmyo JoBanosuh

IIPUMEP METOJMNYRKOT ITPUCTYIIA N3T'PAIIBUA
IIOJMA TPAHVUYHE BPEJIHOCTU HU3A

YBon

C 0063upoM HA CYITHIHOCT TMOjMa FPAHWYHE BPEAHOCTH HU3d NPUPOIHO je na he
Taj MOjaM YUYEHUIU TEMKO TPUXBATUTY YKOIUKO HE Oy Iy aJeKBATHO IPUNPEMAHU 32 TO.
OsBaj panx mpencraB/ba DOKyNaj IOCTYIHOT yBOhema mojMa rpaHndHe BPeIHOCTH HU3A,
IpH YeMy Ce Ha KPajy AONAa3d IO KODEKTHEe U 33 yYeHWKe OPUXBAT/hUBE Ne(uHunmje
TOT IOjMAa.

Yobuuajero je na yIeHHIW TPETXOIHO OBJIAIA]y MOjMOM £-OKOJIMHE HEKOT Opoja i
3HAUYEHEM UCKA3a ,,lOTOBO CBU WIAHOBH HU3A (an) Cy Yy £-OkoauEnd Gpoja a*. ITo mme-
ju mpodecopa M. Mapjanopuha, KOpUCHO je na ce mpe HABeAEHHX IOjMOBA yUICHUIU
yIO3HAjy u ca ciegelluM mOjMOBAMA: OrPAHHYEHOCT HU3A, FOPHE (I0Mmbe) OrpanuYene
HU3a, TOTOBO ropwke (Home) orpanudene aHuza. OBo mocaegme OU OTAKIMALO IPUXBA-
Tame MOjMa £-OKOJIMHE W pa3yMeBame NCKa3a: ,,y IPOM3BOJBHO] £-OKOIMHA Opoja a cy
TOTOBO CBU YJIAQHOBW HU3A"“.

[IpernocTaBmaMo ma Cy YYEHANU HA TPETXOIHUM YACOBUMA NEOUHUCAIN HU3 KAO
mpecaugaBame N — R u ymosmaam ce ca mojMoM MOHOTOHOT Hm3a. Beh y Tom me-
Jay, IPUIAKOM NaBamba IPUMEepa Pa3HuX HuH30Ba, Tpebaso 6u ymorpebspaBaTu m3pas
,TJOTOBO CBH .

ITpuMEP 1. Kax maBoguMo mpumep KOHCTAHTHOT HU3a, Ha npumep (a,) =
(1,1,1,...), mosxkemo masectu u 5u3 (b,) = (4,3,2,1,1,1,...) unu, youmre, (z,) =
(z1,22,...,Tm,a,a,a,...) 3a koje moxemo pelin na cy ,roroso roucranrau“. [Ipu-
TOM HArJTAmaBaMO Ja TO 3HAYM JA, eBEHTYAJHO, CAMO KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU34
HACY jeHAKM KOHCTAHTH «, JOK Cy CBH OCTAJW jeJHAKM KOHCTAHTH a. Jla Gucmo
IPOBEPUIN Ja JU Cy YYEHHINH YCBOJUJIU IOjaM, AajeMO IpuMep

(an)=1(1,1,...,1,2)1,1,...,1,3,1,1,...,1,4 1,1,...)
e e e
100 Iy Ta, 100 Ty Ta 100 myTA

y KojeM ce mocie cBakux 100 jemumauna mojasiyje HOB mpupoman 6poj paszmmyut ox 1.
Moske ce ouekuBaTH Ha Ne HEKM OJ yUEHWKA TBDIUTH A je 0aBj HU3 ,,[OTOBO KOH-
crartan”. Tama Tpeba mocTaBuTH mUTame: [la M YIAHOBA HM3A PA3IMIUTHX OX 1
uMa KOHAUHO min OeckoHauno MuEOro? Kama ydyeHumk youm ma m TaKBUX YIAHOBA HU3Q
uMa OeCKOHAYHO MHOrO, cxBarmlie na HEje MCIYHEH YCIOB Ja CaMO KOHAYHO MHOTO
YIAaHOBA HU3a HUje jemHAKO 1, MTO 3HAYHW Ja HU3 HUje TOTOBO KOHCTAHTAH.

Caommreno Ha KomokBujymy o HacTaBu MaTeMmaTuke, Maremaruukn pakyiarer, Beorpan
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IIpuMEP 2. Kanma majeMo mpumepe MOHOTOHUX HHU30Ba, pemuMmMo (a,) =

11 1 1 .. R (bn) 123 n
-, =y.--y,—,... ], EOJU je cTporo omamajyhm, nwmm (b,) = | =, =, —,.--, ,
72737 7n7 ) .] .] p ﬂ,]y ) 2 34 7L+1

, Koju je crporo pacrylm, MOkeMO HaBecTH H OBakaB npumep: (c,) =

n—4
n—3
IU Ja je MoYeB OJ MeTOT dYaaHa CTPOro pacTyhim, ma momTo TO CBOjCTBO HE BaKH
3a OpBa YeTupuU YiaHa (HAKiIe, 33 KOHAYHO MHOTO YJIAHOBA), KakeMO na je mu3 ()
TOTOBO CTPOro pacryhu.

3,2,1,—,=,—,—, = ..), LOe 3a N > 5 BaKHL ¢, = 3a oBaj HW3 Ce BU-

Ha oBom MecTy Tpeba ykazaTd Ha pa3iumky y ZeQUHANUjaMa IOjMOBA MOHOTOHOT
7 TOTOBO MOHOTOHOT HH3a. Y CIyYajy CTPOTOT PacTema IMaMO Ne(UHUNmje:
Hus (a,) je crporo pacryhiu ako Baxu

(Vn € N)an, < @ny1-
Hus (a,) je roroso crporo pacryhiu ako
(Ing € N) (Vn = ng) ap < ant1-

Hapagsuo, arasoruo Basxku u 3a: pacryhe u rotoBo pacryhe, omagajyhe u roroBo
omamajyhe, crporo omamajyhe m roroBo crporo omaznajyhe mmsose. [lakie, oHO mTO
Baxku 3a cBako n € N y mpBOM ciydajy, y APYroM Baku mOo4eB on Hexor ng € N.
[Ipumehyjemo ma ce 3a ng = 1 Apyra mzepuEunuja CBOLW HA OPBY, Ia jé MOHOTOH HU3
yjeIHO U TOTOBO MOHOTOH.

ITpuMmEP 3.  Ucomraru MOHOTOHOCT HH3a HATOr (OPMYJIOM ONIITEr WIAHA
10"
Ap = ——.
n!
Kako cy ynaHOBE HM3a MO3UTHUBHE, MOMKEMO IOCMATPATH KOIUIHUK u yuo-
An41
pebuBaru ra ca 1. Mmamo
10"
Gnt1 1o+t 10
(n+1)!

1
AKOjen>10,0H/1ajen+1>10,Tj.%>1,Haje3ac3en>n0:10

UCOYHEHO Gy > Apy1. JlaTl HU3 je TOTOBO cTpOro omagajyhu.
1. OrpanuueHoCT HU3a
. 1 .
IMpuMmEP 4. Tlocmarpajuo um3 (a,) mar ca a, = 1 + —. IIpumehyjemo ma
n

1 .
3a ceako n € N Baxm 1 + — < 2. [lpyrum pedmma, CBAKM 9YJIaH TATOr HU3A je
n

Mambu O 2, OCHM IPBOI 4YiaHa, KOju je jemmak Opojy 2. Kaxemo ma je mm3 (an)
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OTPAHMYEH Ca rOpHke CTpaHe (IM OUPAHUYEH OJO3r0) U Aa je Opoj 2 jeHO HeroBo
20pme ozpanuveme. HapaBHO, TOpime OorpaHmdeme NATOT HH3A je U Ouio koju 6poj
sehu ox 2.

1 . .
Cnnuno, Baxku 1 + — > 1 3a cBako n € N, 1j. cBaku wnan maror mm3a Behu je
n

on 1, ma 3a Taj HM3 KaKeMO Ja je OrDAaHAYEH Ca IOme cTpaHe (UiIu 040310), a OBpoj
1 je jemmo meroso dome ozpanuueme. Ioma orpammuema Cy, Ha OIpUMep, 1 Opojesu:

0 2, —5 uTH, OMHOCHO cBE OpojeBu Mamu of 1.

) 57 gv -
YBomumo cnenehe nedunummje:
Hus (a,) je orpanmaen 0m03ro (Miam ca TOPEHE CTPAHE) aKO

(3IM € R)(Vn € N)a, < M;
uu3 (a,) je orpaEmden 040310 (MM Ca JOHEe CTPAHE) aKo
(3m € R)(Vn € N)m < ay;
Hu3 (@) je OrpaHuYeH aKO je OrPAHUYEH U OJO3TO M OLO3[0, Tj. AKO BAKU
(Im e R)(IM € R)(Vn e N)m £ a, < M.

Y mocmarpanoM mpumMepy Moxkemo pehim ma je o CBUX TOPEHUX OTPAHUYECHA
,Haj00Be“ OHO KOje HAM HAJIPENu3Hhje ONHCYje TOKIE Ce YIAHOBU HU3A IPOCTHPY
yaecHo Ha OpojHOj ocum. ¥ maroMm mpmMmepy TO je Opoj 2, U OH je HAjMaWwM OX CBHUX
TOPBUX OTPAHUYEHA. 3aTO CE 30BE NAJMAME 20PHe 02DAHUNEHE WL CYNPEMYM HA3A
(an), a 03HAUABA CA SUD -

Cnuuno, 01 CBUX JOHUX OTPAHUYEHA HAJBUIIE HAM O MOCMATPAHOM HU3Y TOBOPH
6poj 1, xoju mpencraBma Hajeelie dowe ozpanuuene WIH UHGUMYM HE3Q (Gn) K
o3Ha9aBaMo ra ca inf a,.

Y oBom mpumepy 0poj 2 je umaH HuW3a, NOK Opoj 1 He mpumana HU3Y, ma BAKI
1 < a, < 2 3acsako n € N. IIpema tome, uurepsaa (1,2] je mHajMamu HHTEPBAIL
KOJU CAAP|KU CBE WIAHOBE MOCMATPAHOr HHU3A (ap,).

Y Be3u ca HCTUM HU30M YMECHO je TOCTABUTU NUTAe: IITA jé CKYI CBUX TOPHUX,
a mTa CKyI CBUX JOmBUX OrpaHnyema Hu3a? Ha oBO muTame yuermmu tpeba caMu na
najy omrosop ([2,+00)  (—o0, 1]).
n+3
n+1

ITpuMmEP 5. Tlocmarpajuo caza Hus (a,) gar ca a, = . Ia mm je Taj

HU3 OTpAHUYCH?
n+3 n+1+2 2

= =1+ > 1 3a cBako n € N, mT0 3HaYN
n+1 n+1 n+1
IIa je MaTH HU3 OTPAHUYEH ONO37I0 7 13 je Opoj 1 jeMHO WEeroBo NOHme OrPAHUYEHE.
n+3 < n+3

n+1 no. n
010310 1 1a je 6poj 4 jeqHO HEroBO TOPHE OTpAHUUEHE.

3° Homro Baxu (Vn € N) 1 < a,, < 4, 13 (a,) je orpanndes.
Y Be3u ca OBUM HH30M MOCTABIbAJy C€ MUTAHA:
a) ma au je marepsad (1,4) HajMamu WHTEPBAJ KOJU CAIPKU CBE WIAHOBE HU3A;

Pewewe. 1°

o

=1+— < 43acBakon € N, mro 384490 42 je HU3 OTPAHAICH
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0) mTa je CKym CBUX rOPBUX, & IITa CKYI CBUX JOHBAX OTDAHUYECHA JATOT HHA3A!
Ha oBa mmrama ydyeHwmum camm, uim y3 MajIy DIOMON HACTABHWKA, MOTY Ia Iajy

H n+3 1 . .on+ el
oxrosope. Hamwme, u3 = JAKO Ce 3aKbydyje ma je Hajsehe
pis P ) 1 . ydyje zma ] ntl J

KaJa N y3uMa HajMamby BPEIHOCT, Tj. 3a n = 1, ma je a; = 1 + —— = 2 cynpemyM

1+1
Hu3a (ay,).

2 . .
Cnwuno, BpemHocT m3pa3a 1 + —— je yTOJHMKO Mama YKOJIHKO je n Behe, ma
n+1

ako ce n Heorpaumyeno yeehasa, u3pa3 1+ 1
n

octaje ysex Behu on 1, amum ce ox 1

pa3nuKyje Ipou3BOJBFHO MAJO. 3aKkbydyjeMo ma je 6poj 1 majsehe mome orpanmyeme,
1j. infa, = 1. IIpema Tome, 0AroBOp Ha mUTame HOX a) je HerarupBaH. Hajuamu
MHTEpPBAJ y KOMe Cy CBH WiIaHOBH Hu3a je (1,2].

6) U3 oarosopa Ha DPETXOAHO NUTAEmE IUPEKTHO CIEAW A je CKYI CBUX IOD-
BUX OTPAaHMYEHA NATOl HU3a MHTEPBAI [2,+00), a CKyI CBUX NOBHUX OrPAHUYECHA
nuTepBan (—oo, 1].

2. ToroBo ropme (Home) orpaHUUYerbe HU3A

. 1 .
ITpuMEP 6. ITocmarpajmo mm3 (an) mar ca a, = —. Illrta je ckyn cBux ropmux
n

orpanunyuemna Hu3a (a,)?

1
To je oumrmenuo ckym [1,+00). Youumo cana, Ha mpumep, 6poj 100" To mmje

. 1
rOpIHEe OrPAHUYEHE MOCMATPAHOT HU3A, jep Cy HEKH 4l1aHoBU TOr Hu3a (1, 33
1

1 1 1
%) sehnu ox 100’ aJ’ CBW YJIQHOBU HU3Q, MOYEB O 101 cy MaIH)I/I ()4 100 OJHOCHO,

1
OYeB O 100 Hucy Behu ox 1—00) Crora moskemo pehu nma je 100 rOPHE OTPAHNYCH:E

o1
3a TOTOBO neo Hu3 (a,), wim kpahe na je 100 FOTOBO TOPH:E OTPAHIYCHE HU3A (Up ).

Yommre, kaxeMo 1 je peasan Opoj a 20moso zopwe oepanuuene HL3A (an) aKO
BaKN
(3m e N)(Vn e N)(n 2m = ap, < a).

1 . .
100° @ 6pojy m 6poj

100. Kax ron je mamexc m 4inaHa HU3a a, jemHak wiau Behu ox 100, 6uhe a, <

Y marom mpumepy Opojy @ m3 0Be AePUHHUNUjE OATOBAPA

1
100°
Cagna mocrasumo murame: 1a aa je 0,001 roToBo ropme orpanmdeme HU3A (a,)

1
IaTor Ca A, = — 7

Jla 6GucMO OArOBOPUIIM HA OBO MUTAHE, TPAKUMO IPUPOAAH OPOj m, Takas ma je
an, < 0,001 kax rox je n > m. Vmamo
1 1

< —— <= n > 1000.

ap = S
n 1000
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IIpema Tome, n > 1000 —- ma je m = 1000 u 6poj 0,001 mpexncraBma

1
> -
n = 1000 . A
TOTOBO TOPEE OTPAHUYEHE NATOT Hu3a, Tj. mAecHO ox Opoja 0,001 ma OpojuOj ocm

11
HaJa3n ce KOHAYHO MHOTO 4iaHOBa Hu3a (1, 330 ), A Cy TOTOBO CBU JIEBO

) "7 999
ox 6poja 0,001.
Ha cawuam HaumH yBOAWMO W IOjaM FOTOBO JOWer orpanmuema. bBpoj b je zo-

moeo dome ozparuvenhe 33 HI3 (G,) aKO BAXKH
(3m e N)(Vn € N)(n 2m = a, 2 D).

1 .
ITpuMEP 7. 3a mu3 (a,), mar ca a, =3 — —, jeAHO TOTOBO NOKE OTPAHMYEEHEe
n

je, Ha mpumep, 6poj 219—07 jep Baku

>10 = L < L ! > L
n <= S
- n 10 n” 10
1 1 1,
= 3——23—E = B_EZQE
Hakne, m=10un>m = a, 2b= 2%. UcTo Tako, roTOBO MOWma OTpaHMIEHA
5 8
3a JATH HA3 Cy, HA IpUMep, n Opojesu 33 2%, 2%, 2%, 2% ura. Ckym CBEX rOTOBO
IOBUX OTPaHMYenha je HHTepBal (—00,3), jep Baxu
1 1 1 1
nEm= -<— = ——2>—— => 3—— 23— —.
n - m n m n m
Oryma 3a n > m Baxu
1 1
3——2b0b = 3——20,
m n

ma b € (—00,3).

IIpuMEP 8. Hocmarpajmo um3 (a,) HAT (GOPMYIOM ONIITEr UIAHA Oy, =

11 1
l—=4 - —- (=1,
2+3 +(=1) n

OmpeauMo HEKOJIMKO IPBUX YIAHOBA M MPEACTABUMO X Ha Opojroj ocu. Ilobm-
jamMo pemom

1 1
alzl, a2:1—§:a1—§, 0321—

a4 = a3 —

Ca 6pojue oce BummMo ma je as < a4 < ag U HaCIyhyjeMo ma je az, < Gapyo 32
cBako n. VcTo rako, BuaguMo 1a je a; > a3 > G5 ¥ HACAYNyjeMo Ha je azp—1 > Gon41
3a cBako n. Ho, oBO je mako m moka3aTm.
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Hauwme, u3 mperxomuor onpehuBama unaHOBa HU3A, HA OCHOBY Ae(UHUNNjE HIU3A,
M3TA3N

1 1 1
02n+2—a2n+1—2n—+2—02n+2n—+1—2n—+2 —02n+m7
a oxaBhe
(1) A2n42 > G2p 32 CBAKO 7.

OBo 3HAYW 13 je HOMHM3 JATOr HEU3a Ca MapHUM HHICKCHMa CTPOro pacryhn.
CiIn4YeO BasKu

1 1 1
n = n+ = nl— —+—-—— = n—-1" =T 7= 7>
241 = Q2 1 zn-1 = 5o+ 5o 1 2n—1 TICTESY
a omaBge
(2) (211 < Q2n-1 3a CBAKO 1,

MTO 3HAYA I3 je MOAHU3 AATOT HU3A €A HEMAPHAM WHIEKCHMA CTPOrO omanajyhu.

1
Ilame, U3 aopy1 = A2p, + ———— W3IA3N
5 n-+4 n 21’l + 1

(3) aon < A2n+1 3a CBaKo N.
Capa, ma ocuosy (1), (2) u (3) s3akmydyjeMo ga 3a cBaku HPUPOLaH GPOj N BaKu

(4) as < a4 < g < -+ < Aoy <A2pt1 < A2p—1 < - < az <ap.

Yronuko ce n mosehasa, pas3iuka as,+1 — A, = mocTaje cBe Mamba, ald je
9 + 9

1
2n+1
YBEK g, < Aant1. Ha ocmoBy (4) momemo pelim na je, ma mpumep, agni1, 32 OuiIO0
KOje 1, TOTOBO TOPHE OrPAHUYEHE NATOT HU3a, jep CaMO KOHAYHO MHOTO YIAHOBA
Hu3a (@) JTEKU AECHO O U2pt1-

Cunuro, a3, je, 3a OMIO KOje M, TOTOBO IOHE OrpaHmdYeme Hu3a (a,), jep caMo
b b b b
KOHAQYHO MHOTO YIAHOBA HU3a (G, ) JEKU JEBO O G2,. HapasHo, u cBaku Opoj Behn
OX Q2p41, 328 OWIO KOje M, je FOTOBO rOPHE OTPAHMYEHHE, KAO IITO je U CBAKW OPOj
MaBU OX (2, 38 OHIO KOje N, TOTOBO JOHE OrPAHAYEeIHe NATOr Hu3a (G, ).
. ) 11 1 1
IutamE 1. Ila am je 6poj b =1 — -+ - — — + -+ + — TOTOBO ropme

2 3 4 25
OTpaHUYEHE NATOT Hu3a?

Ha ocmoBy nOka3amOr CBU 4iaHOBU HU3A (@) Ca DAPHUM WHICKCUMA Cy MAmH
ox b, a YnaHOBH Ca HEmApPHWM WHIEKCHMA, Mamu cy ox b ako je n > 25. IIpema tome,
mecHo ox b cy camo wiaHOBW Hm3a ca mEiekcmMa 1, 3, 5, ..., 23. Ilakxe, b jecte
TOTOBO FOPHE OTPAHAYECHHE TATOT HU3A.

1 1 1
IINTAKE 2. [a au je 6pojc=1— 3 + 3~ T T FOTOBO NOHE OTPAHNYCH:E
maTor Husa’?

CBu uynaHOBM HM3A Ca HEMAPHNM WHIEKCHMA Cy IECHO Of ¢, a JECHO OX C Cy |
OHI YJAHOBH Ca MAPHUM HHAEkcuMa 4duju je magekc Behum ox 48. IIpema Tome, meBO
OJ ¢ UMa CAMO KOHAYHO MHOTO WJIAHOBA HU3a. 10 Cy az, a4, Gg, ..., Q46. Jlaxie,
Opoj ¢ jecTe TOTOBO NOMHE OTPAHUYEHE TATOT HU3A.
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3. IIojam rpanmMuHe BPpeOHOCTU HU3Aa — WHTYWUTUBHU IIPUCTYI

ITonazumo ox caemneher mpumepa.
IIpuMEP 9. Ilatu cy HEH30BHI
1 1"
a) a, = —, b) an:(—, c) ap=14+-—"—
n n n
n+1
o

d) a,=2", e) a,=(-1)"-

Hahm mekoamko mpBHX 4YIaHOBA HU3A, a 3aTHM OPONEHUTH MOCTOju Ju OpPOj KOME ce
npubiamxaBa a, Kam n Heorpanmdeno pacrte. [locroju nm Takas Opoj 3a CBAKU Of
IaTuxX HU30Ba?!

1 11
203 4
MehyjemMo na cy cBM WIAHOBM HU3a MO3WTWBHE OpojeBW ¥ 1a je cBaku ciaexehm cse
mamu. Hacnyhyjemo ma ce a,, mpubamkaBa Hyn: Kag ce n Heorpanmdero ysehasa u
IUIIeMo

Pewemwe. a) 1, ., mim Ba OpPOjHOj ocm Kao Ha caummm a). llpm-

a, —0 kKam n — oo

(4uTaMo: @, TERU HYIW Kaj N TeKH OECKOHAYHOCTH).

a) b)

Ha 06pojuOj ocu 1O 3HAYM ma ce Tadyka @, NpubmmkaBa Tavyru 0 Kax Ce WHIEKC
n WiaHa a, #EU3a (a,) yBehasa, OIHOCHO ma ce pacrojame usmeby tagaka a, u 0
CMamyje I MOCTaje MO BOJBU MAJIO AKO je MHAEKC 7 YIAHA O, JOBOJHO BeluKH. J[pyrum
peunma, pasmumka OpojeBa G, m 0 MO AmCONYTHOj BPEIHOCTH MOCTAje IO BOJM MAaJa
KA UHIEKC N 9IaHA G, TOCTAHE TOBOJHFHO BEIUKH.

b) —1, %, —é i —é, %, ..., B. cnmky b). Youasamo ma je caku ciemehnm
YJaH HA3a Ca CYNPOTHE CTPaHe OJ HyJe Yy ONHOCY Ha OPETXOIHW, aJH je OJImKe HyJIu.
3ampaBo, IOCTOje ABA MOIHU3A:

1 1 1
-1, -, —,—, ... 3an=1,3,5,7,
375 7
1111 9 468
2 4 6 8 3a‘n_ b b b b
Y oba cayuaja Baxkn a,, — 0 Kagn — oo.

325476

c) 0,
,) 27345 67 i
OBJIE je CBaRW cnenehn 4YJaH ca CympoTHE cTpaHe Opoja 1 y OQHOCY HA TPETXOHH,

., B. caugy c¢). CIMYHO Ka0 y IPETXONHOM IPHUMEDY,
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axn je bnmxe 6pojy 1. U oBme yogaBaMo ABa mOZHM3A:

072739,_,. san=1,3,517,...
3'5°7
357
= T zan=246,...
2°4°6

IIpBu momum3 je pacryhm, aam, momrTo je Opojuialm yBek 3a 1 MamK O HMEHHOIA,
cBaku 4inad je Mmawu ox 1. Cakn cremehu wnan 6amkun je 6pojy 1, a pazmumka 6poja
1 u mpOW3BOBHOr WiaHA TOT MONHU3A MOXKE C€ YUMHHTU OHOJIMKO MAJOM KOJIUKO TO
xkemuMmo. Tpeba caMo y3eTu nga je n TOBOJBHO BEJUKH OpO].

Hpyru 5u3 je onaxajyhu, amu je cBaku meros unan Behu ox 1, a cBaku ciaemehn
je ommxkn jemmuumu. akme, y oba ciydyaja BEAAMO O

a, — 1 ®Kam n — 0.

c) e)

d) 2, 4, 8, 16, 32, ... . Kax n meorpammuero pacre, Taja U 4iad a, = 2"
HEOTDAHUYEHO PACTE.
)2 3 45 67 ). 0
e) -2, -, ——, -, ——, =, ..., cmuka e). OBge mMaMoO ABA HONHU3A:
) 27 37 47 57 67 ) rI[ rI[ rZL
4 6 8
—27—57—37 ?7 33477/:17 37 57 7,
3579
-, = =246,8, ...
274767 8 3an b b b b

IIpBu w3 je pactyhm u cBakm caenehm wiman 6amwxkn je 6pojy —1, a apyru je omamga-
jyhu u cBaku cnemehu unan Gmmxu je Gpojy 1.

Y cayuajeBuma a), b), ¢) rpaxkenm GpojeBu HOCTOje W 30BEMO UX IDAHUIHAM
BPENHOCTMMA MNATUX HU30BA, & TAKBE HU30BE 30BeMO KoHBepremTHumM. Octama mBa
HUW3a Cy AUBEPTEHTHH.

Ha oBaj HAUNH yYeHWOW MHTYUTHBHO CTUUY MOjaM TDAHAYHE BPEIHOCTH HU3A, &
7 IOjMOBU MOHOTOHOCTH M OFPAHMYEHOCTH HM3A MOCTA]y UM OJMEKHN W jACHUjH.

4, Tlojam c-OKOJIMHE HEKOT Opoja

Y mumpy mpenusHUjer TePUHUCAEmHA MOjMa TPDAHUYHE BPETHOCTH HUW3A, YBOIUMO
mOjaM £-OKOJIWHE HEKOT OpOoja ¢ Kao MHTEPBAJ

(a—c,at+e)={z|a—ec<z<a+e}

nysxuee 2¢ (& je mO3UTUBHA peajial Opoj), B. IPBY cauky Ha caexelioj crpanm.
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Heka cana mexu unanm mmsa (a,) Opumaga £-OKOJIMHE OpOja @, Tj. HEKA G, €
(a — €,a + ). Tlocrasumo muTame: koje je majsehie pacrojame Opoja (Tauke) a, Ox
Opoja (rauke) a?

Yuenunm ca Apyre Of OPETXONHEHX CJIMEA MOPajy da yode Oa TO PacTOjame He
Ipesa3u BeIWYNHYy €, TauHUje, YBeK je Mame of £. llakwe, |a, —a| < £, a 0BO 3HAUN
HCTO ITO U ay, € (@ — £,a + £), Tj. BAXH

an € (a—c,a+¢) < |a, —a|] <e.

OBO je Ba:kKHO 1A Ce CXBATH A O C€ PA3yMEIO OHO MTO CIE.IN.

IIutAwE 1. IHocmarpajuo e-oromuny Opoja a. Heka je a + € roTOBO ropme
orpanudeme Hu3a (a,). IllTa ce moxke pehn 3a unanose Huza (a,)?

IIuTAKE 2. Heka je a — ¢ ToT0BO gome orpanndemne mu3a (a,). llra ce moxe
TBPIUTH 33 YIaHOBE HU3A (ay,)?

IINTAKE 3. Heka je a4 & roToBo ropme U ¢ — € TOTOBO IOHE OTPAHIYCEHE HI3A,
(an). Mlra ce moxke TBpAUTH 3a 4naHOBE HU3A (G, )7

Oxrosope Ha mocTaB/beHA MUTAKA TPeOAIO OU ma majy camMm ydIeHWIu.

O0zoeop 1. IlecHO Of @ + £ WMa CaMO KOHAYHO MHOTO WIAHOBA HU3A ().

Oozoeop 2. JleBo o @ — £ UMa caMO KOHAYHO MHOTO YJIAHOBA HU3A (G, ).

002060p 3. C 003upoM Ha IPETXOMHA ABA OATOBOPA, y £-OKOJHHEH Opoja a Cy
FOTOBO CBU YIAHOBHU HU3A (G, ).

3AIATAK. 3a uusose u3 npumepa 9 a), b), ¢) yzeru 3a ¢ speguocru 0,1; 0,01;
0,001; 0,000001, ma ogpenuTH KOJUKO Ce UIAHOBA HU3A HAJA3U Y £-OKOJWHU TAUKE @
(rme je a rpaHUYHA BPEIHOCT HU3A), & KOJIUKO BAH He.

1)
Pewemwe. Y3MuMO Ka0 IpUMep 3aJATAK MOX C), Tj. HA3 OAT Ca ap = 1 + u
n
OBme je a = 1.
1° e =0,1. Tagma je (a —=,a+¢) =(0,9; 1,1).
—leio oo ¢ (09:1,1)
= R _— = oa . .
a9 91 10 »y a9 Wy Lyl )y
aip = 1 + — = 171 ¢ (0797 171)a
10
1 1>1 ! 09m1l 1<11 €(0,9;1,1)
= _—— —_—— = I/I _ — Ha . .
@11 111 110 ) | 11 IR} @11 oy Lyl )y
=14 =<1+ — 1+—>09 0,9;1,1).
@12 +12< +107a +12>77Haa126(7a7)
CnudHo 3akbydyjeMo Aa ai3, G14, ... Opunagajy uarepsaxy (0,9; 1,1).

Bau c-oroamue 6poja 1 (3a ¢ = 0,1 moxemo pehu 0,1-okonune) HANA3W Ce IPBUX
10 uwramosa Hu3a, a cBu ocranu (ca magekcom n > 10) cy y e-okonunm Gpoja 1.
Ilakie, rOTOBO CBU WIAHOBW HWU3A Cy Y £-OKoJUHE Opoja 1.
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Uctu pesynrar mobujamo m kopucrehu ropmy eksuBanenmujy. Ha mpumep, 3a
11 IMaMO

1 1 1 1
lagy —1|=({1—-—= )| —-1|=|-—|=—<—==¢, maap; €(0,9;1,1).
11 11 11 10

3a mpousBosmaH wiaH Husa (a,) umaliemo ma je

-n" 1 1
u—1‘:—<0,1 3an>0—,Tj.3an>10.
n

—al=11
|an a| ‘+ n ,1

Haxie,
n>10 = |a, — 1/ <0,1=c¢.

2° ¢ = 0,01. Homasmajyhu mperxomsm mocrymak (Heka ydemunu 1O ypagze!),
mobujaMo ma

(=D"

n

n =1
jan = al ‘+ 0,01

1 1
—1‘:—<0,01 3an > ——, 1j. 3a n > 100.
n

Haxie, cBu ynanoBu HE3a ca uggexcom n > 100 cy y 0,01-okonunm 6poja 1, ma Baxn
n>100 = |a, — 1| < 0,01 =¢.

3° Ha mcru mavunn 3akmydyjemo na ce Bar 0,001-okosmuue 6poja 1 mamazm 1000
YIaHOBA HU3A, a cBu mpeoctaaun cy y 0,001-oxonumum Gpoja 1, Tj.

n>1000 = |a, — 1| < 0,001 = ¢.

3a e = 0,000001 3akmydak je camaanr — Tpeda yzerm n > 1000000 ga 6u ce mobumiao
lan — 1] < e.

IMuTAwmE 1. lra he 6urn 3a ¢ = 1 wnu ¢ = 2 (uctu 3agaTak)?

1-okonuna Gpoja 1 je (0,2), ma cy y ®»0j CBE WIAHOBM HH3a OCHM a1, HAKIe,
roToso cBu. 2-okoamHa 6poja 1 je (—1,3) u y ®oj cy cBu unanosu uu3sa (a,), na je
u 10 obyxBaheno m3apasom ,,rOTOBO CBH“.
(="

IIUTAWKE 2. Ako 3a uctu uu3 (a,), mar ca a, = 1+ , Y3MEMO yMeCTO

o6poja a = 1 mexm apyru 6poj, ma npumep b = 1,25, ma gum he cBaka e-okoamuaa 6poja
b camp:xkaBaTH TOTOBO CBE YIaHOBE HU3AT

OBme ce Bumm ma, Ha mpumep, 3a € = 0,5 rOTOBO CBM WIAHOBM HHU3A Cy y £-
okosmun Gpoja b. Cumwmuno je 3a ¢ = 1 mwiam ¢ = 0,3. Mebhyrum, 3a ¢ = 0,2 uinm
¢ = 0,1 m yBek kama je ¢ < 0,25, TOTOBO CBU UJAHOBU HU3A CY BAH TAaKBe £-OKOJMHE
6poja 1,25, a y TOj £-OKONUHN MMa UX CAMO KOHAYHO MHOTO.

W3 oarosopa Ha 0BO muTame Tpebaso Om ma yuYeHWIW U3Bemy OAroBapajyhm 3a-
kpydak. Hamme, jemmuo 3a ¢ = 1 Baxm Oa CBaKa £-OKOJUHA CAODKI TOTOBO CBE
unanose Hu3a (a,). Bam e-okonune Gpoja 1 mHama3um ce caMO KOHAYHO MHOTO YIAHOBA
HM3a, a KOJUKH je Taj OpOj 3aBUCH Of Benmdmue Opoja €. 1)

—1)n

Bpoj 1 3oBemo rpammuynoM Bpemsomhy Husa (a,) FATOr ca a, = 1 + ——, a
n

3a #u3 (ay,) KAKEMO [a je KOHBEPTeHTAH.
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Y samamuma mox a) u b) rpammuna Bpeanoct je 0, ma ce Ha UCTH HAYMH A00Uja
|an, — 0] = |an| < ¢ 3a n > ng(e).
Y ommreMm ciydajy Bakm
lan, —al < ¢ 3a CBAaKO 1 > no(e)
YKOJMKO j€ ¢ TDAHUYHA BPEIHOCT HU33 (U, ), WIM APYradwje 3amuCaHO:

(Vn)(n > no(s) = lan —al <¢).

5. IeduHnnuja rpaHNYHEe BPEIHOCTU HU3A

Cana Beh MokeMO Ha TaMO ODPENU3HUjy AePUHUNU]Yy TPAHUYHE BPEIAHOCTH HU3A.
TpasxkuMo of y4eHHKA Ja TO CaMU MOKymajy. Y TOM IU/bY HOCTABIHAMO MUTAHA:
[Ita je butHO 3a unanoBe Hu3a (a,) ako je OPOj @ TpPaHUYHA BPEIHOCT HU3A!
Cme ce manase unanoBu HU3a?

Koamko ux je Bam mpousBosbHe c-OKOJIMHE OpPOja @, a KOIMKO y HBOj caMoj?
[Ira 3maun: 20moe0 ceu WM CKOPO CEYU IIAHOBU HU3A CY Y £-OKOJUHA Opoja a?
Kama mobujemo oxrosope Ha 0Ba MHTAHma, DTOCTABHAMO MUTAIE:
e Kana je 6poj a rpammuna Bpeggoct Huza (a,)?

OuekyjeMo OBaKa® 0ArOBOP:

Bpoj a je epanuuna epednocm wusa (a,) axo ce y npoussonmHoj
£-0K0AUNY OPOJa @ HAAG3E 20MOBO CBU UAGHOBU HU3A.

3aTuM IOKymaBaMo na OBO 3ammmemo moMohy cumbosa. Mmemo moctymmo. Ym-
BeHuNy a, € (a — £,a + ¢) obuuno 3amucyjemo y obnury |a, — a| < . OBo Baxkm
[0 yCIOBOM 7. > Ng(€), Tj. AKO je WHIEKC N ,,MOBOJBHO Bemuku“. [lakie,

(Vn)(n > no(s) = lan —al <e).

OBo jom Tpeba NONYHUTH YUHEHWIOM [Oa je & MPOM3BOJBbAH MO3UTHBAH OpPOj U ma ce
3a TakaB ¢ yBek Moxke Hahu no(c), Tj. ,,M0BOMBHO Benuku mamekc. Ilpema ToMme,

(V2 > 0) (Fno(2)) (Vn) (n > no(e) = |an, —al| < ¢).

Kana je oko ucmymeno, kaxeMo aa je 6p0j ¢ TpaHUYHA BPEIHOCT HU3A (dy, )-
Komauno, ako yBememo 3a rpaHWYHY BPENHOCT O3HAKy lim a,, mmahemo:

n— oo

a= lim a, el (Ve > 0) (Ing(e)) (Vn) (n > ng(e) = |an —a| <e)

n— oo

< (Ve >0)(Ing(c)) (Vn > no(e))|an —al < e.

Bpartumo ce caza muzosuma nox d) u e). Kox mmsa mox d) a, = 2™ ounrmenno
je ma ce y CBaKOj €-OKOJMHE OMJIO KOr Opoja HAIa3w CaMO KOHAYHO MHOLO WJIAHOBA
HU3a, 1 je HU3 JUBEPTeHTAH.
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1
Wurepecantauju je mpumep mog e) a, = (—1)" - nt Ty cmo younmnm msa
IO THU3A n
2k+1 2k
asr = P — n aor_1 — ————.
2k 5% 2k—1 5% — 1

Axo oBa mBa HM3a MOCMATPAMO OABOjEHO, MOkeMO pehiw na mpBU MMa TPDAHUYHY Bpe-
muocT 1, a mpyru —1, jep ce y CBakOj BUXOBOj OKOJUHHU HAJIA3e FOTOBO CBU UJIAHOBU
omrosapajyhier nogausa. Amm, ako mocMarpamo Hu3 (a,) KAO HENUHY, OHAA OH MMa
nse Tauke (6poja) y 4ujuM ce £-OKOJIMHAMA HAJIA3M IO DECKOHAYHO MHOTO 4IAHOBA HU-
3a, Al HU Y jeOnoj 20mo80 ceu 4aan08u Hu3e. OBO CY T3B. Mauke HAZOMUALEAHE
nuza. Ynopehyjemo oBa qBa mojMa: IPAHUYHA BPEIHOCT HU3A W TAYKA, HATOMUJIABAHA,
Em3a. [ocTaBBaMO yUEHUIMMA TUTAMHE: MTA je Ty UCTO M Y 4eMy je pasauka’

Owuekyjemo On y4eHHKA, KOju Cy IPETXONHO CXBATHUIH, ONTOBOD ¥ CMHUCIY A& Y
oba ciaydaja mMa y IPOM3BOJBHO]j £-OKONMHN OECKOHAYHO MHOTO UTaHOBA HM3A, & Pa3-
JIWKa je y TOMe ITO Cy y CIyd9ajy CPAHWYHE BPEIHOCTH HU3A 201080 COU YAGHO8U
HU3a ¥ BEHOj IPOU3BOJBHO)j £-OKONUHU (Tj. BAH £-OKOJMHE CAMO KOHAYHO MHOTO 9ia-
HOBa HM3A), JIOK y CIydajy Tavyke HATOMUJIABAIHA Taj YCIOB He MOPG DUTH UCIYHEH.
Ilakie, y CBakKOj €-OKOJMHU Ta4YKe HATOMIIABAKka HMA DECKOHAYHO MHOIO UIAHOBA
HW3a, & KOJWKO WX je BAaH Te OKOJWHE, TO Huje OutHO. AkO je, mehyrum, Tauka Ha-
TOMUIaBaka TakBa Ja Ce BaH CBaKe IEHE £-OKOJIWHE HAJA3W CaMO KOHAYHO MHOTO
4IAaHOBA HE3a (Tj. Yy CBAKOj €-OKONWHU Cy TOTOBO CBH), OHIA C€ PaJl O TPAHAYHO]
BPENHOCTH HU3A.

3AOAIIN CA 13. BAJIKAHCKE
MATEMATWUYERE OJIMMIINJAIE

1. Heka cy O u G menrap omucanor kpyra u Texmmre Tpoyria ABC, pemom. Axko
je R momyupeyHuk OMMCAHOT W I MOJYIPEYHUK YOUCAHOT Kpyra Tpoyriaa ABC,

nokazatu ga je OG < /R(R — 2r).

2. Hexka je p mpoct 6poju X = {p—n? | n € Nun? < p}. Axo je p > 5,
INOKa3aTu Ja CKym X CAIp:KHU ABa PA3IUduTa €IEMEHTa X W Y, TAKo Xa je o 7 1
ngax memmy. (N={1,2,3,...}.)

3. Heka je ABCDFE xomsekcan neroyrao. Osmaunmo ca M, N, P, Q, R cpenumra
nyxu AB, BC, CD, DE, EA, penom. Axo ce nyxu AP, BQ, CR, DM cexy

y HCTOj TAYKW, TOKA3aTH HA Ta TA4Ka IpPeceka mpumana u nyxum EN.

4. Jlokazatu xa mocroju moackyn A ckyma {1,2,3,...,2199

CBOjCTBA:

(a) 1€ Am 2199 — 1€ A

(6) Ceaku emement ckyma A, OCUM jeJUHHWINE, MOKe C€ MPEICTABUTH y OOIHUKY
36upa nsa (He obaBe3Ho pasmmuura) Gpoja u3 A.

— 1} koju nma crenehia

(8) Bpoj ememenara ckyna A muje Behim ox 2012.



