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NEKI ALGORITMI NA GRAFOVIMA

U ovom qlanku �e biti opisani neki algoritmi na grafovima� pretraga po
dubini� pretraga po xirini� nala�e�e najkra�eg puta �Dijkstra�in� Floyd�ov i
Warshall�ov algoritam�� i nala�e�e minimalnog drveta razapi�a�a �Prim�ov
algoritam�	

�� Uvod

���� Definicija grafa i osnovne osobine� Graf G � hN�Ei karakte�
rixu N 
 skup qvorova grafa i E � N �N 
 skup ivica grafa �skup qvorova
grafa i veza me�u qvorovima�	

Graf je neorijentisan �dvosmeran� ukoliko va�i� ��x� y � N� �x� y� � E �
�y� x� � E	 U suprotnom je orijentisan �jednosmeran�	

Put izme�u qvorova x i y je niz ivica �x� a��� �a�� a��� �a�� a��� � � � � �an� y�	
Povezane komponente grafa �connected components� su skupovi qvorova� gde su
svaka dva qvora u datoj komponenti povezana putem	 Graf je povezan ako su svaka
dva qvora u grafu povezana putem �odnosno� ako graf ima taqno jednu komponentu
povezanosti�	

Komponenta jake povezanosti �strongly connected component� grafa je skup
qvorova� od kojih su svaka dva povezana putem u oba smera	 Orijentisan graf je
jako povezan� ako za svaka dva qvora x i y postoji put od x do y i put od y do x�
odnosno ako sadr�i taqno jednu komponentu jake povezanosti	

Ciklus je put u grafu qiji je poqetni qvor jednak zavrxnom	 Graf je aci�
kliqan ako ne sadr�i nijedan ciklus	 Acikliqni povezani graf nazivamo drvo	
Drvo razapi�a�a �spanning tree� je drvo u grafu� koje sadr�i sve qvorove grafa	

���� Naqini predstav�a�a grafa� Postoji nekoliko naqina pred�
stav�a�a grafova raznim strukturama podataka	 Izbor naqina predstav�a�a
zavisi od veliqine grafa �broja qvorova�� vrsti operacija koje se izvode nad
grafom� i jednostavnosti implementacije	

Graf se mo�e predstaviti matricom puteva� xto je najjednostavnije im�
plementirati	 Takav pristup je pogodan u ve�ini operacija nad grafovima	
Utroxen je memorijski prostor veliqine O�n��� xto u nekim sluqajevima ni�
je zadovo�avaju�e	 Na primer grafovi na slikama 
 i � se mogu predstaviti
matricom u tabelama 
 i �	 Matrica puteva neorijentisanih grafova je sime�
triqna	

U sluqaju malog broja ivica �jEj je mnogo ma�e od n�� graf je pogodno
predstaviti nizovima ivica	 Za svaku ivicu se bele�i poqetak� kraj i du�ina	
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Neke operacije je pri tome slo�enije implementirati� ali je zauze�e memorije
ma�e	
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Slika �� Primer neorijentisanog grafa Tabela �� Matrica rastoja�a grafa

sa datim rastoja�ima sa Slike �

Graf mo�e biti formiran implicitno� najqex�e pri razmatra�u pozicija
neke igre	 U tom sluqaju pozicije u igri predstav�aju qvorove� a dopuxteni
potezi ivice takvog implicitnog grafa	 Najqex�e se memorixe samo ma�i deo
grafa u svakom trenutku� jer zbog velikog broja pozicija u svakoj realnoj igri�
memorijski resursi ne dopuxtaju memorisa�e celog grafa	
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Slika �� Primer neorijentisanog grafa Tabela �� Matrica puteva grafa

sa datim vezama sa Slike �

Pri operacijama sa grafovima mogu biti pogodne strukture podataka stek
�stack ili LIFO � Last In First Out� i red �queue ili FIFO � First In Fir�

st Out�	 Osnovne operacije nad �ima
su stavi�� �push�� � i uzmi�� �pop�� �	
Prva dodaje novi element u strukturu�
a druga uzima element iz strukture �uz
osloba�a�e prostora koji je dati ele�
ment zauzimao�	 U sluqaju stek�a se pri
uzima�u dobija zad�a dodata vrednost�
a u sluqaju red�a je to prva dodata vre�
dnost �videti Sliku ��	

Slika �� Stek i red
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�� Pretraga grafova

U velikom broju sluqajeva je potrebno pristupiti svim qvorovima gra�
fa i izvrxiti odre�enu operaciju nad svakim od �ih	 Pretragu poqi�emo od
nekog unapred zadatog qvora	 Rekurzivno pretra�imo sve susede datog qvora�
bele�imo ih� i pri tome formiramo drvo pretrage	 Pri pretrazi najqex�e nu�
merixemo qvorove	 Postoje vixe vrsta numeracija� numeracija qvora pre pre�
trage susednih qvorova �prenum�� numeracija posle pretrage susednih qvorova
�postnum�� itd	

Ukoliko po zavrxetku pretrage poqete od nekog qvora� postoje nepretra�eni
qvorovi �graf nije povezan ili jako povezan u sluqaju orjentisanih grafova�� go�
re pomenuti postupak �pretragu� ponav�amo poqevxi od jednog od nepretra�enih
qvorova	 Postupak ponav�amo sve dok ima nepretra�enih qvorova	

Zapis datog algoritma u slobodnoj formi je�

procedure pretraga po dubini�

deklaracije

for i��� to n do markiran�i���false�

for svaki cvor v�N do

if not markiran�i� then ppd�v��

Pretraga po dubini

end�

procedure pretraga po sirini�

deklaracije

for i��� to n do markiran�i���false�

for svaki cvor v�N do

if not markiran�i� then pps�v��

Pretraga po dubini

end�

Slika �� Drvo pretrage grafa sa Slike ��

���� Pretraga po dubini� U sluqaju pretrage po dubini �depth��rst
search�� pri rekurzivnoj pretrazi susednih qvorova� odmah pretra�ujemo celo
poddrvo� koje odgovara prvom susedu� a zatim ostala poddrveta koja odgovaraju
ostalim susedima	

Zapis datog algoritma u slobodnoj formi je�

procedure ppd�v�cvor��

deklaracije

markiran�v���true�

if prenum then write�v�� Ako je izabrana prenum numeracija

for svaki cvor w takav da �v�w��E do

if not markiran�w� then ppd�w��

if postnum then write�v�� Ako je izabrana postnum numeracija

end�

Ako je e � jEj� tada je vremenska slo�enost algoritma O�maxfn� eg�	



Neki algoritmi na grafovima ��

Pretraga po dubini prime�ena na graf sa slike 
 daje drvo pretrage na
slici �	 Sa leve strane svakog qvora je ispisana prenum� a sa desne postnum
numeracija qvorova pri pretrazi	

���� Pretraga po xirini� U sluqaju pretrage po xirini �breadth�
�rst search�� pri rekurzivnoj pretrazi susednih qvorova� odmah pretra�ujemo
sve neposredne susede poqetnog qvora� pa zatim �ihove susede� � � � 	 Konkretna
realizacija je preko strukture red	 Na poqetku u red R upisujemo poqetni
qvor	 U svakom koraku uzimamo qvor iz R �sa poqetka�� i na kraj R stav�amo
sve trenutno nepretra�ene susede teku�eg qvora	

Zapis datog algoritma u slobodnoj formi je�

procedure pps�v�cvor��

deklaracije

R��prazan�

markiran�v���true�

stavi�R�v��

while R nije prazan do

begin

uzmi�R�u��

for svaki cvor w takav da �u�w��E do

if not markiran�w� then

begin

stavi�R�w��

markiran�w���true�

end�

end�

end�

Slika �a� Graf G

Vremenska slo�enost algoritma je ista kao kod pretrage po dubini
O�maxfn� ag�	

���� Nala�e�e komponenti po�
vezanosti� Najefikasnije nala�e�e
komponenti povezanosti u sluqaju neo�
rijentisanog grafa je korix�e�em pre�
trage po dubini ili pretrage po xiri�
ni	 Svako drvo pretrage odre�uje po je�
dnu komponentu povezanosti	

U sluqaju jako povezanih komponen�
ti orijentisanog grafa� situacija je ne�
xto slo�enija	 Potrebno je�

Slika �b� Graf G�
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a� Izvrxiti pretragu po dubini grafa G polaze�i od proizvo�nog qvora	
Pri tome izvrxiti postnum numeraciju	

b� Formirati graf G� � hN�E�i�
E� � f�u� v� � �v� u� � Eg	 Graf G� ima
iste qvorove kao i G� a ivice grafa G�

su u suprotnoj orijentaciji od G	
c� Pretra�imo graf G� po dubini

poqev od qvora sa najve�om vrednox�u
postnum �postnum�u��n� numeracije u
prethodnoj pretrazi grafa G	 Ukoliko
nisu svi qvorovi pretra�eni� pretragu
nastavimo od nepretra�enog qvora qiji
je postnum najve�i	

Slika �c� Jako povezane komponente grafa G

d� Svako drvo pretrage u delu c� odre�uje po jednu komponentu jake poveza�
nosti	

Primer nala�e�a komponenti jake povezanosti orijentisanog grafa sa sli�
ke �a je dat na slikama �b i �c	 Na slici �b je sa leve strane svakog qvora
iz G� data postnum numeracija pri pretrazi grafa G	 Pretraga grafova G i
G� obezbe�uje da su svaka dva qvora �u svakoj komponenti� povezana putem u oba
smera	

�� Nala�e�e najkra	eg puta

���� Dijkstra�in algoritam� Potrebno je na�i najkra�e rastoja�e od
jednog qvora grafa �bez uma�e�a opxtosti mo�emo smatrati da je to prvi qvor�
do svih ostalih	

Na poqetku Skup � f�� �� � � � � ng	

U svakom koraku nalazimo qvor min koji pripada skupu neuk�uqenih qvo�
rova Skup� a najbli�i je skupu N n Skup	 Taj qvor izbacimo iz niza Skup�
i a�uriramo najkra�e puteve uvode�i u razmatra�e novi qvor	 Pri tome
ispitujemo dosada na�eni najkra�i put D�i� i put preko qvora min� koji je
D�min� � S�min� i� �najkra�i put do min i direktno rastoja�e od min do i�	
Implementacija u programskom jeziku PASCAL je�

procedure Dijkstra�

var S�array��		MAXN��		MAXN� of real� Polazna matrica rastojanja grafa

D�array��		MAXN� of real� Niz trenutnih minimalnih rastojanja

Put�array��		MAXN� of integer�

Skup�array��		MAXN� of boolean� Da li element i pripada skupu Skup

i�k�n�korak�min�poc�zav�integer�

begin

read�poc�zav�� Pocetni i zavrsni cvor

for i�
� to n do Postavljanje pocetnih vrednosti

begin

D�i��
S���i��

Skup�i��
True�

end�



Neki algoritmi na grafovima ��

for korak�
� to n�� do

begin

k�
��

while not �Skup�k�� do k�
k
��

min�
k� Nalazenje cvora grafa izvan skupa Skup koji mu je najblizi

for i�
k
� to n do

if Skup�i� and �D�i� � D�min�� then min�
i�

Skup�min��
false� Ukljucivanje datog cvora u Skup

for i�
� to n do Azuriranje niza rastojanja

if Skup�i� and �D�i� � D�min� 
 S�min�i�� then

begin

D�i��
D�min� 
 S�min�i��

Put�i��
min�

end�

end�

write�zav�� Stampanje u obrnutom poretku puta od poc do zav

repeat

zav�
Put�zav��

write�zav��

until zav
poc�

end� Dijkstra

Vremenska i prostorna slo�enost datog algoritma je O�n��	

Na primer za graf sa slike 
 se primenom datog algoritma dobija�

U prvom koraku za rastoja�a uzimamo du�inu direktnih puteva od 
	 qvora	
Najkra�e rastoja�e je do �	qvora �
��� pa taj qvor isk�uqimo iz skupa Skup	 U
slede�em koraku ispitujemo puteve preko �	 qvora	 Za �� �� �	 i �	 qvor je takav
put kra�i od direktnog� pa postaje najkra�i	 Najkra�e rastoja�e �do qvorova
iz Skup�a� dakle ne raqunaju�i �	 qvor� je do �	 qvora ����	 Postupak da�e
ponav�amo� sve dok u skupu Skup ima elemenata	
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Podvuqene su vrednosti gde je na�ena minimalna du�ina puta �koje su ve�
uk�uqene u not Skup�	 Istaknute su u svakoj iteraciji vrednosti preko kojih se
raqunaju me�uputevi� i ispituje se �ihova du�ina sa ve� postoje�om	 U posle�
d�oj iteraciji su dobijena najkra�a rastoja�a �niz D�� i preko kog me�uqvora
se do datog qvora neposredno dolazi �niz Put�	

���� Floyd�ov algoritam� Potrebno je na�i najkra�e rastoja�e izme�u
proizvo�na dva qvora u grafu	 U svakom koraku ispitujemo da li je put preko
me�uqvora k kra�i od ve� na�enog puta od qvora i do qvora j	 Implementacija
je preko trostruke for pet�e�
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for k�
� to n do
for i�
� to n do

for j�
� to n do
if �S�i�j��S�i�k�
S�k�j�� then

S�i�j��
S�i�k�
S�k�j��

Vremenska slo�enost datog algoritma je O�n��� uz prostornu slo�enost
O�n�� �memorisa�e matrice puteva S�	 Napomenimo da je neophodno da for pet�a
po me�uqvorovima �for k��� to n� bude spo�na	

Dati algoritam mo�emo primeniti u sluqaju ako su ivice nenegativne
du�ine	

���� Warshell�ov algoritam� Dati algoritam je specijalan sluqaj Floyd�
ovog algoritma� u sluqaju da su du�ine puteva � ili 
	 Potrebno je proveriti
da li postoji put izme�u datih qvorova	

Primetimo da dati algoritam rexava problem tzv	 minimalnog tranzitiv�
nog zatvore�a relacije	 Ako je data relacija R� potrebno je na�i minimalno
proxire�e �minimalan broj konverzija � u T � date relacije R	 koje je tranzi�
tivno	


� Nala�e�e minimalnog drveta razapi�a�a

Potrebno je na�i drvo razapi�a�a datog grafa minimalne du�ine� odnosno
zbir ivica drveta minimalne du�ine �minimal spanning tree�	


��� Prim�ov algoritam� Poqetni qvor mo�emo izabrati proizvo�no
�bez uma�e�a opxtosti mo�emo smatrati da je to prvi qvor�	 Na pocetku ceo
niz najblizi pokazuje na prvi element� a rastoja�e najm je rastoja�e do prvog
qvora	

U svakom koraku nalazimo qvor koji pripada skupu neuk�uqenih qvorova
�najm�i��	�� sa najma�om vrednosti najm �qvor koji je najbli�i skupu uk�u�
qenih qvorova�	 Dati qvor uk�uqimo u skup �najm�i��
��� i a�uriramo nizove
najm i najblizi uvode�i u razmatra�e novi qvor	 Implementacija u programskom
jeziku PASCAL je�
Procedure Prim�
var S�array��		MAXN��		MAXN� of real� Polazna matrica rastojanja grafa

najm�array��		MAXN� of real� Niz trenutnih minimalnih rastojanja
najblizi�array��		MAXN� of integer� Najblizi cvor tekucem cvoru
i�j�n�k�l�integer�
min�real�

begin
for i�
� to n do Postavljanje pocetnih vrednosti

begin
najblizi�i��
��
najm�i��
S�i����

end�
for k�
� to n�� do n�� iteracija

begin
j�
��
while�najm�j���� j�
j
��
min�
najm�j�� Nalazenje najmanje ivice od nekoriscenog do koriscenog cvora
l�
j�
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for i�
j
� to n do
if �najm�i���� and �najm�i��min� then
begin

min�
najm�i��
l�
i�

end�
write�l�najblizi�l���

najm�l��
��� Tekuci cvor je iskoriscen
for i�
� to n do Azuriranje najblizih rastojanja do skupa koriscenih cvorova

if S�l�i��najm�i� then
begin

najm�i��
S�l�i��
najblizi�i��
l�

end�
end�

end�

Vremenska i prostorna slo�enost datog algoritma je O�n��	
Za graf sa slike 
 prime�en je postupak�
U prvom koraku za rastoja�a uzimamo du�inu direktnih puteva od 
	 qvo�

ra	 Najkra�e rastoja�e je do �	 qvora �
��� pa tu granu �
��� uvrstimo u dato
minimalno drvo razapi�a�a� a qvor uk�uqimo u Skup	 U slede�em koraku is�
pitujemo minimalne du�ine direktnih puteva do qvorova iz skupa Skup �do 
	 i
�	 qvora�	 Za �� �� i �	 qvor je najbli�i �	 qvor� a za �	 qvor ostaje kao najbli�i

	 qvor	 Najkra�e rastoja�e �do qvorova iz Skup�a� je do �	 qvora ���	 Postupak
da�e ponav�amo� sve dok izvan skupa Skup ima elemenata	

Skup
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	� �� �� �
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������ �
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����	� ���� ��

����	����	� 	�

����	��	��	��

���	��	��	��	

najblizi
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drvo
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�	� ��� ��� ��
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Istaknute su u svakoj iteraciji vrednosti koje ubacujemo u Skup	 U posle�
d�oj iteraciji je dobijeno tra�eno minimalno drvo razapi�a�a	

�� Komentar
U ovom qlanku je prezentiran deo materijala koji je autor izlagao na Pri�

premema za takmiqe�a iz informatike odr�anim decembra 
���	
U ovom qlanku su zbog ograniqenog prostora prezentirani samo algoritmi�

bez dokaza �ihove korektnosti	 Dokazi korektnosti datih algoritama� ostali
srodni algoritmi� kao i ve�i broj primera� mogu se na�i u k�igama �
�����	 U
��� se tako�e mogu na�i raznovrsni primeri� koji su postav�ani i predlagani
na doma�im i me�unarodnim takmiqe�ima iz informatike	

Za savladava�e �
����� i ��� je potreban ni�i nivo matematiqkog zna�a� pa
se mogu preporuqiti u pripremi za takmiqe�a iz informatike� kao i studenti�
ma raqunarstva i informatike	 Nivo matematiqkog zna�a u ��� je vixi� pa je
pogodna za studente i postdiplomce matematike�raqunarstva i informatike	
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Prim�ov algoritam je otkriven od Jarnika 
���� pa ponovo otkriven od Pri�
ma 
���	 i Dijkstre 
���	 Dijkstra�in algoritam je otkriven 
���	 Floyd�ov i
Warshell�ov algoritam su prona�eni 
���	 Danas postoje algoritmi qije je vre�
me izvrxava�a nexto kra�e� ali je implementacija vixestruko komplikovanija�
pa se br�e rexe�e dobija tek za velike vrednosti n �nekoliko hi�ada�� tako da
takvi algoritmi imaju vixe teorijski nego praktiqni znaqaj	
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