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DU�I TROUGLA

Skica jednog qasa

�� Sje�a�e

Prije �� godina� na PMF u Beogradu� Euklidsku geometriju predavao mi je
dr Drago Lopandi�� Mnogo je polagao do jezika u geometriji i tra�io je od nas
da se xto preciznije izra�avamo� Dao bi nam jedan zadatak za doma�i� Pregle�
dao je i poprav�ao to xto smo mi uradili� Opet je to pregledao i poprav�ao�
Poprav�ao je i ono xto je sam prethodno napisao� Govorio je da to mo�e jox
stro�ije i da se sve mo�e iskazati 	zapisati
 na vixe naqina� Recimo� taqka
C je izme�u taqaka A i B� mo�e se iskazati� taqka B je sa one strane taqke C
sa koje nije taqka A� taqka B je iza taqke C u odnosu na taqku A� taqka A je is�
pred taqke C u odnosu na taqku B� itd� To se mo�e matematiqki zapisati ovako�
A
C
B� ili �ACB�� Zahtijevao je da uvijek tra�imo xto bo�i naqin� Nauqio
nas je da izgovoreno i napisano mo�e biti uvijek jox preciznije saopxteno�

Definicija� Du� AB� u oznaci �AB�� je skup koji se sastoji iz taqaka A
i B i svih taqaka izme�u �ih� Taqke A i B su krajevi du�i� Realan pozitivan
broj AB je du�ina du�i �AB��

Stranice trougla ABC su du�i� �BC�� �CA� i �AB�� a realni pozitivni
brojevi a� b i c su �ihove du�ine� Odnos me�u stranicama trougla izra�en
je teoremom� svaka stranica trougla je ve�a od razlike 	zbira
 ostalih dveju
stranica�

�� Orto du�i trougla

Definicija� Orto du� trougla je du� qiji je jedan kraj teme trougla
i normalna je na pravoj koja sadr�i drugi kraj te du�i i naspramnu stranicu�
�ena du�ina naziva se visina trougla�

�� zadatak� Nacrtati orto�du�i� a
 oxtrouglog� b
 pravouglog i v
 tupo�
uglog trougla�

Orto du�i trougla su� �AD�� �BE� i �CF �� �ihove du�ine oznaqavamo�
redom� sa� ha� hb i hc� Orto du�i oxtrouglog trougla sijeku se u jednoj taqki�
Dvije orto du�i pravouglog trougla poklapaju se sa katetama� pa je tjeme C
pravog ugla zajedniqki kraj orto du�i� Orto du�i tupouglog trougla nemaju
zajedniqkih taqaka�

Zadatak za doma�i� Konstruisati orto du�i trougla ako je on� a
 ox�
trougli� b
 pravougli i v
 tupougli�



�� S� D� Novqi�

a
 b
 v


Teorema� Prave kojima pripadaju orto du�i trougla sijeku se u jednoj
taqki� Taqka presjeka zove se ortocentar trougla�

Dokaz� Pretpostav�amo u da�em da nam je poznata teorema� simetrale stra�
nica trougla sijeku se u jednoj taqki� Nacrtajmo 	za doma�i� konstruiximo

prave koje sadr�e tjemena trougla ABC i paralelne su naspramnim stranicama
	sl� v

� tj� neka je� A � �KM� k �BC�� B � �KL� k �AC� i C � �LM� k �BA�
	zapis �BC� qita se prava BC� tj� zagrade zame�uju rijeq prava
� Neka nacrta�
ne prave obrazuju trougao KLM � Tada je� BC � AM i BC � AK 	kao du�ine
naspramnih stranica paralelograma
� pa je AM � AK� tj� taqka A je sredixte
�KM ��

�AD� � �BC� 	po definiciji orto du�i
 i �KM� k �BC� 	po konstrukciji
�
pa je �AD� � �KM��

Iz dokazanog slijedi da je �AD� simetrala stranice �KM �� Sliqno se
dokazuje da je �BE� simetrala stranice �KL� i �CF � simetrala stranice �LM ��
Dakle� �AD�� �BE� i �CF �� koje sadr�e orto du�i trougla ABC� sijeku se u
jednoj taqki� recimo O� jer su one simetrale stranica trougla KLM �

Ako je trougao oxtrougli� onda ortocentar pripada unutrax�oj oblasti
trougla� Ako je trougao pravougli� onda ortocentar pripada trougaonoj liniji�
Ortocentar tupouglog trougla pripada spo�ax�oj oblasti trougla�

�� Sredixne du�i trougla

Definicija� Sredixna du� trougla je du� qiji su krajevi sredixta
stranica trougla�

Teorema� Sredixna du� trougla paralelna je naspramnoj stranici i je�
dnaka je �enoj polovini 	du�i su jednake ako su im jednake du�ine
�

Dokaz� Neka je �NP � sredixna du� trougla ABC� N � �AB�� P � �CA��

Doka�imo da je� �
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	Bogat je izbor zadataka koji se mogu dati za doma�i� uk�uquju�i i sredi�
xnu du� trapeza�


�� Te�ixne du�i trougla

Definicija� Te�ixna du� trougla je du� qiji je jedan kraj tjeme tro�
ugla� a drugi kraj je sredixte naspramne stranice trougla� Du�ine te�ixnih
du�i oznaqavamo sa� ta� tb i tc�

Teorema� Te�ixne du�i trougla sijeku se u jednoj taqki 	te�ixtu

trougla
�

Dokaz� Neka se te�ixna �BR� i te�ixna �CS� sijeku u taqki� recimo� T �
Doka�imo da tada taqka T pripada i tre�oj te�ixnoj �AQ��

Neka su taqke U i V � redom� simetriqne taqkama R i S u odnosu na taqku T �
tj� TU � TR i TV � TS� Tada su du�i �UV � i �SR� jednake 	jednakih du�ina

i paralelne� kao centralno simetriqne du�i 	opet nexto za dokaziva�e
�

Kako su taqke R i S 	po definiciji te�ixne du�i
 sredixta stranica�

to je �SR� sredixna du� trougla ABC� pa je �SR� k �BC� i SR �
�

�
BC� Iz

dokazanog slijedi �UV � k �BC� i UV �
�

�
BC� tj� �UV � je sredixna du� trougla

BCT � pa su taqke U i V � redom� sredixta stranica �BT � i �CT � trougla BCT �

Dobili smo� �BU � � �UT � � �TR� i �CV � � �V T � � �TS�� tj� BT �
�
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CS� odnosno taqka T dijeli te�ixne du�i

�BR� i �CS�� polaze�i od tjemena� u odnosu � � �� Doka�imo da ona to radi i sa
tre�om te�ixnom �AQ��

Pretpostavimo da se te�ixne du�i �BR� i �AQ� sijeku u nekoj taqki� recimo

T �� Tada je� prema dokazanom� BT � �
�
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�



BR� tj� taqke T i T � se

poklapaju�


