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TEOREMA O NEPOKRETNOJ TAQKI KONTRAKTIVNOG

PRESLIKAVA�A I �ENE PRIMJENE U RJEXAVA�U

ZADATAKA IZ GEOMETRIJE

U ovom radu bi�e formulisana teorema o egzistenciji nepokretne taqke
kontraktivnog preslikava�a� Na kraju su navedene primjene ove teoreme na
rjexava�e zadataka iz geometrije�

�� Elementi matematiqke analize

Neka je R� skup svih mogu�ih ure�enih trojki x � �x�� x�� x��� gdje x�� x��
x� � R �R � po�e realnih brojeva	�

U linearni prostor R� mo
e se uvesti norma na razliqite naqine �norma
je nenegativna funkcija k � k � R� � ������ koja ima slede�a svojstva� kxk � �
za x �� �� k�k � �� k�xk � j�j � kxk� � � R� kx � yk � kxk� kyk	� naprimjer� za
x � �x�� x�� x���

kxk �
q
x�� � x�� � x��

�ovo je tzv� Euklidska norma	�
Neka je hx�n�i niz elemenata iz R��

DEFINICIJA �� Za niz hx�n�i ka
emo da konvergira ka elementu x � R��
ako je lim

n��
kx�n� � xk � ��

Qi�enicu da niz hx�n�i konvergira ka x zapisujemo i na slede�i naqin�
x�n� � x� n�� ili lim

n��
x�n� � x�

DEFINICIJA �� Za niz hx�n�i iz R� ka
emo da je fundamentalni ili
Koxijev ako

��� � ����n����m�n � n�� kx
�n� � x�m�k � ��

Bez dokaza navodimo

LEMA �� Svaki fundamentalni niz u R� je konvergentan niz�

DEFINICIJA �� Ka
emo da je preslikava�e f � � 	 R� � R
� neprekidno

u taqki x � �� ako za svaki niz hx�n�i elemenata iz � koji konvergira ka taqki
x va
i lim

n��
kf�x�n�� � f�x�k � � �xto se zapisuje i kao lim

n��
f�x�n�� � f�x�	

�Hajneova definicija neprekidnosti funkcije u taqki	� Preslikava�e f je ne

prekidno na skupu � ako je ono neprekidno u svakoj taqki iz ��
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DEFINICIJA �� Za preslikava�e f � � 	 R� � R
� ka
emo da je kontrak


tivno �ili da je kontrakcija	 na � ako

��q � ��� 
����x� y � �� kf�y�� f�x�k � qky � xk�

Svako kontraktivno preslikava�e f � � 	 R� � R
� je neprekidno na sku


pu ��

Skup Dr�x�� � fx � R� j kx�x�k � r g� r � � nazivamo zatvorenom loptom u
R

� sa centrom u taqki x� i polupreqnikom r� Analogno se definixe i otvorena

lopta u R�� to je skup fx � R� j kx � x�k � r g� r � �� Okolinom taqke x�
x � R�� nazivamo svaku otvorenu loptu koja sadr
i taqku x�

DEFINICIJA �� Taqku x � �� � 	 R�� nazivamo taqkom nagomilava�a
skupa � ako svaka �ena okolina sadr
i bar jednu taqku iz � razliqitu od x�

DEFINICIJA 	� Skup �� � 	 R�� nazivamo zatvorenim ako on sadr
i sve
svoje taqke nagomilava�a�

Primjeri zatvorenih skupova u R su sam prostor R i odsjeqak �a� b�� U
prostoru R�� to su prostor R�� krug� trougao� pravougaonik� � � � � U R� to su
R

�� piramida� zatvorena lopta� prizma� � � � � �Zbog razliqitih shvata�a xta
je krug� trougao� � � � � piramida� � � � � ovdje se podrazumijeva da oni sadr
e kako
sve unutrax�e taqke tako i sve taqke na granici	�

�� Teorema o nepokretnoj taqki

Uvedimo pojam nepokretne taqke preslikava�a�

DEFINICIJA 
� Taqku x�� za koju je f�x�� � x�� nazivamo nepokretnom
�fiksnom	 taqkom preslikava�a f �

Naprimjer� preslikava�e f � R� R� definisano sa x 
� f�x� � x��
x�
�
ima dvije nepokretne taqke� to su x � � i x � �� jer je f��� � � i f��� � ��

TEOREMA �� Neka je � zatvoren skup u R� i f � � � � kontraktivno
preslikava�e� Tada

a� ���x� � �� f�x�� � x��

b� za proizvo�no x��� � � niz x�n��� � f�x�n��� n � �� 
� � � � konvergira ka
taqki x��

v� kx� � x�m�k �
qm


� q
kx��� � x���k�

Napomena �� Teorema � va
i i za opxtiju klasu linearnih prostora� Va
i
za tzv� metriqke prostore u kojima svaki fundamentalni niz konvergira�

Napomena �� Svako neprekidno preslikava�e f � Dr�x�� � Dr�x��� Dr�x��
lopta u R� �mo
e i u Rm	 ima bar jednu nepokretnu taqku u Dr�x�� �teorema
Brauera� dokazana ����	�
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�� Primjeri iz geometrije

Uvedimo oznaku za ortogonalnu projekciju taqke P na pravu ili povrx ��
Oznaka je ort� P �

Zadatak �� U ravni su date prave p�� p�� � � � � pn� Neka je P� � p�� P� �
ortp� P�� � � � � Pn � ortpn Pn�� i Pn�� � ortp� Pn� Da li postoji taqka P� � p�
takva da je Pn�� � P��

Rjexe�e� U sluqaju da su prave pi� i � 
� �� � � � � n me�u sobom paralelne�
tada za svaku taqku P� � p� va
i Pn�� � P�� Pretpostavimo da me�u pravim
p�� � � � � pn postoje bar dvije neparalelne� Neka su to prave pi i pi�� �sl� �	�
Prava pi u ravni� sa Dekartovima pravouglim koordinatama sistema Oxy� ima
jednaqinu aix� biy� ci � � �sl� �	� Ovaj koordinatni sistem izaberimo tako da
se prava p� poklapa sa osom Ox�

Sl� � Sl� �

Biraju�i taqku P� � p� mi zapravo biramo apscisu x taqke P� na osi Ox�
Kada se na�e taqka Pn�� � ortp� Pn� �enu apscisu oznaqimo sa f�x�� Na ovaj
naqin je definisano jednoznaqno preslikava�e f � R� R �apscisi x � R taqke
P� pridru
ena je apscisa f�x� � R taqke Pn��	� Za svako j � 
� �� � � � � n imamo

��qj � ��� 
����Pj � P
�

j � pj�Pj��P
�

j�� � qj PjP
�

j �

gdje je sa PjP �j oznaqena du
ina du
i PjPj
�� Prave pi i pi�� nijesu paralelne�

pa je � � qi � 
� Dakle�

��q � ��� 
����P�� P
�

� � p��Pn��P
�

n�� � q P�P
�

��

gdje je q � q� � q� � � � � � qn� Gor�u nejednakost mo
emo zapisati i u obliku

��q � ��� 
����x� x� � R� jf�x��� f�x�j � qjx� � xj

�x �x�	 je apscisa taqke P� �P ��	� f�x� �f�x��	 je apscisa taqke Pn�� �P �n��		�
Slijedi� preslikava�e f � R� R je kontraktivno� pa saglasno teoremi �� imamo
��x� � R� f�x�� � x�� odnosno ���P� � p��Pn�� � P� �x� je apscisa taqke P�	�
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Napomena �� Ako ��i � f
� �� � � �n�
g� pi � pi�� ili je pn � p�� �� � oznaka
za normalnost pravih	 tada se taqka P� iz zadatka � �za koju je Pn�� � P�	�
mo
e na�i konstruktivno� �Uoqiti da je f�R� jedan realan broj	�

Kako na�i taqku P� �za koju je Pn�� � P�	� Kako se taqka P� dobija� u
opxtem sluqaju� u beskonaqno mnogo koraka� to je konstruktivni prilaz �le�i

rom i xestarom	 nemogu�� Koriste�i matematiqki aparat linearne algebre�
neki od programskih jezika i raqunar� apscisa taqke P� se mo
e izraqunati�

Na ekranu se nacrtaju grafici pravih pi � aix � biy � ci � �� a�i � b�i � ��
i � �� � � � � n �prava p� � y � � je uzeta za x osu	� Za fiksirano x � R �fiksirana
taqka P� � p�	� nalazi se f�x� na s�ede�i naqin� Ortogonalna projekcija Pi�� �
�xi��� yi��� taqke Pi � �xi� yi� � pi na pravu pi�� ima koordinate�

a	 ai��bi�� �� �

xi�� �
b�i��xi � bi��ai��yi � ai��ci��

a�i�� � b�i��

� yi�� � �
ai��

bi��
xi�� �

ci��

bi��
�

b	 ai�� � �� bi�� �� �

xi�� � xi� yi�� � �
ci��

bi��
�

v	 ai�� �� �� bi�� � �

xi�� � �
ci��

ai��
� yi�� � yi�

Navedimo program� na Pascal jeziku� za nala
e�e nepokretne taqke P��
Pn�� � P��

program ntfx� input� output��
type

niz � array � ���	�� 
 of real�
var

a� b� c � niz�
n � i � integer�
eps � quu � real�
x	� y	� xp	� yp	� fx � real�
x�� y�� xp�� yp� � real�
s	� s� �real�
procedura projek racuna projekciju tacke �xo�yo� na pravu
px
qy
r�� i to je tacka �xp�yp�

procedure projek� p� q� r � real� xo�yo � real� var xp�yp � real ��
begin

if� p � q �� � �then
begin

xp �� � q�q�xo � p�q�yo � p�r� � � p�p 
 q�q ��
yp �� � p � xp�q � r�q�

end
else

begin
if� p �� �� then
begin

xp �� � r�p�
yp �� yo�




� R� X�epanovi�

end
else

begin
xp �� xo�
yp �� � r�q�

end�
end�

end�
funkcija pow racuna �x na n�

function pow�x � real� n� integer� � real�
var

rez� real�
begin

rez �� 	�
for i�� 	 to n do
rez �� rez � x�

pow �� rez�
end�
begin

write��Unesite broj pravih � ���
readln� n ��
write��Unesite tacnost � ���
readln� eps ��
writeln��Prva prava se uzima kao x osa koordinatnog sistema ���
for i �� � to n do

begin
write��Unesite koeficijente ��i��� prave � ���
readln� a�i
� b�i
� c�i
��

end�
write��Unesite pocetne tacke �x � koordinate dvaju tacaka� � ���
readln� x	 � x� ��
repeat

y	 �� ��
y� �� ��
quu �� 	�
s	 �� sqrt� sqr� x� � x	 � 
 sqr� y� � y	 � ��
for i �� � to n do

begin
projek� a�i
� b�i
� c�i
� x	� y	� xp	� yp	��
x	 �� xp	�
y	 �� yp	�
if� quu �� � �then

begin
projek� a�i
� b�i
� c�i
� x�� y�� xp�� yp���
s� �� sqrt� sqr� xp� � xp	 � 
 sqr� yp� � yp	 � ��
if� s� � � �then

quu �� �
else

begin
x� �� xp��
y� �� yp��
quu je koeficijent sazimanja

quu �� quu � s� � s	�
s	 �� s��

end�
end�

end�
if� quu �� � � then

quu �� quu � abs� x� � x	 � � s��
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fx �� x	�

until� �pow� quu� n���	 � quu�� � eps � ���
writeln��Koordinata nepokretne tacke je ��fx�	�����

end�

Kada se na�e nepokretna taqka fx preslikava�a f �zapravo na�ena je taqka
P� � p� takva da je Pn�� � P�	 onda se ona ucrta u koordinatni sistem u kojem
su ve� nacrtane prave pi� i � 
� �� � � � � n� Tako je pomo�u opisanog algoritma
��konstruisana� taqka P� qiju smo egzistenciju utvrdili koriste�i teoremu o
nepokretnoj taqki� Naravno sve ovo je mogu�e sa ekrana prenijeti na xtampaq�

Konkretno za prave

P� � y � �� P� � �x� y � � � �� P� � x� y � � � �� P� � x� �y � 
 � �

i taqnost � � 
��� nalazimo da je fx � 
�
�	�� tj� P��fx��

Zadatak �� Date su prave p�� p�� � � � � pn u prostoru tako da me�u �ima
imaju bar dvije koje nijesu paralelne� Neka je taqka P� � p�� P� � ortp� P�� � � � �
Pn � ortpn Pn�� i Pn�� � ortp� Pn� Dokazati da ���P� � p��Pn�� � P��

Rjexe�e� Ovaj zadatak se rjexava sliqno kao zadatak �� Prava pi u prostoru
R

�� sa Dekartovim pravouglim koordinatnim sistemom Oxyz� ima jednaqinu

x� �xi
ai

�
y � �yi
bi

�
z � �zi
ci

�

gdje je ��xi� �yi� �zi� taqka sa prave pi i fai� bi� cig vektor pravca prave pi� Izaberimo
koordinatni sistem Oxyz tako da se osa Ox poklapa sa pravom p�� Apscisu taqke
P� oznaqimo sa x� a apscisu taqke Pn�� � p� sa f�x�� Oqigledno� preslikava�e
f � R � R je kontraktivno� pa saglasno teoremi �� ���x� � R� f�x�� � x��
odnosno ���P� � p��Pn�� � P��

Pos�edica �� U zadatku � za n � � i u sluqaju da se prave p� i p�
mimoilaze� taqke P� i P�� za koje je P� � P�� odre�uju zajedniqku normalu
�mimoilaznih	 pravih p� i p�� Najkra�e rastoja�e izme�u pravih p� i p� se
realizuje po du
i P�P��

Zadatak �� Date su ravni ��� ��� � � � � �n� me�u kojima ima i neparalelnih�
u prostoru i taqka P� � ��� Neka je P� � ort�� P�� � � � � Pn � ort�n Pn�� i
Pn�� � ort�� Pn� Dokazati da ���P� � ���Pn�� � P��

Rjexe�e� Ravan �i u prostoru R� sa pravouglim koordinatama sistema
Oxyz ima jednaqinu Aix � Biy � Ciz � Di � �� Koordinatni sistem Oxyz

biramo tako da se koordinatna ravan Oxy poklapa sa ravni ��� Taqka P� � ��
ima koordinate u � �x� y� ��� Koordinate taqke Pn�� � �� oznaqimo sa f�u� �
��x� �y� ��� Na ovaj naqin je definisano jednoznaqno� kontraktivno preslikava�e

f � R� � R
�� Prema teoremi �� ���u� � R�� f�u�� � u�� odnosno ���P� �

���Pn�� � P��

Zadatak �� Dat je oxtrougli trougao ABC� Na stranici AB zadata je
taqka P�� Neka je P� � ortBC P�� P� � ortAC P� i P� � ortAB P�� Dokazati da
���P� � AB�P� � P��
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Rjexe�e� U ravni u kojoj se nalazi trougao ABC postavimo koordinatni
sistem Oxy tako da se osa Ox poklapa sa stranicom AB pomenutog trougla�
Stranici AB na osi Ox odgovara odsjeqak �a� b�� Biraju�i taqku P� � AB mi
biramo apscisu x te taqke koja pripada osi Ox� Lako se pokazuje da �e i apscisa
f�x� taqke P� pripadati odsjeqku �a� b�� Na ovaj naqin preslikava�e f � �a� b� �
�a� b� je kontraktivno� pa saglasno teoremi �� imamo ���x� � �a� b�� f�x�� � x��
odnosno ���P� � AB�P� � P��

Primjedba �� Da li postoji taqka P� � AB u zadatku � �za koju je P� �
P�	 ako je trougao ABC tupougli� Razmotriti sluqaj kada je trougao ABC

pravougli �mogu�e je konstruisati taqku P�� P� � P�	�

Zadatak �� Data je trostrana piramida ABCD qiji su svi uglovi diedara
oxtri� Neka je taqka P� � ABC� P� � ortBCD P�� P� � ortACD P�� P� �
ortABD P� i P	 � ortABC P�� Dokazati da ���P� � ABC�P	 � P��

Rjexe�e� Dekartov pravougli koordinatni sistem Oxyz postavimo tako da
koordinatna ravan Oxy sadr
i stranu ABC� Taqka P� � ABC u koordinatnom
prostoru Oxyz ima koordinate u � �x� y� ��� Koordinate taqke P	 oznaqimo
sa f�u� � ��x� �y� ��� Sa �ABC� oznaqimo skup taqaka strane ABC posmatran
kao �zatvoren	 skup u ravni Oxy �odnosno u R�

x�x�
	� Preslikava�e f � �ABC� �

�ABC� je kontraktivno� pa saglasno teoremi �� va
i ���u� � �ABC�� f�u�� � u��
odnosno ���P� � ABC�P	 � P��

Primjedba �� Da li taqka P� � ABC �za koju je P	 � P�	 iz zadatka �
postoji za proizvo�nu piramidu�

Primjedba �� Napravite programe za nala
e�e nepokretnih taqaka qije su
egzistencije utvr�ene u zadacima �� �� � i ��

Napomena �� U zadacima �� � i � nije neophodno postav�ati koordinatni
sistem tako da se u prva dva sluqaja koordinatna osa Ox poklapa sa pravom p��
a u tre�em da se koordinatna ravan Oxy poklapa sa ravni ��� To smo radili da
bismo snizili za po jedan dimenziju prostora u kojem se nalaze domen i kodomen
preslikava�a f �

Sl� �

Zadatak �� Neka su M� i M� dvije mape jedne te iste oblasti ra�ene u
razliqitim razmjerama �mape su pravougaonog oblika	� Ve�u mapu oznaqi�emo
sa M�� Mapu M� polo
imo na mapu M� tako da� skupovno gledano� bude M� 	
M�� Dokazati da se vrhom olovke �sl� �	 mo
e istovremeno pokazati samo jedno
mjesto na objema mapama�


