HACTABA PAYYHAPCTBA

Cranka Markosuh

AJITOPUTMU HAJIAJKEIBA HAJKPATUX IIYTEBA
Y TPAOBUMA N (bUXOBA ITPUMEHA

Y 0BOM UJAHKY Cy ONUCAHN HAJUO3HATHUjU AJCOPUTME 33 HaJaKeme Hajrpahmx
nyresa y rpady: Hajkctpur u Puoja-Bopmenos anropuram. Ha mowerky cy medu-
HECAHN OCHOBHZ IOjMOBHU KOju lie ce KOPDUCTUTH y HaJbeM TEKCTY. 3AaTHM CJIeNu OIUC
QITOPUTAMA U HUXOBE MPUMEHE.

1. He¢unuimje 0OCHOBHUX IOjMOBa

I'pag y osmamu G je ypeber map (V, E), rme je V ckynm uBopoBa, a E C V X
V ckyn rpama (memma) rpada. Ako cy z,y usoposm rpada m (x,y) € E, omma
KakeMo ma cy T m Yy cycednu usopos:m y rpady G. I'pad je meopujenmucan axo
(Vz,y € V)(z,y) € E = (y,z) € E, y cynporaoM je rpad opujenmucan. Y
OpHUjeRTHCAHOM Tpady WBHIE MOKEMO mocMaTpaTh kao ypeheme mapose (z,y), T,y €
V', a y HEOPUjeHTHCAHOM WBHIE Cy ABOUYNAHW CKYNOBW {z,y}, x,y € V.

IIym y rpady G = (V, E) je mm3 vy, va, ..., v (v; €V, 1 <1 < k) upn gemy
(vi,vi41) € E 3a 1l < i <k, 1j. cBaKa ABa y3aCTOLHA YBOPA y HHU3Y U1, Vg, ..., U
cy cycemma. 3a myT vy, Vs, ..., U KAKEMO Ia MOBe3yje 4BOpPOBe v U V. Lpad je

noeesar aKO 3a CBAKA JBA IBOPA TOT rpada IOCTOJU IYT KOjU WX NMOBe3yje.

Ipap G = (V, E) majuemhe npexcrasmamo momohy marpume (Ajy|x|v|) moBesa-
HOCTH (CyCenCTBa), IPH 4eMy Cy YIAHOBH MAaTpHuue oBako meduumcanm: Afu][v] = 1
axo je (u,v) € E, Afu][v] =0 aro (u,v) ¢ E (cmmxa 1). Kako matpuna Ay |y v| nva
|V|? wmamosa, 3a mpemcTaBmbame rpada momolly mMarpume moTpebaE je MEMOPHjCKH
mpocrop O(|V]?).

_ o O oo
O O = O
OO O = =
— O = = O
O = = O O

Ca. 1. IIpumep opujeHTHCAHOT I'pada IpeacTaB/beHOT ToMohy MaTpuIle TOBE3aHOCTU

Y mpakcu 4ecTo HEje TOBOJPHO MOCMATPATH CaMO IOBE3aHOCT YBOPOBA Y rpady,
Bell cy ox mHTEepeca Heke KapaKTePUCTHKe TPaHa (HOP. AYyKWHA IDaHe, KaNamuTeT
rpaue). 3aro ce rpadpy G = (V,E) npunpyxyje pyuruuja f: E — R rojom ce
CBAKOj rpauu rpada IpUAPYKyje HEKW peanan Opoj.
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Y nmamem Tekcry mocmarpamo rpad G = (V,E) u ¢yrkmmjy f: E — R koja
cBakoj rpauu rpada G mpuapysxkyje myskumuy rpase. IIpermocTaB/raMo ma Cy UBOPO-
B rpada Hymepucamm ox 1 mo n, tj. V = {1,2,...,n}. I'pad G mpexncrasmamo
nomohy matpume mosesamoctn (Ajv|x|v|), Alu][v] = f((u,v)) ako je (u,v) € E,
Alu][v] = NE_POSTOIJI aro je (u,v) ¢ E, rme je NELPOSTOJI cumbBoamura
KOHCTAHTa, HOP. HEKW OpOj kKoju He Moxke Omtum Bpemmoct (pymkmumje f. Tpeba wmc-
tahun 1a OBJe mocMaTpaMoO CaMO MO3UTHBHE IY:KUHE FDAaHA, jep akO HeKe TpaHe mMajy
,2HeraTupHe My:xkmHe " mpobnemu koje hemo pasmarpaTu He pemaBajy Ce Ha, UCTH HAYWH
(a MOHERAX U HEMAjy PENICHE).

2. OgpebuBame ny:xmua Hajkpahux myTeBa 01 je JHOT UBOpPA M0 CBUX
ocranux (Iajkcrpa)

IIPOBNEM. Axo je dam opujenmucan zpad G = (V, E), pynruuja f: E — R*
Koja ceaxoj epanu npuopyxcyje dyxmcuny epane, u usop s € V., wahu dymcune
najkpaluz nymesa 00 weopa § 00 c8UT ocmasur weoposa u3 G, u odpedumu me
Hajxpahe nymese.

Hajmosmaruju anropuraMm 3a pemaBame OBOT mpobiaema pa3sumo je Ilajkcrpa, m
y BeMy Ce KOPUCTH UTePATHBHU MOCTYIAK.

IIpu pemaBamy oBor mpobieMa CKym 4BOpoBa V meJaumMO Ha IBa JUCjyHKTHA
moackyma. ,Mapkuparu“ 4BopoBu, y o3Hamu M, Cy YBOPOBHU 33 KOje CMO H3PadyHAJN
nyxuHy Hajkpahier myra om cTapTHOr YBOpa S W ,,HEMAPKUPAHU“ Cy YBOPOBH 3a KOje
nyxuna Hajkpaher myra Humje m3pauyHata. Ha modeTky jeamum ,Mapkupar“ 4Bop je
s, smaum M = {s}.

ITopen Tora 3a cBakm ,HEMApKAPAH YBOP ¥ MPATUMO AY:KUHY Hajkpaher myra
OX § JO ¥, NPUA YeMy Cy CBH YBOPOBH TOT MyTa OCHM ¥ ,MAPKHPAHU“, aKO TAKaB
oyT nmocroju. JlyxkumEe THX myTeBa maMTHMO Hm30M d peasHunx O6pojesa. Ha mouerkry
d[v] = Als][v] 3a cBe v € V.

Ia 6bucmo MOrIu OApenuTH HajEpahu myT O 9BOPa S N0 CBUX OCTAJUAX YBOPOBA,
ynopeno ca Hu3oM d, KOpHCTHMO HU3 P, The je p[v], 3a cBe v € V', pexnn 6poj cyceaor
9YBOpa 3a YBOP v Ha myTy Ayxuue d[v], koju mosesyje usopose s u v. Ha mouerkry
p[v] = s 3a cBe 4BOpOBE ¥ KOjU Cy MOBE3aHU Ca S.

Y cBakoj mTepammju AJrOPUTMA CKYIy ,,MAPKAPAHUX“ YBOPOBA MOAAJEMO ,,HE-
MapRupaH“ 4BOp w 3a KOju je dw] HajMame, Tj. ,HEMAPKUPAHUL" YBOD KOJU je ,Haj-
Oamxu“ crapTHOM 4BOPY $. Ilocae momaBama HOBOT uBOpa ckymy M uu3 (d) nyxuma
majgpahux myreBa ,HeMapKUpaHUX“ YBOPOBA C€ MOPA KOPUTOBATH. 33 CBAKH YBOP
v ¢ M, d[v] je nyxuna majkpalier myra ox § 10 v Ipeko 4BOpoBa u3 ckyna M; Kako
je ckyn M cagma mpoumper ca w Tpeba TPOBEPUTH Ia JU je MyT OX S A0 U MPEKO w
kpahu. 3aro ynopebhyjemo sesaumaunne d[v], d[w]+ Alw][v] 3a uBopoBe KOju Cy cycenuu
YBOPY w U Mamky OX THX BenmuuHa npuapyxyjemo d[v]. Ipu tome ako mMemamo d[v],
MOpaMo IpOMeHUTH U plv], Tj. p[v] Kobuja BpesHOCT W.

Axo je rpa¢) moBesam, aJropmTaM Ce 3aBPIIABA KaIa CBE YBOPOBE ,,MAPKUPAMO
u Tajga je 3a cBaku uBop v € V), d[v] mywxuma majrpalier myra ox s mo v. Axo je
rpa¢ HemoBe3am, ajropuram ce 3aBpmasa kax je d[v] jemmako NE_POSTOIJI 3a cse
,2HeMapKIpaHe YBOPOBE.
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Onuc anzopumma.

Y na3: Marpuna pacrtojama A u CTapTHE YBOD S

WN3na3: Hus d (d[v] nyxusa majkpalier nyTta ox s mo v), Hu3 p momoliy kojer
Ce PEKOHCTPYHINE MyT O § A0 CBUX OCTAJUX U JOTUYKA TPOMEHBUBA ind (true ako
je rpa¢ mosesan, false y CynpoTHOM)

begin
for sve cvorove w do
w_mark=false;
dlw]l=A[s] [w];
if d[w] <> NE_POSTOJI
then plwl=s;
s_mark=true;
while postoji "nemarkiran" cvor do
Naci "nemarkiran" cvor w kome je d[w] najmanje.
if d[w]=NE_POSTOJI then
ind = false;
exit;
Markiraj cvor w (w-mark=true).
for sve grane (w,v) gde je v "nemarkiran" cvor do
if d[vl<d[w] + A[w]l[v] or d[v]=NE_POSTOJI
then d[v]=d[w] + A[w]l[v];
plvl=w;
ind=true;

end.

EBo kako m3riena jenan HAYNH IMIJIEMEHTANKje OMUCAHOT ajropurMma y Pascal-y.

type niz=array[1..100]of real;
mat=array[1..100] of niz;
put=array[1..100]of integer;
procedure dajkstra(n,s:integer; var A:mat; var d:niz; var p:put; var ind:boolean);
{n-broj cvorova, s-startni cvor, A-graf, d-niz duzina najkracih puteva od s,
p-niz pomocu kojeg rekonstruisemo put od cvora s do svih ostalih
ind-logicka promenljiva koja ukazuje da 1li je graf povezan}
var i,j,w:integer;
mark:array[1..100]of boolean;
begin
for i:=1 to n do
begin
dl[il:=A[s][il;
mark[i] :=false;
if d[i]<>NE_POSTOJI
then p[i]:=s;
end;
mark[s] :=true;
d[s]:=0;
for i:=1 to n-1 do
begin
{trazimo nemarkiran cvor za koji postoji put od s do njega}
ji=1;
while (j<=n) and (mark[j] or (d[j]=NE_POSTOJI)) do
ji=j+1;
{ako takav cvor ne postoji onda graf nije povezan}
if j>n then
begin ind:=false;exit;end;
{trazimo nemarkiran cvor w za koji je d[w] najmanje}
wi=j; j:=j+1;
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while j<=n do

begin
if not mark[j] and (d[jl1<>NE_POSTOJI) and (d[jl<d[w])
then w:=j;
ji=j+1;
end;

{markiramo nadjeni cvor}
mark[w] :=true;
{korigujemo ako je potrebno, pomocu w nizove d i p za cvorove
koji nisu markirani,a povezani su sa w}
for j:=1 to n do
if not mark[j] and (A[w][j]<>NE_POSTOJI)
then if (d[j]1=NE_POSTOJI) or (d[wl+A[wl[jl<d[jl1)

then begin
d[jl:=d[wl+A[w]l [j1;
pljl:=w;
end;

end;
ind:=true;

end;

Bpemercka u TPOCTOPHA CIOKEHOCT OBOT ajroputma je O(n?).

Axo je mar rpa¢ G mpurasan ma cauny 2. Hanaxkeme ny:xkuna majgpahux myrtesa
on 4Bopa S, Hup. yBopa (1), mo mpeocrammx usoposa rpada G ropumhemenm ajrc-
TPUHOT AJITOPUTMA IPUKAZAHO je Ha cauny 3. UBOPOBH Cy IpeAcTaBibeHn Kpy:Rkuinma,
Opoj mopen kpyxuha o3HawaBa penu OpOj YBOpa, a OpPOj y Kpy:xRUNy NyKUHY HAj-
kpalier myTa o 4BOpa S IO YBOPA IPEACTABJHEHOT TUM Kpy:kuhieM, caoBo N 3Ha9M 1
He MOCTOjU IMYT OX § AO TOT YBOPA MPEKO MAPKUPAHUX YBOPOBA. MapRupanum 4BOpOBU
Cy 3aTaMmeHH. DpojeB:m Ha rpaHaMa cy Iy:kuHE rpaHa. Ilomebsmame cy OHe rpame
KOje Cy CacTaBHE Aea0BH Hajkpahmx myresa.

Cu. 2

3a mcnmcuBame Hajkpaher myTa on 4Bopa § 4O YBOpa k KOPUCTHMO MPOUELYPY
JETH
procedure pisi(k,s:integer; var p:put);
if k<>s

then pisi(plk],s,p);
write(k:3);

end;
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Cu. 3

IIpuMEP 1. Ha 3abaBum ce mamasum n mpbyaum HymMepucamux Opojesuma oxm 1 mo
n, MmarpunoM A, x, maro je ko ce ¢ kuM mozraje. Ocoba s 3ua BecT KOjy Tpeba ma
caommru octajguma. Ocoba ¢ MOke TpempHIATH BeCT caMo ocoDama Koje MO3Haje.
Csako mpenpuuaBame Tpaje 1 munyT. [IpempuvaBama ce MOry OABUjaTH MAPAJEITHO
7 cBakKa ocoba MOKe OKYNUTH CBOje MO3HAHUKE KojuMa he caommTuTu BecT. CBaka
ocoba yuM 4yje Bect, oaMax je mpenpuduasa (e rybu ce Bpeme) u muje morylie na
jenua ocoba mpmMa BeCT ICTOBPEMEHO OJX ABA MO3HAHWKA. Hamwcaru mpouexypy KojoMm
ce oxpebyje MuHUMYM BpeMeHa y MUHYTHMA, [ OU CBU 4yiHd BECT, U aKO je TO Moryhe
3a cBaky ocoby mcmucyje pemaue OGpojese ocoba MPEKO KOjuX je MO e CTUTIA BECT.

IIpermocrasumo zxa je A[i][j] = 1 ako ocoba i mosnaje ocoby j, nnade je Ai][j] =
0. Marpuna A umpencrasiba mMarpuny mosesanocru y rpady G = (V, E) rme je V =
{1,2,...,n} a myxunue rpana cy 1. Axo kopumhemem npouenype dajkstra ompenumo
Hu3 d ny:xkuHa Hajkpahux myrteBa ox ocobe s koja 3HA BECT O CBUX OCTAIHUX ocoba y
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rpa¢y G, MEHUMYM BpeMeHa y MUHYTHMA KOju je moTpebar ma Ou CBM 4ynm BecT je
MaKCUMAJHN 4IaH Hu3a d.

const NE_POSTOJI=O0;
procedure prepricavanje(n,s:integer;A:mat;var ind:boolean;var x:integer);
{n-broj ljudi, s-osoba koja zna vest, A-martica poznanstva,
ind-logicka promenljiva koja ukazuje da 1li svi mogu cuti vest,
x-minimum vremena u minutima koji je potreban da bi svi culi vest}
var i:integer;
p:put;
d:niz;
begin
dajkstra(n,s,A,d,p,ind);
if ind then
begin
x:=d[1];
for i:=2 to n do
if (d[il>x)
then x:=d[il;
writeln(’ Minimum vremena u minutima da bi svi culi vest je ’,x);
for i:=1 to n do
if i<>s
then begin
write(’0Osoba ’, i, ’> : ?’);
pisi(i,s,p);
writeln;
end
end

end;

3AIATAK 1. Hate cy madopmanuje o gupekTHHM IyTeBuma mamely n rpagosa
nmomoliy marpune Besa A,x, (A[i][j] je myxumHa myrta on rpaza ¢ mo rpamga j ako
nocroju myT, y cynporHoM je Afi][j] je 0). Hamucarm nporpam koju fie 3a map memmx
6pojesa (k,m) (1 < k,m < n) mramnatu penme Gpojese rpagoBa Kpo3 koje Tpeba
npolim, TpmamKOM ImyTOBama O rpaga k 0 rpama m, IPW 4eMmMy je YKyIHA Iy:RKHHA
myTa HajMama moryha.

3. OnpebuBame my:;xkmHa Hajkpahux myreBa maMmebhy cBux mapoBa
YBOpOBAa

ITpoBAEM. 3a maru opujenrucan rpadp G = (V, E) ca HeHEraTwuBHEM TpaHaMa
ompemuTu my;xmEe Hajkpahmx myTesa mamel)y cBmx mapoBa 4BOpOBa W ONPEIUTH TE
Iy TeBe.

Osaj npobuem pemasa Paoja-Bopmenos (Floyd-Warshell) amropuram, 4uju
omuc ciaemu. OCHOBHE TPUHIWI KOJjU Ce KOPUCTH y Pememy je: ako je k 4Bop HAaj-
kpaher myra om 4BOpa ¢ IO 4BOpa j, OHHA je meo myTa om ¢ mo k , mw om k 1o j
rakohe majrpahu. Kpos n mrepanmja popmupamo marpuny D KOja cagp:xKu Iy:KUHE
majgpahux myresa msmely cBux maposa uoposa. Ha mouerky D wHEHIUjaIun3yjeMo
Ha MapTpuny A. Osmaummo matpuny D mocie k-te mrepamuje ca D). Tocme k-te
urepanuje D canmp:ku ny:kuHE Hajkpahmx myreBa y KojuMma cy MelydBOpPOBHU U3 CKYy-
ma {1,2,...,k} (zj. D[{][j]® npencrasma myxmuy majepalier myra ox uBopa i X0
YBOpa j IPH 4YeMy Cy PeIHu OpPOjeBH CBUX YBOPOBA TOT MyTa OCHUM KPAjBUX MABHU
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unn jenmaku k). IIpema Tome mocie n urepanuja Marpuna D caipiu pesyarar. Y
k-TOj nTepanuju aIropuTMa IPOBEPABAMO 34 CBE MapOBe YBOPOBA (i,]) Ja U MOCTO-
ju myT mpeko uBopa k koju je kpahu ox myTa kKoju mpoNasm KPo3 IBOPOBE U3 CKyIa
{1,2,...,k —1}. Horpebuo uposepasame MOxKeMO 3anucaru Ha caenelin maumn:

D™ = min(DEGI", DEIKCY + DIKIGI)

3a 1 <1,7,k < n.

Y mpakcum 4ecTo HEje NOBOJAHO 3HATH caMoO ny:xkumHe Hajkpahimx myresa, Beh je
noTpebHOo 3HaTH U HAjkpahim myT. ¥ TOM ciayuajy KOpucTHMO Marpuny P K0jy WHHIU-
jammayjemo Ha 0. Y IPeTXO0THO OMMCAHOM AJTOPUTMY V CBAKOj UTEPANUjU Ka I MEHAMO
DIi][j] memamo u marpuny P, tako wro P[i][j] mobuja spemuoct k. Tako y Pli][j
namtaMo 6poj mocremme urepuuje y kojoj je D[i][j] memano, Tj. uBop ca majsehunm
pemaunMm OpojeMm HA WyTy ox ¢ mo j. Kam ce amropuram 3aBpurm, Aa OHCMO PEKOHCTPY-
ucanm mytT on ¢ no j mocmarpamo P[i][j]. Axo je P[i][j] = 0, rajrpahu myr je rpama
(,7), ako oma mocroju; nxade ako je P[i][j] = k, majkpahn myT ox ¢ mo j mpomasm
kpo3 uBop k, 3aT0 pekypsusuo nocmarpamo P[i][k] u P[k][j] na 6ucmo mammn ocraie
mebhyuBopose majkpaher myra.

Nunimemerranuja onucaror aaropurMa Ha Pascal-y 6w m3riemgana oBako:
type niz=array[1..100]of real;

mat=array[1..100] of niz;

matput=array[1..100] of array [1..100] of integer;
procedure Flojd(n:integer;var A,D:mat; var P:matput);
{n-broj cvorova; A-graf; D-matrica najkracih rastojanja, P-matrica puteva}
var i,j,k:integer;
begin

{inicijalizacija matrica D i P}

for i:=1 to n do

for j:=1 to n do

begin
D[il[j]1:=A[i1[j];
P[i][j]1:=0;

end;

for k:=1 to n do
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
if i<>j then
if (D[i] [k] <>NE_POSTOJI) and (D[k][j]1<>NE_POSTOJI)
then if (D[i] [j1=NE_POSTOJI) or (D[i] [kI1+D[k][jI<D[iI[j1)

then
begin
D[il[j1:=D[il [kI+D[k]1[jI;
P[i1[j]1:=k;
end;

end;

Bpemencka cioxkerocT mator amroputva je O(n®) y3 TPOCTOPHY CIOEKEHOCT
O(n?). Axo smemmo ma mcmmmemo mebhydsopose majkpaher myrta mamely usopoBa
1 U j KOPUCTUMO OPOUEAYPY PiLsi:
procedure pisi(i,j:integer; var P:matput);

var k:integer;
begin
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if P[il[j1<>0
then begin
k:=P[i]1[j];
pisi(i,k,P);
write(k:3);
pisi(k,j,P);
end

end;

ITPUMEP 2. Arko je man ckynmom {1,2,...,n} sazara OuHApHA peranmja o Ma-
punoM A, xn, Ali][j] = true ako cy i m j y penauuju, unave A[i][j] = false.
OpgpenuTn penanujy v; KOja mpencTaBiba, MUHUMAJIHO TPAH3UTWBHO 3aTBODEHE Peja-
nuje a.

Pemanuja o je MUHIMAJIHO TPAH3UTHUBHO 3aTBOPEHE Peallje (v aKO je Pealija
iy TpaH3WTHBHA M o C (1 W aKO 3a CBAKy TpaH3WTUBHY penanujy ( rme je a C 3
Baxku ay C 3.

Bunapua penammja « unzaykyje rpadp G = (V, E), rme je V = {1,2,...,n}, a
m3Mely 4BOpOBA % M ¥ MOCTOjW MBUIA CAMO KO €JIEMEHTH U W ¥ jecy y Pealuju o,
1j. (u,v) € E camo ako je Afu][v] = true. Enementu v u v Oulie y pemamuju oy
AKKO MOCTOjU MyT OJ YBOPa u X0 4BOpa v y rpady G. Ilpema TOoMmMe 3a MUHNMAIHO
TPAH3UTHUBHO 3aTBOPEHE pelanuje MOKEeMO HCKOPUCTHTH aJITOPUTAM 33 HAJAKEHE
majepahux myresa m3mely CBHX mapoBa YBOPOBA.
type niz=array [1..100] of boolean;

mat=array [1..100] of niz;
procedure tranz_zatv( n:integer; var A,Al:mat)
var i,j,k:integer;
begin
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
A1[i1[j]1:=A[i1[5]1;
for k:=1 to n do
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
A1[i][j1:=A1[4i1[j] or (A1[il[k] and A1[k][j1);

end;

SANATAK 2 Iara je marpuna A, ., upu demy je A[i][j] = 1 ako mocroju mu-
PeKTaH myT OX rpaja ¢ go rpajga j, y cyuporuom je A[i][j] = 0. Hanucaru nporpawm
koju he 3a cBakm map meaux 6pojesa (¢,7) (1 < 4,7 < n) ompenuTu HajMamHU OpPOJ
rpajoBa Kpo3 Koje Tpeba mpohm, mpuimkoM myTOBama O rpata i 0 Ipata j, ako
nocToju myT mamehy ¢ u j.
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