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ALGORITMI NALA�E�A NAJKRA�IH PUTEVA
U GRAFOVIMA I �IHOVA PRIMENA

U ovom qlanku su opisani najpoznatiji algoritmi za nala�e�e najkra�ih
puteva u grafu� Dajkstrin i Flojd�Vorxelov algoritam� Na poqetku su defi�
nisani osnovni pojmovi koji �e se koristiti u da�em tekstu� Zatim sledi opis
algoritama i �ihove primene�

�� Definicije osnovnih pojmova

Graf u oznaci G je ure�en par �V�E�	 gde je V skup qvorova	 a E � V �
V skup grana 
ivica� grafa� Ako su x� y qvorovi grafa i �x� y� � E	 onda
ka�emo da su x i y susedni qvorovi u grafu G� Graf je neorijentisan ako
��x� y � V � �x� y� � E �� �y� x� � E	 u suprotnom je graf orijentisan� U
orijentisanom grafu ivice mo�emo posmatrati kao ure�ene parove �x� y�	 x� y �
V 	 a u neorijentisanom ivice su dvoqlani skupovi fx� yg	 x� y � V �

Put u grafu G � �V�E� je niz v�	 v�	 � � � 	 vk 
vi � V 	 � � i � k� pri qemu
�vi� vi��� � E za � � i � k	 tj� svaka dva uzastopna qvora u nizu v�	 v�	 � � � 	 vk
su susedna� Za put v�	 v�	 � � � 	 vk ka�emo da povezuje qvorove v� i vk� Graf je
povezan ako za svaka dva qvora tog grafa postoji put koji ih povezuje�

Graf G � �V�E� najqex�e predstav�amo pomo�u matrice �AjV j�jV j� poveza�
nosti 
susedstva�	 pri qemu su qlanovi matrice ovako definisani� A�u��v� � �
ako je �u� v� � E	 A�u��v� � � ako �u� v� �� E 
slika ��� Kako matrica AjV j�jV j ima

jV j� qlanova	 za predstav�a�e grafa pomo�u matrice potreban je memorijski
prostor O�jV j���
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Sl� �� Primer orijentisanog grafa predstav�enog pomo�u matrice povezanosti

U praksi qesto nije dovo�no posmatrati samo povezanost qvorova u grafu	
ve� su od interesa neke karakteristike grana 
npr� du�ina grane	 kapacitet
grane�� Zato se grafu G � �V�E� pridru�uje funkcija f 	 E � R kojom se
svakoj grani grafa pridru�uje neki realan broj�
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U da�em tekstu posmatramo graf G � �V�E� i funkciju f 	 E � R
� koja

svakoj grani grafa G pridru�uje du�inu grane� Pretpostav�amo da su qvoro�
vi grafa numerisani od � do n	 tj� V � f�� �� � � � � ng� Graf G predstav�amo
pomo�u matrice povezanosti �AjV j�jV j�	 A�u��v� � f��u� v�� ako je �u� v� � E	
A�u��v� � NE POSTOJI ako je �u� v� �� E	 gde je NE POSTOJI simboliqka
konstanta	 npr� neki broj koji ne mo�e biti vrednost funkcije f � Treba is�
ta�i da ovde posmatramo samo pozitivne du�ine grana	 jer ako neke grane imaju
		negativne du�ine
 problemi koje �emo razmatrati ne rexavaju se na isti naqin

a ponekad i nemaju rexe�e��

�� Odre�iva	e du
ina najkra�ih puteva od jednog qvora do svih
ostalih �Dajkstra�

Problem� Ako je dat orijentisan graf G � �V�E�� funkcija f 	 E � R
�

koja svakoj grani pridru�uje du�inu grane� i qvor s � V � na�i du�ine
najkra�ih puteva od qvora s do svih ostalih qvorova iz G� i odrediti te
najkra�e puteve�

Najpoznatiji algoritam za rexava�e ovog problema razvio je Dajkstra	 i
u �emu se koristi iterativni postupak�

Pri rexava�u ovog problema skup qvorova V delimo na dva disjunktna
podskupa� 		Markirani
 qvorovi	 u oznaciM 	 su qvorovi za koje smo izraqunali
du�inu najkra�eg puta od startnog qvora s i 		nemarkirani
 su qvorovi za koje
du�ina najkra�eg puta nije izraqunata� Na poqetku jedini 		markiran
 qvor je
s	 znaqi M � fsg�

Pored toga za svaki 		nemarkiran
 qvor v pratimo du�inu najkra�eg puta
od s do v	 pri qemu su svi qvorovi tog puta osim v 		markirani
	 ako takav
put postoji� Du�ine tih puteva pamtimo nizom d realnih brojeva� Na poqetku
d�v� � A�s��v� za sve v � V �

Da bismo mogli odrediti najkra�i put od qvora s do svih ostalih qvorova	
uporedo sa nizom d	 koristimo niz p	 gde je p�v�	 za sve v � V 	 redni broj susednog
qvora za qvor v na putu du�ine d�v�	 koji povezuje qvorove s i v� Na poqetku
p�v� � s za sve qvorove v koji su povezani sa s�

U svakoj iteraciji algoritma skupu 		markiranih
 qvorova dodajemo 		ne�
markiran
 qvor � za koji je d��� najma�e	 tj� 		nemarkirani
 qvor koji je 		naj�
bli�i
 startnom qvoru s� Posle dodava�a novog qvora skupu M niz �d� du�ina
najkra�ih puteva 		nemarkiranih
 qvorova se mora korigovati� Za svaki qvor
v ��M 	 d�v� je du�ina najkra�eg puta od s do v preko qvorova iz skupa M � kako
je skup M sada proxiren sa � treba proveriti da li je put od s do v preko �
kra�i� Zato upore�ujemo veliqine d�v�	 d����A����v� za qvorove koji su susedni
qvoru � i ma�u od tih veliqina pridru�ujemo d�v�� Pri tome ako me�amo d�v�	
moramo promeniti i p�v�	 tj� p�v� dobija vrednost ��

Ako je graf povezan	 algoritam se zavrxava kada sve qvorove 		markiramo

i tada je za svaki qvor v � V 	 d�v� du�ina najkra�eg puta od s do v� Ako je
graf nepovezan	 algoritam se zavrxava kad je d�v� jednako NE POSTOJI za sve
		nemarkirane
 qvorove�
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Opis algoritma�

Ulaz� Matrica rastoja�a A i startni qvor s
Izlaz� Niz d 
d�v� du�ina najkra�eg puta od s do v�	 niz p pomo�u kojeg

se rekonstruixe put od s do svih ostalih i logiqka promen�iva ind 
true ako
je graf povezan	 false u suprotnom�

begin
for sve cvorove � do
� mark�false�
d����A�s�����
if d��� �� NE POSTOJI
then p����s�

s mark�true�
while postoji �nemarkiran� cvor do

Naci �nemarkiran� cvor � kome je d��� najmanje�
if d����NE POSTOJI then

ind � false�
exit�

Markiraj cvor � �� mark�true��
for sve grane ��	v� gde je v �nemarkiran� cvor do
if d�v�
d��� � A����v� or d�v��NE POSTOJI
then d�v��d��� � A����v��

p�v����
ind�true�

end�

Evo kako izgleda jedan naqin implementacije opisanog algoritma u Pascal�u�

type niz�array�����

�of real�
mat�array�����

� of niz�
put�array�����

�of integer�

procedure dajkstra�n	s�integer� var A�mat� var d�niz� var p�put� var ind�boolean��
fn�broj cvorova	 s�startni cvor	 A�graf	 d�niz duzina najkracih puteva od s	
p�niz pomocu kojeg rekonstruisemo put od cvora s do svih ostalih
ind�logicka promenljiva koja ukazuje da li je graf povezang
var i	j	w�integer�

mark�array�����

�of boolean�
begin

for i��� to n do
begin

d�i���A�s��i��
mark�i���false�
if d�i���NE POSTOJI

then p�i���s�
end�

mark�s���true�
d�s���
�
for i��� to n�� do

begin
ftrazimo nemarkiran cvor za koji postoji put od s do njegag
j����
while �j��n� and �mark�j� or �d�j��NE POSTOJI�� do
j��j���

fako takav cvor ne postoji onda graf nije povezang
if j�n then

begin ind��false�exit�end�
ftrazimo nemarkiran cvor w za koji je d�w� najmanjeg
w��j� j��j���
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while j��n do

begin

if not mark�j� and �d�j���NE POSTOJI� and �d�j��d�w��

then w��j�

j��j���

end�

fmarkiramo nadjeni cvorg
mark�w���true�

fkorigujemo ako je potrebno	 pomocu w nizove d i p za cvorove

koji nisu markirani	a povezani su sa wg
for j��� to n do

if not mark�j� and �A�w��j���NE POSTOJI�

then if �d�j��NE POSTOJI� or �d�w��A�w��j�
d�j��

then begin

d�j���d�w��A�w��j��

p�j���w�

end�

end�

ind��true�

end�

Vremenska i prostorna slo�enost ovog algoritma je O�n���
Ako je dat graf G prikazan na slici �� Nala�e�e du�ina najkra�ih puteva

od qvora s	 npr� qvora 
��	 do preostalih qvorova grafa G korix�e�em Dajks�
trinog algoritma prikazano je na slici �� Qvorovi su predstav�eni kru�i�ima	
broj pored kru�i�a oznaqava redni broj qvora	 a broj u kru�i�u du�inu naj�
kra�eg puta od qvora s do qvora predstav�enog tim kru�i�em	 slovo N znaqi da
ne postoji put od s do tog qvora preko markiranih qvorova� Markirani qvorovi
su zatam�eni� Brojevi na granama su du�ine grana� Podeb�ane su one grane
koje su sastavni delovi najkra�ih puteva�

Sl� �

Za ispisiva�e najkra�eg puta od qvora s do qvora k koristimo proceduru
pisi �

procedure pisi�k	s�integer� var p�put��

if k
�s

then pisi�p�k�	s	p��

write�k����

end�
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Sl� �

Primer �� Na zabavi se nalazi n �udi numerisanih brojevima od � do
n	 matricom An�n dato je ko se s kim poznaje� Osoba s zna vest koju treba da
saopxti ostalima� Osoba i mo�e prepriqati vest samo osobama koje poznaje�
Svako prepriqava�e traje � minut� Prepriqava�a se mogu odvijati paralelno
i svaka osoba mo�e okupiti svoje poznanike kojima �e saopxtiti vest� Svaka
osoba qim quje vest	 odmah je prepriqava 
ne gubi se vreme� i nije mogu�e da
jedna osoba prima vest istovremeno od dva poznanika� Napisati proceduru kojom
se odre�uje minimum vremena u minutima da bi svi quli vest	 i ako je to mogu�e
za svaku osobu ispisuje redne brojeve osoba preko kojih je do �e stigla vest�

Pretpostavimo da je A�i��j� � � ako osoba i poznaje osobu j	 inaqe je A�i��j� �
�� Matrica A predstav�a matricu povezanosti u grafu G � �V�E� gde je V �
f�� �� � � � � ng a du�ine grana su �� Ako korix�e�em procedure dajkstra odredimo
niz d du�ina najkra�ih puteva od osobe s koja zna vest do svih ostalih osoba u
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grafu G	 minimum vremena u minutima koji je potreban da bi svi quli vest je
maksimalni qlan niza d�

const NE POSTOJI�
�
procedure prepricavanje�n	s�integer�A�mat�var ind�boolean�var x�integer��
fn�broj ljudi	 s�osoba koja zna vest	 A�martica poznanstva	
ind�logicka promenljiva koja ukazuje da li svi mogu cuti vest	
x�minimum vremena u minutima koji je potreban da bi svi culi vestg
var i�integer�

p�put�
d�niz�

begin
dajkstra�n	s	A	d	p	ind��
if ind then

begin
x��d����
for i��� to n do
if �d�i��x�

then x��d�i��
writeln�� Minimum vremena u minutima da bi svi culi vest je �	x��
for i��� to n do
if i��s

then begin
write��Osoba �	 i	 � � ���
pisi�i	s	p��
writeln�

end
end

end�

Zadatak �� Date su informacije o direktnim putevima izme�u n gradova
pomo�u matrice veza An�n 
A�i��j� je du�ina puta od grada i do grada j ako
postoji put	 u suprotnom je A�i��j� je ��� Napisati program koji �e za par celih
brojeva �k�m� 
� � k�m � n� xtampati redne brojeve gradova kroz koje treba
pro�i	 prilikom putova�a od grada k do grada m	 pri qemu je ukupna du�ina
puta najma�a mogu�a�


� Odre�iva	e du
ina najkra�ih puteva izme�u svih parova
qvorova

Problem� Za dati orijentisan graf G � �V�E� sa nenegativnim granama
odrediti du�ine najkra�ih puteva izme�u svih parova qvorova i odrediti te
puteve�

Ovaj problem rexava Flojd�Vorxelov 
Floyd�Warshell� algoritam	 qiji
opis sledi� Osnovni princip koji se koristi u rexe�u je� ako je k qvor naj�
kra�eg puta od qvora i do qvora j	 onda je deo puta od i do k 	 i od k do j
tako�e najkra�i� Kroz n iteracija formiramo matricu D koja sadr�i du�ine
najkra�ih puteva izme�u svih parova qvorova� Na poqetku D inicijalizujemo
na martricu A� Oznaqimo matricu D posle k�te iteracije sa D�k�� Posle k�te
iteracije D sadr�i du�ine najkra�ih puteva u kojima su me�uqvorovi iz sku�
pa f�� �� � � � � kg 
tj� D�i��j��k� predstav�a du�inu najkra�eg puta od qvora i do
qvora j pri qemu su redni brojevi svih qvorova tog puta osim kraj�ih ma�i
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ili jednaki k�� Prema tome posle n iteracija matrica D sadr�i rezultat� U
k�toj iteraciji algoritma proveravamo za sve parove qvorova �i� j� da li posto�
ji put preko qvora k koji je kra�i od puta koji prolazi kroz qvorove iz skupa
f�� �� � � � � k � �g� Potrebno proverava�e mo�emo zapisati na slede�i naqin�

D�i��j��k� � min�D�i��j��k���� D�i��k��k��� �D�k��j��k����

za � � i� j� k � n�
U praksi qesto nije dovo�no znati samo du�ine najkra�ih puteva	 ve� je

potrebno znati i najkra�i put� U tom sluqaju koristimo matricu P koju inici�
jalizujemo na �� U prethodno opisanom algoritmu u svakoj iteraciji kad me�amo
D�i��j� me�amo i matricu P 	 tako xto P �i��j� dobija vrednost k� Tako u P �i��j�
pamtimo broj posled�e itercije u kojoj je D�i��j� me�ano	 tj� qvor sa najve�im
rednim brojem na putu od i do j� Kad se algoritam zavrxi	 da bismo rekonstru�
isali put od i do j posmatramo P �i��j�� Ako je P �i��j� � �	 najkra�i put je grana
�i� j�	 ako ona postoji� inaqe ako je P �i��j� � k	 najkra�i put od i do j prolazi
kroz qvor k	 zato rekurzivno posmatramo P �i��k� i P �k��j� da bismo naxli ostale
me�uqvorove najkra�eg puta�

Implementacija opisanog algoritma na Pascal�u bi izgledala ovako�

type niz�array�����

�of real�
mat�array�����

� of niz�
matput�array�����

� of array �����

� of integer�

procedure Flojd�n�integer�var A	D�mat� var P�matput��
fn�broj cvorova� A�graf� D�matrica najkracih rastojanja	 P�matrica putevag
var i	j	k�integer�
begin

finicijalizacija matrica D i Pg
for i��� to n do

for j��� to n do
begin

D�i��j���A�i��j��
P�i��j���
�

end�
for k��� to n do

for i��� to n do
for j��� to n do

if i��j then
if�D�i��k���NE POSTOJI� and �D�k��j���NE POSTOJI�

then if �D�i��j��NE POSTOJI� or �D�i��k��D�k��j��D�i��j��
then

begin
D�i��j���D�i��k��D�k��j��
P�i��j���k�

end�

end�

Vremenska slo�enost datog algoritma je O�n�� uz prostornu slo�enost
O�n��� Ako �elimo da ispixemo me�uqvorove najkra�eg puta izme�u qvorova
i i j koristimo proceduru pisi �

procedure pisi�i	j�integer� var P�matput��
var k�integer�
begin
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if P�i��j�
�

then begin

k��P�i��j��
pisi�i	k	P��
write�k����
pisi�k	j	P��

end

end�

Primer �� Ako je nad skupom f�� �� � � � � ng zadata binarna relacija � ma�
tricom An�n	 A�i��j� � true ako su i i j u relaciji	 inaqe A�i��j� � false�
Odrediti relaciju �� koja predstav�a minimalno tranzitivno zatvore�e rela�
cije ��

Relacija �� je minimalno tranzitivno zatvore�e relacije � ako je relacija
�� tranzitivna i � � �� i ako za svaku tranzitivnu relaciju � gde je � � �
va�i �� � ��

Binarna relacija � indukuje graf G � �V�E�	 gde je V � f�� �� � � � � ng	 a
izme�u qvorova u i v postoji ivica samo ako elementi u i v jesu u relaciji �	
tj� �u� v� � E samo ako je A�u��v� � true� Elementi u i v bi�e u relaciji ��
akko postoji put od qvora u do qvora v u grafu G� Prema tome za minimalno
tranzitivno zatvore�e relacije mo�emo iskoristiti algoritam za nala�e�e
najkra�ih puteva izme�u svih parova qvorova�

type niz�array �����

� of boolean�
mat�array �����

� of niz�

procedure tranz zatv� n�integer� var A	A��mat�
var i	j	k�integer�
begin

for i��� to n do
for j��� to n do

A��i��j���A�i��j��
for k��� to n do

for i��� to n do
for j��� to n do
A��i��j���A��i��j� or �A��i��k� and A��k��j���

end�

Zadatak � Data je matrica An�n pri qemu je A�i��j� � � ako postoji di�
rektan put od grada i do grada j	 u suprotnom je A�i��j� � �� Napisati program
koji �e za svaki par celih brojeva �i� j� 
� � i� j � n� odrediti najma�i broj
gradova kroz koje treba pro�i	 prilikom putova�a od grada i do grada j	 ako
postoji put izme�u i i j�
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