
ZADACI IZ MATEMATIKE

Radunka Momqilovi�

FUNKCIJE �x� I fxg
izbor zadataka

�� U prvom razredu sred�ih xkola obra�uje se i funkcija �x� �najve�i ceo
broj koji nije ve�i od x�� kao primer funkcije koja je deo po deo linearna� Na�
vedimo osnovna svojstva te funkcije	 �ima se mo
emo koristiti pri rexava�u
zadataka koji slede� Qesto se koristi oznaka �x� � E�x�� xto potiqe od poqetnog
slova francuske reqi entier �ceo� i �x� qita kao ��ceo deo od x��

�� Domen funkcije �x� je ceo skup R� Ona preslikava R na skup Z celih
brojeva	 pri tome je svaki ceo broj k slika beskonaqno mnogo realnih brojeva
� za sve x � �k� k � �� va
i �x� � k�

�� Na osnovu definicije lako crtamo grafik funkcije y � �x�� sl� 
� Sa
grafika se jednostavno ��qitaju� mnoga svojstva funkcije� a� ona raste� ali ne
raste strogo	 b� neprekidna je za sve x � R n Z	 v� u celobrojnim taqkama ima
prekide prve vrste �u �ima je neprekidna zdesna� ima i levi limes� ali se levi
i desni limes razlikuju za ���

Sl� � Sl� �

�� Pomo�u funkcije �x� definixe se funkcija fxg�
fxg � x� �x�

�qitamo ��razlom�eni deo od x��� Za �u va
i�
�� Domen funkcije fxg je ceo skup R� Ona preslikava R na skup �	� ���
�� Na osnovu definicije lako crtamo i grafik funkcije y � fxg� sl� ��

Sa grafika jednostavno ��qitamo� da�a svojstva te funkcije� a� za sve x � R je
	 � x � �	 b� ima beskonaqno mnogo nula � za sve x � Z je fxg � 		 v� neprekidna
je za sve x � R n Z	 g� u svim celobrojnim taqkama ima prekide prve vrste
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�u �ima je funkcija neprekidna zdesna� ima i levi limes� ali se levi i desni
limes razlikuju za po ��	 d� periodiqna je i osnovni period joj je ��

�� Zadaci

�� Grafiqki predstaviti funkciju f�x� � j�x�j�
Grafik je na slici �� Navesti svojstva ove funkcije�

Sl� � Sl� �

�� Grafiqki predstaviti funkcije�

a� f�x� � �x� sgnx	 b� f�x� � �jxj�	 v� y � eln j�x�j�

Uporediti dobijene grafike sa grafikom prethodne funkcije� Koje su od
navedenih funkcija jednake�

�� Grafiqki predstaviti funkciju f�x� � x�x� i analizirati �ena svoj�
stva�

Grafik je na slici ��

�� Nacrtati grafik funkcije f�x� �
x

�x�
�

Funkcija nije definisana u intervalu 	 � x � �� Grafik se sastoji od
poluzatvorenih odseqaka� Oni pripadaju pravim koje prolaze kroz koordinatni
poqetak� Krajevi odseqaka �u kojima su oni zatvoreni� pripadaju pravoj y � ��
sl� ��

Sl� � Sl� �



Funkcije �x� i fxg 
�

�� Nacrtati grafik funkcije f�x� � �sinx��
Koriste�i se qi�enicom da je

�sinx� �

�����
����

	� za x � ��k�� ��� � �k���

�� za x � ��� � �k��

	� za x � ���� � �k�� ��k � �����

��� za x � �� � �k�� ��k � �����

k � Z�

dobijamo grafik funkcije y � f�x� na slici ��

�� Ispitati i grafiqki predstaviti funkcije�

a� f�x� � x� �x�	 b� f�x� � �x��x�	 v� f�x� � x� � �x��	

g� f�x� �
�

�x�
	 d� f�x� � �cosx��

Rexiti jednaqine �zadaci ��
���

�� a� �x� ��
� � �	 b� ��x� �
� � � ��	 v� ����� x� � ����

Pri rexava�u se koristi nejednakost �a� � a � �a� � ��

Rexe�a� a� � � x� ��
 � 
� x � ���
� ��
��
b� �� � �x� �

� � 	� � �
� � �x � � �

� � x � �� �
� �� �

� ��
v� Nema rexe�a jer je �a� � Z�

�� a� f�x� �
�g � �

� 	 b� fx� �
	g � �

� 	 v� f�x� �
�g � 	

� �

Pri rexava�u se koristi svojstvo fa� kg � fag� k � Z�

Rexe�a� a� �x� �
� � �

� � k� k � Z	 x � � �
�� � k

� 	 x � f� �
�� � k

� j k � Z g�
b� x� �

	 � �
� � k� k � Z	 x � 


	 � k	 x � f 

	 � k j k � Z g�

v� �� jer je 	 � fag � ��

�� a� �x�� � ��x� � � � 		 b� �x�� � ��x� � �	 � 		 v� ��x�� � ��x� � � � 	�

Rexe�a� a� �x� � � � �x� � �	 x � ��� ���
b� �x� � �� � �x� � �	 x � �����
� � ��� ���
v� �x� � �

� � �x� � �
� � xto nije mogu�e jer je �a� � Z�

��� a� �fxg���fxg�� � 		 b� �fxg�� �fxg�
 � 		v� fxg� � 
fxg� � � 	�

Rexe�a� a� fxg � �
	 � fxg � �

� 	 x � �
	 � k� � x � �

� � k�� k�� k� � Z�

b� fxg � 
 � fxg � �
� 	 x � �

� � l� l � Z�
v� fxg � � � fxg � �	 nema rexe�a�

��� a� �x� � �x� �� � �	 b� �x� � x� 
� � ��

Rexe�a� a� Data jednaqina je ekvivalentna dvostrukoj nejednaqini
� � x� � �x� � � �� tj��

x �
��p�

�
� x �

� �
p
�

�

�
� � � x � 
�

odakle je x �
�
��

��p�

�

�
�
�
� �

p
�

�
� 


�
�
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b� � � x��x�
 � � �� x��x�� � 	�x��x�� � 	 �� �x� �
� �

�� �
	 �

	 � �x� �
� �

� � �
	 � 	� xto je nemogu�e� Dakle� jednaqina nema rexe�a�

��� a� �x�� � 
	 b� �x�� � 
	 v� ��x� � 		

g� ��x� � �	 d� ��fxg � 
	 �� �fxg � 	���

Rexe�a� a� x � ��p����� � ���
p
��	 b� x � ������� � ��� ��	 v� x � ���� 	�	

g� x � �log� �� log� ��	 d� x � f �
� � k j k � Z g	 �� kako je 	 � fxg � � i zato

�fxg � �� data jednaqina nema rexe�a�

��� a� x� �x� � fxg � 		 b� fxg � �x� � x � 		 v� x� ��x� � ��

Pri rexava�u ovih jednaqina koristimo jednakost �x� � fxg � x�

Rexe�a� a� x� x � 	� dakle x � 	�
b� fxg � �x� � �x� � fxg � 	� odakle �fxg � 	� odnosno x � Z�
v� x � ���

�	� a� �fxg � �fx�
g � �	 b� ��x� � � 	 ��x� � � � 		

v� 
�x� � � 	 ��x� � 
 � 		 g� ���fxg � � 	 ��fxg � 	�

Rexe�a� a� �fxg � �fx�
g � � �� �fxg � �fxg � � �� �fxg � � ��
fxg � �

� �� x � �
� � k� k � Z�

b� ��x� � � 	 ��x� � � � 	 �� ��x� � � � ��x� � � �� �x� � 	 �� x � �	� ���
jer ��x� � � nije mogu�e �stepen broja � celobrojnim izlo
iocem ne mo
e biti
jednak ���

v� 
�x� � � 	 ��x� � 
 � 	 �� ��x� � � � ��x� � 
 �� �x� � 	 � �x� � � ��
x � �	� �� � ��� ���

g� ���fxg � � 	 ��fxg � 	 �� ��fxg � � � ��fxg � � �� fxg � 	 � fxg �
�
� �� x � Z � x � �

� � k� k � Z�

�
� a� jjxj � �x�j � �jxj � �x��	 b�

	
�x

�
� �



� cosx	

v�
p

��
x� � �x� 
� � ��� sinx�	 g� �sinx� � �cosx�	

d� �sinx� cosx� � 		 �� �sinx� cosx� � ��

Rexe�a� a� Kako je jxj � x � �x�� to je jjxj � �x�j � jxj � �x�� Kako je �x� ceo
broj i desna strana je ceo broj� odatle sledi jxj � �jxj�� Dakle� svi celi brojevi
su rexe�a date jednaqine�

b� Kako cosx mo
e od celobrojnih vrednosti da uzima samo ��� 	 i �� je�
dnaqina je ekvivalentna disjunkciji jednaqina	

�x

�
� �



� �� �

	
�x

�
� �



� 	 �

	
�x

�
� �



� ��

odakle je x � � � x �
��

�
� x � ���

v� Nejednakost ��
x� � �x � 
� � 	 je ekvivalentna sa �
x� � �x � 
 � 	�

tj� �




� x � �� U ovoj oblasti izraz ��� sinx� ima samo dve vrednosti� � i 
�
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Zbog toga je data jednaqina ekvivalentna disjunkciji sistema�
��
x� � �x� 
� � �

��� sinx� � �
�
�

��
x� � �x� 
� � 


��� sinx� � �

Rexava�em se dobija x � 	 � x �
�
� �

p
��

�

�
� �

p
��

�


�
�

g� Kako je j sinxj � � i j cosxj � �� to su �ihove mogu�e celobrojne vrednosti
��� 	� �� Mogu�a su tri sluqaja�


� �sinx� � �cosx� � ��� tj� �� � sinx � 	 � �� � cosx � 	� odakle
x � �� � �k�� ��� � �k��� k � Z�

�� �sinx� � �cosx� � 	� tj� 	 � sinx � � � 	 � cosx � �� odakle x �
��k�� �� � �k��� k � Z�

�� �sinx� � �cosx� � �� Sistem je nemogu�� jer ni za koje x� sinx i cosx nisu
istovremeno jednaki 
�

d� Iz 	 �
p
� cos

�
x� �






� � dobijamo 	 � cos

�
x� �
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p
�

�
� ��

�
��k� �

x � �



�

�



� �k� � �



� �k� � x � �



�

�

�
� �k� i x �

h
��



� �k�� �k�
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�

�
� �k��

��



� �k�



� k � Z�

�� �sinx�cosx� � � �� � � sinx�cosx � � �� � � sinx�sin
��
�
� x



�

� �� � � � sin
�



cos

�
x� �






� � ��

p
�

�
� cos

�
x� �






�
p
� �� x �h

�k��
�

�
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i
� k � Z�

���

	
�x� �
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�

	

x� �

�



�

�x� 


�
�

Rexe�e� Zamena
�x� �

�
� y daje �y� �

	
y �

�

�



�

�y � �

�
� Uzevxi u obzir

da je �y� �

	
y �

�

�



� ��y� dobijamo ��y� �

�y � �

�
� Novom zamenom

�y � �

�
� k

imamo

	

k � �

�



� k� k � Z� Posled�a jednaqina znaqi da je k �


k � �

�
�

k � �� odakle �� � k � �� Mogu�e vrednosti za k su� ��� ��� �� 
� �� pa je

x �
�
��

�
�
�

�
�
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Rexiti sisteme jednaqina �zadaci 
�������

��� a�

�
��x� � ��y� � �

��x�� �y� � ��
b�

�
�fxg � �fyg � �

�fxg� 
fyg � ��
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Rexe�a� a� Sistem je ekvivalentan sa �x� � � i �y� � �� pa je skup rexe�a
f �x� y� j x � ��� ��� y � ��� �� g�

b� f �x� y� j x � �
� � k� y � �

� � k� k � Z g�

��� a�

�
�x� y � 
� � ��� y

�x� �� � �y � �� � ��� x� y�
b�

�
�x� � �y � �� � �� x

�x� �� � �x� y � ��

Rexe�a� a� Kako su leve strane prve i druge jednaqine celi brojevi� sistem
ima rexe�a samo ako su i desne strane celi brojevi� Odatle sledi da su x i y
celi brojevi� U takvom sluqaju dati sistem jednaqina ekvivalentan je sistemu�

x� y � 
 � ��� y

x� � � y � � � ��� x� y�

qije je rexe�e par �
� ���

��� a�

���
��

�x� � �y� � �z� � �

��x�� �y� � �z� � 	

�x�� ��y� � �z� � ���

b�

���
��

�x� � �y� � fzg � ���

y � �z� � fxg � ���

z � �x� � fyg � ����

Rexe�a� a� f �x� y� z� j x � ��� ��� y � ��� ��� z � ���� 	� g�
b� Kako je �a� � fag � a� sabira�em dobijamo �x � �y � �z � ���� tj�

x� y � z � ����
Iz prve dve jednaqine sledi x�fxg�y��y���z��fzg� ���� pa iz prethodnog

dobijamo �y� � fxg � 	� odakle �y� � 	 i fxg � 	� Dakle� mora biti x � Z� a
y � �	� ��� pa prva jednaqina sistema ima oblik x � fzg � ���� Odatle je x � �
i fzg � 	��� Druga jednaqina dobija oblik y � �z� � ���� pa je �z� � � i y � 	���
Dati sistem ima jedinstveno rexe�e ��� 	��� �����

��� a�

�
x� � �x� � �

x� � ��x� � ��
b�

�
x� � �x�� � ��

x	 � �x�� � ���

Rexe�a� a� ���� ��	 b� ��


