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� �����

Prva balkanska osnovnoxkolska matematiqka olimpijada ��� BOMO� odr�a�
na je od ��� do ��� juna ove godine u Beogradu� Organizator ove olimpijade bio
je Savez druxtava matematiqara Jugoslavije	 a doma
ini takmiqe�a su bili
uqenici i nastavnici OX 		Milox Cr�anski� iz Beograda�

Takmiqe�e su	 uz prigodan kulturno�umetniqki program	 otvorili predse�
dnik Saveza druxtava matematiqara Jugoslavije	 dr Vladimir Mi
i
 i pot�
predsednik Vlade SR Jugoslavije	 mr Nikola Xainovi
� Posle uspexno re�
xenih zadataka uqesnici takmiqe�a su svoje slobodno vreme iskoristili za
razgleda�e Beograda	 posete pozorixnim predstavama	 koncertima i dru�e�e�
Za uqesnike takmiqe�a i �ihove doma
ine je ��� juna organizovan izlet do De�
spotovca	 manastira Manasije i Resavske pe
ine�

Zavrxna sveqanost prve BOMO odr�ana je u Vladi SR Jugoslavije	 gde je
predsednik �irija	 dr Mirjana 
ori
 uruqila nagrade uqesnicima	 a savezni
ministar za informisa�e	 Ivan Mati
 je zatvorio takmiqe�e�

Nesebiqnu pomo
 u organizaciji prve BOMO pru�ili su Vlada SR Jugo�
slavije	 Zavod za izradu novqanica	 		Soko Xtark�	 		Beobanka�	 Matematiqki
list za uqenike osnovne xkole i mnogi entuzijasti koji su svojim liqnim zala�
ga�em doprineli da Jugoslavija bude uspexan doma
in ove manifestacije�

Propozicije BOMO su takve da uqenici qetiri sata rexavaju pet zada�
taka	 od kojih svaki nosi po �� poena� Svaka zem�a uqesnica ima pravo da
predlo�i najvixe pet zadataka iz slede
ih oblasti� elementarna teorija bro�
jeva	 proporcije i procenti	 linearne jednaqine sa jednom nepoznatom i primene	
sistemi linearnih jednaqina sa dve nepoznate i primene	 linearne nejednaqi�
ne i sistemi linearnih nejednaqina sa jednom nepoznatom	 algebarski izrazi	
dokazi i mere�e u planimetriji �bez sliqnosti i Pitagorine teoreme�	 logiqko�
kombinatorni zadaci� Kako je ove godine na olimpijadi uqestvovalo taqno pet
zema�a	 �iri je doneo odluku da se od �� predlo�ena zadatka izabere po jedan
predlog svake zem�e uqesnice�
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ZADACI�

�� Devet taqaka je raspore�eno u jediniqnom kvadratu� Dokazati da me�u �ima
postoje tri taqke takve da povrxina trougla kome su one temena nije ve
a
od ����

�� Ukoliko je
x� � y�

x� � y�
�
x� � y�

x� � y�
� k	 izraziti

x� � y�

x� � y�
�
x� � y�

x� � y�
u funkciji

od k�

�� Neka je I centar kruga upisanog u dati trougao ABC	 a D i E redom sre�
dixta stranica AB i AC� Neka su	 da�e	 K i L preseqne taqke prave DE
redom sa BI i CI� Dokazati da je

AI �BI � CI � BC �KL�

�� Na
i uglove trougla ABC ukoliko je R�b � c� � a
p
bc	 pri qemu su a	 b

i c stranice trougla ABC	 a R je polupreqnik kruga opisanog oko ovog
trougla�

�� Ako su n�� n�� 	 	 	 � n����� n���� prirodni brojevi takvi da je

n�� � n�� � � � �� n����� � n������

dokazati da su bar dva od tih brojeva parni�

Pravo uqex
a na balkanskoj osnovnoxkolskoj olimpijadi �po pravilniku�	
imaju uqenici mla�i od �
�
 godina� Ekipe su petoqlane	 a pored Jugoslavije na
ovoj Olimpijadi uqex
e su uzele i ekipe Bugarske	 Grqke	 Kipra i Makedonije�

U zvaniqnoj pojedinaqnoj konkurenciji qlanovi jugoslovenske ekipe posti�
gli su slede
e rezultate� zlatnu meda�u su osvojili Tomislav Radi
	 uqenik
osmog razreda OX 		Borivoje Milojevi
�	 Krupa� i Dragan Prekrat	 uqenik
osmog razreda OX 		Branko Radiqevi
�	 Panqevo� srebrnu meda�u osvojio je
Vladimir Lazi
	 uqenik osmog razreda OX 		Milan Raki
�	 Novi Beograd�
bronzanu meda�u osvojila je Karola Mesarox	 uqenica osmog razreda OX 		VIII
VUB�	 Subotica� pohvalu je osvojio najmla�i uqesnik olimpijade	 Nenad Jova�
novi
	 uqenik sedmog razreda OX 		Branko Radiqevi
�	 Novi Beograd�

U nezvaniqnom ekipnom plasmanu	 koji se odre�uje prema ukupnom zbiru
poena	 najvixe uspeha imala je ekipa Bugarske	 a zatim sledi ekipa Jugoslavije�

dr Mirjana 
ori


predsednik �irija �� balkanske

osnovnoxkolske matematiqke olimpijade



Me�unarodna matematiqka takmiqe�a ���	� godine ��

�	� ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Mar del Plata� Argentina� ��� i ��� juli �����

U vremenu od ��� do ��� jula odr�ana je ��� Me�unarodna matematiqka
olimpijada u Mar del Plati �Argentina�� Na ovoj Olimpijadi uqestvovale
su xestoqlane ekipe iz �� zem�e sa svih kontinenata� U zvaniqnoj pojedinaqnoj
konkurenciji qlanovi jugoslovenske ekipe postigli su slede
e rezultate� sre�
brne meda�e osvojili su Duxan 
uki
 i Nikola Petrovi
	 uqenici drugog
razreda Matematiqke gimnazije u Beogradu� bronzane meda�e osvojili su Je�
lena Spasojevi
	 uqenica tre
eg razreda Matematiqke gimnazije u Beogradu	
Rade Stanojevi
	 uqenik drugog razreda gimnazije 		Svetozar Markovi
� u Ni�
xu i Branislav Cvetkovi
	 uqenik tre
eg razreda Matematiqke gimnazije u
Beogradu� Qlan naxe ekipe bio je i Ivan Ve�kovi
	 uqenik qetvrtog razreda
gimnazije 		Vuk Kara�i
� u Loznici�

U nezvaniqnom ekipnom plasmanu	 koji se odre�uje prema ukupnom zbiru po�
ena	 najvixe uspeha imala je ekipa Kine	 a zatim slede ekipe Ma�arske	 Irana	
Rusije i Sjedi�enih Ameriqkih Dr�ava	 Ukrajine itd� Naxa ekipa zauzela je
dvadeseto mesto�

ZADACI

Prvi dan

�� Taqke sa celim koordinatama u ravni su temena jediniqnih kvadrata� Kvad�
rati su naizmeniqno obojeni crno i belo �kao na xahovskoj tabli�� Za
svaki par pozitivnih celih brojeva m i n	 razmatramo pravougli trougao
qija temena imaju cele koordinate i qije katete	 du�ine m i n	 le�e na
stranicama kvadrata� Neka je S� ukupna povrxina crnog dela trougla i S�
ukupna povrxina �egovog belog dela� Neka je

f�m�n� � jS� � S�j�
�a� Izraqunati f�m�n� za sve pozitivne cele brojeve m i n koji su ili oba
parni ili oba neparni�

�b� Dokazati da je f�m�n� � �

�
maxfm�ng za sve m i n�

�v� Dokazati da ne postoji konstanta C takva da je f�m�n� � C za sve m
i n�

�� Ugao A je najma�i u trouglu ABC� Taqke B i C dele opisanu kru�nicu
trougla na dva luka� Neka je U unutrax�a taqka luka izme�u B i C koji
ne sadr�i A� Simetrale du�i AB i AC seku pravu AU redom u taqkama V
i W � Prave BV i CW seku se u T � Dokazati da je

AU � TB � TC�

�� Neka su x�	 x�	 	 	 	 	 xn realni brojevi koji zadovo�avaju uslove�

jx� � x� � � � �� xnj � � i jxij � n� �

�
za i � �� �� 	 	 	 � n�
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Dokazati da postoji permutacija y�	 y�	 	 	 	 	 yn brojeva x�	 x�	 	 	 	 	 xn	 takva
da je

jy� � �y� � � � �� nynj � n� �

�
�

Drugi dan

�� Matrica n � n �kvadratna tablica� qiji su qlanovi elementi skupa S �
f�� �� 	 	 	 � �n � �g naziva se srebrna matrica ako	 za svako i � �� �� 	 	 	 � n	
i�ta vrsta i i�ta kolona zajedno sadr�e sve elemente iz S� Dokazati da�

�a� ne postoji srebrna matrica za n � ���
�

�b� srebrne matrice postoje za beskonaqno mnogo vrednosti n�

�� Na
i sve parove �a� b� celih brojeva a � �	 b � �	 koji zadovo�avaju jedna�
qinu�

ab
�

� ba�

�� Za svaki pozitivan ceo broj n	 neka f�n� oznaqava broj predstav�a�a bro�
ja n u obliku zbira stepena broja � sa nenegativnim celim eksponentima�
Reprezentacije koje se razlikuju samo u redosledu �ihovih sabiraka sma�
traju se istim� Na primer	 f��� � �	 jer broj � mo�e biti predstav�en na
slede
a qetiri naqina� �	 � � �	 � � � � �	 � � � � � � �� Dokazati da za
svaki ceo broj n � � va�i

�n
��� � f��n� � �n

����

Na me�unarodnoj matematiqkoj olimpijadi tradicionalno se rexava xest
zadataka u toku dva dana� Zadaci se biraju iz slede
ih oblasti� geometrija	
teorija brojeva	 algebra i kombinatorika� Ove godine je bilo vixe zadataka
u kojima se prepli
u razliqite oblasti	 a sve tradicionalne oblasti su bile
zastup�ene� Zadaci koji se predla�u na Me�unarodnoj matematiqkoj olimpijadi
su razliqite te�ine i slo�enosti� Me�u �ima obavezno ima zadataka koji su
dostupni ve
ini uqenika �takav je na primer zadatak ��� Tako�e se predla�u
i zadaci koji bi mogli biti uvod u dub�a istra�iva�a� Na primer	 u vezi
sa zadatkom �	 interesantno je pita�e asimptotske ili taqne formule za broj
svih predstav�a�a broja �n u obliku zbira sabiraka oblika �k� Dobar uvod u
teoriju razbija�a skupova i brojeva mo�e predstav�ati k�iga Andrews� G	E	�
The Theory of Partitions� Addison�Wesley� London� ��
�	

dr Pavle Mladenovi
	

rukovodilac jugoslovenske ekipe

na ��� Me�unarodnoj matematiqkoj olimpijadi



Me�unarodna matematiqka takmiqe�a ���	� godine ��

QETVRTO ME�UNARODNO TAKMIQE�E STUDENATA

Plovdiv� Bugarska� ��� ��
��� �	� �����

Qetvrto me�unarodno takmiqe�e studenata matematike u Plovdivu	 Bugar�
ska	 odr�ano je u periodu od ��� jula do �� avgusta ove godine� Uqestvovali su
studenti slede
ih univerziteta� Adam Mickiewicz University� Cambridge Uni�
versity� Charles University Prague� Comenius University� Complutense University
Madrid� Ecole Normale Superieure Paris� Hebrew University Jerusalem� Kharkov
State University� Lorand Eotvos University� Oxford University� Tarty University�
University College London� University of Belgrade� University of Blagoevgrad�
University of Ljubljana� University of Nis� University of Plovdiv� University of
Shoumen� University of So�a� University of Veliko Trnovo� University of Zaragosa�
Warsaw University�

Takmiqari su rexavali zadatke tokom dva dana	 svakog dana su imali na
raspolaga�u po pet sati za xest zadataka� U ekipi Matematiqkog fakulte�
ta Univerziteta u Beogradu su uqestvovali Vladimir Balti
 �qetvrta godina
studija�	 Velibor Tintor �tre
a godina�	 Marko Stoxi
 i 
or�e Mili
evi

�studenti prve godine�� Mili
evi
 je osvojio prvu nagradu	 Stoxi
 i Tintor
drugu nagradu a Balti
 tre
u nagradu�

Prvi dan

�� Neka je f�ng�n�� niz pozitivnih brojeva takav da je limn�� �n � �� Na
i

lim
n��

�

n

�X
n��

ln

�
k

n
� �n

�
�

�� Neka red
�P
n��

an konvergira� Da li tada slede
i redovi moraju tako�e kon�
vergirati�
a� a� � a� � a� � a� � a� � a� � a	 � a
 � a�	 � a�
 � � � �� a� � a�� � � � � �
b� a� � a� � a� � a� � a
 � a� � a	 � a� � a� � a�� � a�� � a�
 � a�� � a�� � a�� �
a�	 � a�� � a�� � � � � �
Opravdati date odgovore�

�� Neka su A i B realne n�n matrice takve da je A� �B� � AB� Dokazati da
ako je BA�AB invertibilna matrica	 onda je n de�ivo sa ��

�� Neka � realan broj	 � � � � ��
a� Pokazati da � ima jedinstvenu reprezentaciju u obliku beskonaqnog proizvo�

da � �
�
� � �

n�

��
� � �

n�

�
� � �	 gde su ni prirodni brojevi takvi da je n�i � ni���

b� Dokazati da je � racionalan ako i samo ako za neko m va�i ni�� � n�i � i �
m�m� �� 	 	 	 �

�� Za dati prirodan broj n posmatrajmo hiperravan Rn
� �

�
x � �x�� 	 	 	 � xn� �

R
n �

nP
i��

xi � �
�
i mre�u Zn

� � fy � R
n
� � svi yi su celi brojevig� Definiximo

�kvazi� normu na Rn izrazom kxk � �
nP

i��
jxijp���p ako je � � p � �	 i kxk� �
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maxi jxij� Neka je x � R
n
� takvo da je maxi xi�mini xi � �� Dokazati da za svako

p � ������ i svako y � Zn
� va�i kxkp � kx� ykp�

�� Pretpostavimo da je F familija konaqnih podskupova skupa N prirodnih
brojeva i da za svaka dva skupa A�B � F imamo A �B �� ��
a� Da li je taqno da postoji konaqan podskup Y od N takav da za bilo koja dva
skupa A�B � F imamo A � B � Y �� ��
b� Da li je tvr�e�e a� taqno ako jox pretpostavimo da svi qlanovi familije F
imaju isti broj elemenata�

Drugi dan

�� Neka je f tri puta neprekidno diferencijabilna funkcija na R	 pretpo�
stavimo da je f�x� � �	 x � R i da je f��� � f ���� � � � f ������ Neka je

g�x� � �
p
f�x��f ��x��� za x �� � i g��� � �� Dokazati da je g ograniqena u nekoj

okolini nule�

�� Neka je M invertibilna matrica dimenzije �n � �n	 predstav�e�a u blok

formi M �

�
A B
C D

�
i M�� �

�
E F
G H

�
	 gde su A�B� 	 	 	 � H matrice dimenzije

n� n� Dokazati da je detM detH � detA�

�� Dokazati da red
�P
n��

����n�� sin�logn�
n�

konvergira ako i samo ako je � � ��

�� a� Neka je preslikava�e f � Mn 	 R iz prostora Mn � R
n� svih n � n

matrica sa realnim qlanovima u realne brojeve linearno	 to jest	 neka va�i
f�A� B� � f�A� � f�B�	 f�cA� � cf�A� za sve A�B � Mn	 c � R� Dokazati da
postoji jedinstvena matrica C �Mn takva da je f�A� � tr�AC� za sve A �Mn�

�Ako je A � faijgni�j��	 onda je tr�A� �
nP

i��
aii��

b� Pretpostavimo da jox va�i i f�AB� � f�BA� za sve A�B � Mn� Dokazati
da tada postoji � � R takvo da je f�A� � � tr�A� za svako A �Mn�

�� Neka je X proizvo�an skup	 neka je f bijekcija skupa X na sebe� Dokazati da
postoje preslikava�a g�� g� � X 	 X takva da je f � g� �g� i g� �g� � id � g� �g�	
gde id oznaqava identiqko preslikava�e na skupu X�

�� Neka je f � ��� �� 	 R neprekidna funkcija� Ka�emo da f 		prelazi osu� u
taqki x ako je f�x� � � i ako u svakoj okolini taqke x postoje y� z takvi da je
f�y� � � i f�z� � ��
a� Dati primer neprekidne funkcije koja prelazi osu u beskonaqno mnogo taqaka�
b� Mo�e li neprekidna funkcija prelaziti osu u neprebrojivo mnogo taqaka�
Opravdati odgovor�

dr Milox Arsenovi


rukovodilac ekipe Matematiqkog fakulteta


