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RACIONALNE APROKSIMACIJE REALNIH BROJEVA

I NEKE PRIMENE

Pravilni veri�ni razlomci

U ovom qlanku izla�emo neka osnovna svojstva veri�nih razlomaka� Tako�e
se razmatraju aproksimacije realnih brojeva razlomcima i neke primene takvih
aproksimacija�

Prelazimo na izlaga�e osnovnih svojstava veri�nih razlomaka� U takve
razlomke dolaze na primer�
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Uopxte za zadan ceo broj a� i zadan konaqan niz prirodnih brojeva a�� a�� � � � � an�
slo�en razlomak oblika�

	�
 � � a� �
�

a� �
�

a��� � �
�

an

�

nazivamo pravilan konaqan veri�ni razvoj i oznaqavamo ga kra�e sa � �
�a�
 a�� � � � � an��

Svaki pravilan konaqan veri�ni razvoj � mo�e se dovesti do ��obiqnog�

razlomka
pn
qn

� Tako� gore navedenim veri�nim razlomcima odgovaraju redom

ovi ��obiqni� razlomci�
��

�
� �

���

���
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��
� Obratno� svaki razlomak � mo�e se

jednoznaqno prikazati u obliku konaqnog veri�nog razvoja� Recimo� razlomak

� �
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���
mo�e se ovako ��uveri�iti��
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Racionalne aproksimacije realnih brojeva i neke primene ��

U toku ��uveri�ava�a� posmatranom razlomku odgovaraju ��karike� � �
���

���
�

�� �
���

��
i �� � ��� Primetimo da zad�u ��kariku� �� mo�emo zameniti sa

�� �
�

�
� U vezi sa tim� uopxte kod veri�nog razlomka 	�
 ne dopuxtamo mo	

gu�nost an � �� Istaknimo da uz takav uslov svakom obiqnom razlomku odgovara
taqno jedan pravilan veri�ni razlomak�

U prethodnom primeru ��uveri�ava�a� prime�ujemo da vrednost zbira bro	
jioca i imenioca pojedinih ��karika� dobija sve ma�e vrednosti� Poka�imo da
navedeno svojstvo ostaje i u opxtem sluqaju� Tako� neka je zadan broj � kao

razlomak
r

s
� Niz brojeva a�� a�� a�� � � � � an� u izrazu 
��� nazivamo ��veri�nim�

ciframa i odre�ujemo ga korak po korak u procesu ��uveri�ava�a� kako sledi�
Tako nultu ��veri�nu� cifru a� odre�ujemo kao celobrojnu vrednost razlomka ��
tj� a� � ���� Sam broj � smatramo za nultu ��kariku� u procesu ��uveri�ava�a��

Da
e� u prvom koraku odre�ujemo ��kariku� �� �
�

�� a�
i odatle ��veri�nu�

cifru a� � ����� Primetimo da prva po redu ��karika� �� predstav
a raz	

lomak
s

r � a�s
koji oznaqavamo sa

r�
s�
� U drugom koraku odre�ujemo ��kariku�

�� �
�

�� � a�
i odatle drugu ��veri�nu� cifru a� � ����� Primetimo da druga

po redu ��karika� �� predstav
a razlomak
s�

r� � a�s�
koji oznaqavamo sa

r�
s�
� Sli	

qno nastav
amo da
e� U n	tom koraku odre�ujemo ��kariku� �n �
�

�n�� � an��
i odatle n	tu ��veri�nu� cifru an � ��n�� Primetimo da n	ta po redu ��karika�

�n predstav
a razlomak
sn��

rn�� � an��sn��
koji oznaqavamo sa

rn
sn

�

Dokazujemo da postoji indeks n kojim se okonqava proces ��uveri�ava�a��

Primetimo da za niz ��karika�
r

s
�
r�
s�
�
r�
s�
� � � � �

rn
sn

va�e nejednakosti� rn � sn �

rn�� � sn�� � � � � � r� � s�� Zaista� rn � sn � rn�� � 	� � an��
sn�� � rn�� �
sn�� � � � � � r� � s�� Dakle ��iscrp
iva�em� prethodnih zbirova� budu�i da se
zbir rn � sn stalno sma�uje� postoji indeks n za koji se proces ��uveri�ava�a�
zavrxava� Tada je posled�a ��karika� prirodan broj� inaqe bismo u suprotnom
mogli nastaviti proces ��uveri�ava�a�� U tom sluqaju polazni razlomak ��
pomo�u brojeva a�� a�� a�� � � � � an� predstav
en je u obliku 
��� Napomenimo da
je uobiqajeno u literaturi da se okonqava�e prethodnog postupka u konaqnom
broju koraka zak
uquje prema Euklidovom algoritmu ����

Ako broj � nije racionalan� tada niz brojeva a�� a�� � � � � an� � � � nije konaqan�
Brojioci i imenioci pn i qn� veri�nih razlomaka �a�
 a�� � � � � an�� odre�uju se
iz rekuretnih relacija�

	�

pn � pn�� � an � pn���

qn � qn�� � an � qn���

uz poqetne vrednosti p� � a�� q� � � i p� � a�a� � �� q� � a�� Formule 
��� na
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osnovu 
��� mo�emo dokazati indukcijom� Za n � � po formulama 
�� dobijamo
p� � p� � a� � p� � 	a�a� � �
 � a� � a� i q� � q� � a� � q� � a� � a� � �� Navedene
vrednosti za imenilac i brojilac se dobijaju i iz 
���

a� �
�

a� �
�

a�

�
a�a�a� � a� � a�

a� � a� � �

Pretpostavimo da su formule dokazane za neki n� Posmatrajmo za n i n � �
redom veri�ne razlomke�

pn
qn

� a� �
�

a� �
�

a��� � �
�

an
i

pn��
qn��

� a� �
�

a� �
�

a��� � �
�

an �
�

an��

�

Primetimo da iz razlomka
pn
qn

dobijamo razlomak
pn��
qn��

zamenom zavrxne ��kari	

ke� an sa ��karikom� an �
�

an��
� Samim tim zamenom u formulama 
�� zavrxne

��karike� an sa ��karikom� an�
�

an��
dobijamo razlomak

p
�

n��

q
�

n��

qijim redukova�em

dobijamo tra�eni razlomak
pn��
qn��

� Na osnovu izvrxene zamene dobijamo�

p
�

n�� � pn��
�
an�

�

an��

�
�pn�� �

	pn��an � pn��
an�� � pn��
an��

�
pnan�� � pn��

an��

i

q
�

n�� � qn��
�
an�

�

an��

�
� qn�� �

	qn��an � qn��
an�� � qn��
an��

�
qnan�� � qn��

an��
�

Dele�i p
�

n�� i q
�

n�� koeficijentom proporcionalnosti
�

an��
dobijamo jednako	

sti�

pn�� � pn � an�� � pn���

qn�� � qn � an�� � qn���

Time su dokazane formule 
���

Dokaza�emo da formule 
�� za svako n daju uzajamno proste brojeve pn i

qn� U tu svrhu oznaqimo razliku dva uzastopna razlomka
pn
qn

�
pn��
qn��

sa �n�
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Tada je �n �
pnqn�� � qnpn��

qn�� � qn
�

Dn

qn�� � qn
� gde Dn � pnqn�� � qnpn��� Iz

formula 
�� va�i Dn � �Dn��� Odatle dobijamo jednakost Dn � 	��
n��D� �
	��
n� Pretpostavimo suprotno da prirodni brojevi pn i qn imaju za zajedniqki
faktor prirodan broj � � �� Tada zamenom pn � �p��n i qn � �q��n u jednakost
Dn � pnqn�� � qnpn�� � 	��
n dolazimo do nemogu�e jednakosti u skupu celih
brojeva� �	p��

n
qn�� � q��

n
pn��
 � 	��
n� I tako� dokazom svo�e�em na apsurd�

pored formula 
��� dokazano je�

Svojstvo �� Imenioci i brojioci pn i qn 	n � N
 odre�eni formulama
	�
 jesu uzajamno prosti brojevi�

U opxtem sluqaju za ma koji ceo broj a� i niz prirodnih brojeva a�� � � � � an�

� � � formulama 
�� odre�en je niz razlomaka
p�
q�
�
p�
q�
�
p�
q�
� � � � �

pn
qn

� � � � koje nazivamo

veri�nim aproksimacijama� U da
em razmatramo osobine veri�nih aproksi	
macija ralnih brojeva�

Za razliku dva uzastopna razlomka �n �
pn
qn

�
pn��
qn��

�
Dn

qn�� � qn
na osnovu

jednakosti Dn � 	��
n� va�i jednakost�

	�
 �n �
pn
qn

�
pn��
qn��

�
	��
n

qn�� � qn
�

Sad� na osnovu 
�� i 
�� zak
uqujemo�

Svojstvo �� Niz imenilaca q�� q�� � � � � qn� � � � veri�nih aproksimaci�
ja� jeste strogo rastu�i niz brojeva� Apsolutne razlike izme�u veri�nih

aproksimacija
pn
qn

i
pn��
qn��

� odre�ene sa j�nj �

����pnqn �
pn��
qn��

���� � �

qn�� � qn
mono�

tono te�e ka ��

Na osnovu jednakosti 
�� tako�e zak
uqujemo da va�i�

Svojstvo �� Svaka veri�na aproksimacija
pn
qn

sa neparnim indeksom

n ve�a je od susednih veri�nih aproksimacija
pn��
qn��

i
pn��
qn��

� Svaka veri�na

aproksimacija
pn
qn

sa parnim indeksom n ma�a je od susednih veri�nih apro�

ksimacija
pn��
qn��

i
pn��
qn��

�

Na osnovu jednakosti 
��� prema formulama 
��� va�i�

	�

pn
qn

�
pn��
qn��

�
	��
nan
qn � qn��

�

Zaista� kako pn�� � pn � pn�� � an i qn�� � qn � qn�� � an to dobijamo�
pn
qn

�

pn � pn�� � an
qn � qn�� � an

�
	pn�� � qn � pn � qn��
an

qn � qn��
�

	��
nan
qn � qn��

� Na osnovu jednakosti 
��

va�i�
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Svojstvo �� Niz veri�nih aproksimacija sa parnim indeksima jeste
niz monotono rastu�ih brojeva� a niz veri�nih aproksimacija sa neparnim
indeksima jeste niz monotono opadaju�ih brojeva�

Na osnovu svojstava �� � i � nije texko zak
uqiti da va�i�

Svojstvo �� Niz segmenata

�
p�
q�
�
p�
q�

�
�

�
p�
q�
�
p�
q�

�
� � � � �

�
pk��
qk��

�
pk
qk

�
� � � � je�

ste niz segmenata ure�enih inkluzijom tako da svaki qlan niza sadr�i sve

naredne qlanove niza i da du�ina niza segmenta j�k j �
�

qk�� � qk
monotono

te�i ka ��

Racionalne aproksimacije I i II vrste

Neka je

�
pn
qn

�
niz veri�nih aproksimacija realnog broja � koji konvergira

ka tom broju� Na osnovu dosad razmatranih svojstva primetimo da niz veri�nih
aproksimacija osciluje oko vrednosti � tako da apsolutna grexka aproksimacije������

pn
qn

���� jeste ma�a od apsolutne razlike izme�u dve uzastopne aproksimacije����pnqn �
pn��
qn��

����� Odatle zak
uqujemo�
Svojstvo �� Apsolutna grexka pri zameni broja � sa veri�nim ra�

zlomkom
pn
qn

ma�a je od
�

q�
n��

� tj� va�i�

	�


������
pn
qn

���� � �

q�
n��

�

Da
e� kvalitet aproksimacije realnog broja razlomkom dajemo definici	

jom� koju navodimo prema Hinqinu ���� Racionalan broj
p

q

q � �� jeste najbo�a

racionalna aproksimacija realnog broja � prve vrste ako va�i nejednakost�

	�


������
p

q

���� �
�����

r

s

���

za sve razlomke
r

s
��

p

q
takve da je � � s � q� Racionalan broj

p

q

q � ��

jeste najbo�a racionalna aproksimacija realnog broja � druge vrste ako va�i
nejednakost�

	�
 jq�� pj � js�� rj

za sve razlomke
r

s
��

p

q
takve da je � � s � q � Da
e� prema ���� navodimo svojstva

najbo
ih racionalnih aproksimacija�
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Svojstvo �� Racionalan broj jeste najbo�a aproksimacija druge vrste
ako i samo ako jeste veri�na aproksimacija za zadan realan broj�

Svojstvo 	� Najbo�a racionalna aproksimacija druge vrste jeste i
najbo�a racionalna aproksimacija prve vrste� Obratno ne mora da va�i�

Na osnovu prethodna dva svojstva� dodatno� va�i svojstvo� Za zadan realan
broj � konaqne veri�ne aproksimacije jesu najbo�e racionalne aproksima�
cije prve vrste� Obratno ne mora da va�i� Naime� postoje najbo
e ra	
cionalne aproksimacije prve vrste koje nisu dobijene jednostavnim odseca�em
veri�nog razvoja� One se jav
aju izme�u dve veri�ne aproksimacije� Navedeno
sledi iz niza primera koji slede� pri tom su zvezdicom � naznaqene veri�ne
aproksimacije�

Primer �� Najbo
e racionalne aproksimacije prve vrste broja � jesu
slede�i razlomci�

�

�
�� ��

�
� ��

�
� �	

�
� ��



��

�
	

�

� ���

��
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���
�
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�

���		�

�����
�� ������

�����
�� ������

����

�� �����	

		���
�� � � �

Napomenimo da se me�uveri�ne aproksimacije prve vrste prirodno jav
aju u
aproksimira�u realnih brojeva� Tako na primer� Arhimed koriste�i pravilne
poligone sa �� ��� ��� �� i �� strana upisane u krug ili opisane oko kruga naxao
je procenu broja � upravo izme�u me�uveri�ne i veri�ne aproksimacije u vidu
���

��
� � �

��

�
��

Primer �� Najbo
e racionalne aproksimacije broja prve vrste e jesu sle	
de�i razlomci�

�

�
�� �

�
� �

�
�� ��

�
�� �	
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���
�� �
��

����
�� �����

����
� �����

����
�

�

��

����
� �����


���
� �����

����
�� ��	��

	���
�� �	�
�

����	
�� � � �

Prirodno se postav
a pita�e kako izgledaju dobijene me�uveri�ne najbo
e
racionalne aproksimacije prve vrste u odgovaraju�em veri�nom zapisu�

Primer �� Odrediti veri�ne zapise razlomaka koji jesu najbo
e racio	
nalne aproksimacije prve vrste za broj ��

�

�
� �����

��

�
� ��
 ���

��

�
� ��
 ���
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��	�	
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 �� ��� �������

���		�
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Primer �� Odrediti veri�ne zapise razlomaka koji jesu najbo
e racio	
nalne aproksimacije prve vrste za broj e�

�

�
� �����

�

�
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 ���

�

�
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�	�


�
� ��
 �� �� �� ���� ����

���

���
� ��
 �� �� �� ���� �� ����

�
�

���
� ��
 �� �� �� ���� �� ����

��
�

�	�
� ��
 �� �� �� ���� �� ����

����

���
� ��
 �� �� �� ���� �� �����

���

Neka su za realan broj � odre�ene redom veri�ne aproksimacije�
pn��
qn��

� �a�
 a�� � � � � an����
pn��
qn��

� �a�
 a�� � � � � an��� i
pn
qn

� �a�
 a�� � � � � an�� Niz

razlomaka slede�eg oblika
pn�� � j � pn��
qn�� � j � qn��

� za j � f�� � � � � an � �g� odre�uje

me�uveri�ni niz za veri�ne razlomke
pn��
qn��

i
pn
qn

���� Napomenimo da su ve	

ri�na aproksimacija
pn��
qn��

i ceo me�uveri�ni niz za
pn��
qn��

i
pn
qn

sa raznih strana

realnog broja �� U ��� dokazano je da va�i�

Svojstvo 
� Racionalan broj je najbo�a aproksimacija prve vrste ako
i samo ako jeste veri�na aproksimacija ili razlomak iz me�uveri�nog
niza za zadan broj ��

Prethodno navedeno svojstvo odre�uje skup u kome se nalaze sve najbo
e ra	
cionalne aproksimacije prve vrste� U ovom qlanku istaknu�emo neke pravilno	
sti koje se jav
aju za one me�uveri�ne aproksimacije koje su istovremeno i naj	
bo
e racionalne aproksimacije prve vrste� Neka su za realan broj � odre�ene

veri�ne aproksimacije
pn��
qn��

� �a�
 a�� � � � � an��� i
pn
qn

� �a�
 a�� � � � � an��� an��

Postav
a se slede�i problem� da li postoji prirodan broj a�n � f�� � � � � an� �g

takav da je razlomak
p�
n

q�
n

� �a�
 a�� � � � � an��� a
�

n
� najbo
a racionalna aproksi	

macija prve vrste koja pripada me�uveri�nom nizu za zadan realan broj ��
Takve razlomke nazivamo me�uveri�nim aproksimacijama prve vrste� Naj	
ma�i takav broj a

�

n
� ukoliko postoji� nazivamo me�uveri�na cifra koja pre	

thodi veri�noj cifri an i razlomak
p�n
q�n

koji je time odre�en nazivamo prva

me�uveri�na aproksimacija prve vrste realnog broja ��

Svojstvo ��� Neka su za realan broj � date dve uzastopne veri�ne

aproksimacije
pn��
qn��

� �a�
 a�� � � � � an��� i
pn
qn

� �a�
 a�� � � � � an��� an�� Ako po�

stoji prva me�uveri�na aproksimacija prve vrste
p�
n

q�
n

� �a�
 a�� � � � � an��� a
�

n
��

sa me�uveri�nom cifrom � � a�
n

� an� tada su svi razlomci
p��
n

q��
n

�
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�a�
 a�� � � � � an��� a
��

n
� redom za a�

n
� a��

n
� an sve bo�e me�uveri�ne aprok�

simacije prve vrste zadanog realnog broja ��

Dokaz� Neka postoji prva me�uveri�na aproksimacija prve vrste� Doka	
zujemo da se slede�a bo
a me�uveri�na aproksimacija prve vrste� ako postoji�

dobija za a��
n
� a�

n
�� � an� Prva me�uveri�na aproksimacija

p�
n

q�n
prve vrste je sa

razliqite strane realnog broja � u odnosu na veri�ni razlomak
pn��
qn��

� npr� neka

je
pn��
qn��

� � �
p�
n

q�
n

� Da
e� prema svojstvu �� postoji prirodan broj j� tako da�

p�n
q�n

�
pn�� � j� � pn��
qn�� � j� � qn��

� Odredimo� p��
n
� pn�� �a

��

n
�pn�� � pn�� �	a

�

n
��
�pn�� �

p�
n
� pn�� i q��

n
� qn�� � a

��

n
� qn�� � qn�� � 	a

�

n
� �
 � qn�� � q�

n
� qn��� Samim

tim razlomak
p��
n

q��
n

�
p�
n
� pn��

q�
n
� qn��

�
pn�� � 	j� � �
 � pn��
qn�� � 	j� � �
 � qn��

� pripada me�uveri�nom

nizu u kome se nalaze mogu�e me�uveri�ne aproksimacije prve vrste� Odatle

zak
uqujemo da je razlomak
p��
n

q��
n

sa iste strane broja � kao i
p�
n

q�
n

� tj� da va�i�
p��
n

q��
n

� � � �� Na osnovu prethodnog razmatra�a zak
uqujemo�

� �
p��
n

q��
n

� � �
p�
n
� pn��

q�
n
� qn��

� � �
p�
n

q�
n

� ��
q�
n
pn�� � qn��p

�

n

q�
n

� � q�
n
qn��

�
p�
n

q�
n

� ��

jer je q�
n
pn�� � qn��p

�

n
� �� Dakle� razlomak

p��
n

q��
n

iz me�uveri�nog niza jeste

bo
a aproksimacija od razlomka
p�
n

q�n
xto je i trebalo dokazati�

U vezi sa prethodnim razmatra�em postav
a se slede�i opxti problem�
Odrediti za dati realni broj � pod kojim uslovima postoje i po kom pra�
vilu se formiraju prve me�uveri�ne aproksimacija prve vrste� Posebno�

dokazati ili opovrgnuti da za broj � �
e� �

�
va�i pravilo a�n �

�

�
an 	n � �
 ����

Raqunarsko odre�iva�e racionalnih aproksimacija I vrste

U raznim praktiqnim primenama realan broj se uvek aproksimira nekim
razlomkom� Prirodno se jav
a potreba da je razlomak najbo
a racionalna
aproksimacija prve vrste� U nekim sluqajevima� ako su veri�ne aproksimacije
me�usobno dosta uda
ene� jav
a se potreba za me�uveri�nim aproksimacija	
ma prve vrste� kao jednako dobrim aproksimacijama� U tu svrhu napisali smo
UBASIC� program za odre�iva�e najbo
ih racionalnih aproksimacija prve vr	
ste za zadan realan broj sa velikim brojem cifara�

�jedna vrsta BASIC�a koja omogu�ava rad sa velikim brojem cifara



Racionalne aproksimacije realnih brojeva i neke primene ��

�� rem verige

�� print � najbolje racionalne aproksimacije realnog broja�

�� �

�� cls�point ����input �x	�
X

�� print �broj veri�znih razlomaka�
� input �k	�
K� if 
K����� goto ��

�� dim C
K��P
K��Q
K�

�� Ind	���Eps	������

�� Z	X�C
��	int
X�� if 
Z	C
��� then Z	Z�Eps

�� clr time

��� for I	� to K

��� if 
Z	C
I���� then Z	Z�Eps

��� Z	��
Z�C
I�����C
I�	int
Z�

��� next I

��� P
��	C
���P
��	C
���C
�����Q
��	��Q
��	C
��

��� for I	� to K

��� P
I�	C
I��P
I����P
I���

��� Q
I�	C
I��Q
I����Q
I���

��� next I

��� cls�print �veri�zne racionalne aproksimacije broja x��� print

��� for I	� to K� print P
I�
���
Q
I�
�next I�print�print

��� print �najbolje racionalne aproksimacije broja x��� print

��� for I	� to K

��� M	C
I�

��� A�	P
I����A�	��if 
I��� then A�	P
I���

��� B�	Q
I����B�	��if 
I��� then B�	Q
I���

��� D�	abs
X�A��B��

��� gosub �Stampa�
A��B��

��� for J	� to 
M���

��� A�	A��J�A�

��� B�	B��J�B�

��� D�	abs
X � A��B��

��� if 
D��D�� goto ���

��� D�	D�� gosub �Stampa�
A��B��

��� rem cancel for�goto ���

��� next J

��� next I

��� print time�end

��� �

��� �Stampa�
A�B�

��� print �r	�
using
������A
�print ���
 using
������B


��� print �d	�
using
������
A �B � X�
 �� � ����print �� � � �

��� return

��� �Stampa�
A�B�

��� Ind	Ind���print �r	�
using
������A
� print ���
using
������B


��� print �d	�
using
������
A �B � X�
� print �� � � ��
Ind

��� return
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Program daje veri�ne aproksimacije 
�� i me�uveri�ne aproksimacije 
	�
decimalski unetog broja �� kao i odgovaraju�u apsolutnu grexku od unetog bro	
ja �� Naredba point ��� u liniji �� obezbe�uje da ceo program radi sa ����
cifara u nepokretnom zarezu� Navedena taqnost se pokazala kao zadovo
avaju�a
za taqno odre�iva�e do ��� veri�nih aproksimacija� kao i odgovaraju�eg broja
�ima odre�enih najbo
ih me�uveri�nih aproksimacija prve vrste� Sam pro	
gram se lako prenosi i na druge programske jezike i matematiqke programske
alatke� koji podr�avaju rad sa velikim brojem cifara�

Primene racionalnih aproksimacija I vrste

Problem kalendara� Astronomskim mere�ima mo�e se ustanoviti da pe	
riod okreta�a zem
e oko sunca iznosi ��� dana � qasova �� minuta �� sekundi�
Nas interesuje kako je mogu�e birati kalendar da bi se posle izvesnog perioda
uvele prestupne godine kojima se nadokna�uje vixak od �h������� � �������� Bu	
du�i da dan iznosi ��h � �������� tada posmatrajmo najbo
e racionalne aprok	
simacije prve vrste koliqnika 
 � ������������

�

�
��

�

��
�

�

��
�

�

��
�
�

��
��

�

��
��

��

��
�

��

���
��

���

���
�
���

���
�
���

���
��

����

�����
� � � � �

Navedeni niz je konaqan budu�i da smo se ograniqili na sekundu kao jedini	
cu proteklog vremena� Kalendar u kome je� bez korekcije� svaka qetvrta godina
restupna naziva se stari ili julijanski kalendar� Savremeni ili gregorijan�
ski kalendar odgovara julijanskom kalendaru sa korekcijom vezanom za godine
poqetaka stole�a� koje su sve prestupne u julijanskom kalendaru� Korekcija se
sastoji u proglaxava�u stole�a za prestupno ako je ukupan broj proteklih sto	
le�a de
iv sa qetiri� Tako godina ���� nije prestupna� a godina ���� jeste
prestupna� Na taj naqin broj 
 aproksimira sa razlomkom ������� apsolutna

grexka aproksimacije iznosi

����
 � ��

���

���� �� ���� � ����� Na osnovu qi�enice da

iz proporcije
��

���
�

x

���
sledi aproksimacija x � ������ �� ��� zak
uqujemo

da gregorijanski kalendar pribli�no odgovara julijanskom kalendaru u kome
se svakih ��� godina gubi jedna prestupna godina� Tako odre�en kalendar ����
godine predlo�io je ruski astronom Medler ��� ������� Apsolutna grexka aprok	

simacije Medlerovog kalendara iznosi

����
 � ��

���

���� �� ���� � ����� Napomenimo da

navedeni niz veri�nih i me�uveri�nih aproksimacija precizira� u smislu naj	
bo
ih racionalnih aproksimacija prve vrste� koji su sve kalendari mogu�i�
Tako na primer� julijanski kalendar u kome se u svakih ��� godina realizuje
��� prestupna godina� jeste precizniji kalendar od gregorijanskog� sa apsolu	

tnom grexkom aproksimacije

����
 � ���

���

���� �� ���� � �����

Problem muziqke skale� Jox jedan interesantan primer korix�e�a
najbo
ih racionalnih aproksimacija prve vrste sastoji se u objax�e�u zaxto

�poput MATHLAB i MATHEMATICA paketa



Racionalne aproksimacije realnih brojeva i neke primene ��

se od vremena Bach	a u muzici koristi ravnomerno temperovana oktalna skala
od �� polutonova u svakoj oktavi� Naime� ako je du�ina �ice l takva da daje

zvuk sa � � ��� oscilacija u sekundi tada kra�a �ica du�ine
�

�
� l ima uqe	

stalost od
�

�
� � kojom odre�ujemo kraj skale� Apsolutni sluh meri razmeru

dobijenih tonova logaritmom za osnovu � koliqnika tih uqestalosti
�

�
� � i ��

Na taj naqin� brojem 
 � log�

�
�

�
� � � �

�
� log� � � � merimo odnose tonova u

jednoj ravnomerno temperovanoj skali ��� Primer ���� Odatle� kao i u problemu
kalendara� razmotrimo najbo
e racionalne aproksimacije prve vrste konstante
apsolutnog sluha 
 � log� �� ��

�

�
��

�

�
��

�

�
�
�

�
��

�

�
�

�

��
��

��

��
�
��

��
�� � � �

Navedeni niz je beskonaqan� ali zbog tehniqke izvod
ivosti zadr�imo se na
prvih nekoliko najbo
ih racionalnih aproksimacija prve vrste� Pre Bach	a
u muzici apsolutna skala se delila na razliqite naqine� Neki narodi istoka
imali su petotoniqku skalu� Sa Bach	ovom serijom od �� preludijuma i fuga pod
nazivom ��Dobro temperovan klavir� u savremenoj muzici poqi�e da se kori	
sti ravnomerno temperovana skala od �� polutonova u svakoj oktavi� Apsolutna

grexka aproksimacije iznosi

����
 � �

��

���� �� ���� � ����� Za formira�e jox savrxe	

nijeg klavira neophodno je uvesti �� polutonova umesto �� polutonova� pri tom

apsolutna grexka aproksimacije iznosi

����
 � ��

��

���� �� ���� � ����� Na taj naqin se

jox vixe pribli�avamo konstanti apsolutnog sluha� Navedeni niz veri�nih i
me�uveri�nih aproksimacija precizira� u smislu najbo
ih racionalnih aprok	
simacija prve vrste� kakvi su sve klaviri mogu�i�

Na kraju qlanka �elim da iska�em zahvalnost profesoru Slavixi Prexi�u
na korisnim sugestijama prilikom pisa�a ovog qlanka�
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