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SAIINCUNBAIKBE PEAJIHUX BPOJEBA
Y ITIO3NIINOHUNUM CUCTEMUMA

Ucropuja maumna 3amucuBama OpojeBa BeoMa je 3aHmMMIbMBA. Vako y caspe-
MEHOM 3aCHUBaBby aHajlu3e HAUWH 3aMUCUBAKA PeajHux OpojeBa mariena Kao CacBUM
TeXHIYKO MUTakEe, OHO je Y Pa3BOjy MaTeMaTHKe U YaK Y PA3BOjy IUjese MUBUIN3AIM-
je mmaJsio moceban 3uavaj. Mcropuuapu MareMaTuke CMATPajy ma Ce MeKaIHH CHCTEM,
KOJU je MaHaC y MUPOKOj ymorpebu, npsu myT mojasuo kon Munyca, y VI Bujery. 3a
3anmucuBame OpojeBa Muaycu HEjecy KOPUCTUIN DHGPY HyIA.

Kacuuju pas3soj oBor cucrema Huje umao Hu OpP30 HE IPABONUHE]CKA. EBO HEKO-
JIMKO HA3HAKA.

On Wanyca nmekamau cucreM cy mpeyseaun Apamm, anum cy Taj CHCTEM, KaO H
Wanycu, kopucTuaum camo 3a 3aMUCUBAake nujenux OpojeBa. AcTpoHOMHU, KOju Cy MO-
paJu KOPUCTUTH U PA3IOMKE, PANUIN CY €A MECTIECETHIHAM PAZIOMOUMA. Y HEKIM
obmacTuMa (Mjepeme BpeMeHa, Mjepeme yrioBa U CIMYHO) OBAj CHCTEM Ce W JAHAC
KOPUCTH. 3a ycBajame OeKamHor Opojror cucrema y EBpomm 3magajua je mojasa
kwure Liber abaci (upesomu ce ca Kmura us apurmerure mnu camo ca Apurmeru-
ka) Jleomapna ITusanckor (Pubomaunm). Ou je mucao: ,JleseT je UHAYCKUX 3HAKOBA:
9,8,...,1. Homohy wmux u nomohy 3maka 0 Koju ce y apamckom Hazmsa zephirium,
Moxke ce 3amucaru cBaku 0poj.“ IIpm tome je Pubomaum mumcamo Ha nmjeme Gpoje-
Be. 3alUCUBalke Pa3aoMaka y AeceTHYHoM OpojrHoM cuctemy je v EBpomm mocraso
onmmrenpuxBaheno tex y XVII sujeky. Mebhyrum, 1658 Baes Ilackax ce y kmusum ,De
numeris multiplicibus* 3amaske 3a apyraumju cucrem: ,Jlecermynyw cucTeM KOju je
KOHCTPYUCAH IPUJINYHO HEPA3YMHO, jecTe, HAPABHO, y CKIALY CA JbYICKAM HABUKA-
Ma, aju HUje mpeMa 3aXTjeBUMa MPUPOJHE HEOTXOTHOCTHU, KaKO je CKJIOHO Aa MUCIH
Behmua mymu.“ OH je TBpAMO Ha je mokebHO Ha ce npelhe HA IBAHACCTUYHEU CHCTEM U
IpeUIoKNO je MPABUIO MpoBjepe mjesbuBocTu Opojem 9 y taxsoMm cmcremy. IIpemma-
TaHU Cy U APYTH cucTeMu ca paszamuutuMm ocuoBama. IIsemnckm kpas Kapa XII umao
je HaMjepy ma y CBOjoj 3eMJpM ycBOju cucTeM ca ocHOBOM 8. Ilormmyo je y jexmmoj
Ounu ma BEeroBa mAeja HUje peaau30BaAHA.

Osbhe pasmarpaMo pasznunuuTe MO3UIMUOHE CHUCTEME M HAYUHE 3aNUCUBAmA NUje-
JuX U peanHux OpojeBa y TuM cucremmma. VIIycTpyjeMoO M KakKO ce 3aNUCHBAHE
peamaux OpojeBa y O0aAWKYy OECKOHAUHWX NENUMAJIHAX DA3IOMAKA MOXKE KOPUCTUTH
33 KOHCTPYKIU]y WHTEPECAHTHUX MPUMjepa U JIOKa3e HeKUX TBphema m3 MaTeMaTHUKe
agafuze.
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1. 3anucmuBame nUjeanx opojesa

Heka je ¢ wmo 6poj, |¢| > 1 u D komadam DOACKYN CKyma nujeaux Opojesa.
Hac maTepecyje ma mam 3a cBakum mmo Opoj a mocToje mpupomam 6poj k m Opojesu
ag, a1, --. ,ar € D, ar # 0, Tako ma je

a=ag+ar1q+-+arg".

Onarosop, mapasHO, 3aBucu o1 u3bopa Opoja ¢ m ckyma D. Kama je omrosop
IO3UTHUBaH Tala CE IHIIEe

a = (arag_1 - a109)(q,D)

iy, 6e3 ucrunama ckyna D, a = (apap_1 ---a100)q, # Kaxke xa map (g, D) obpasyje
NO3UYUORY CUCTNEM CA OCHOBON ¢ U ckynom uyudapa D. Y ToMm ciaydajy, 6pojeBn
ag, . -.,ar cy mappe O6poja « y curemy (¢, D). Cuenujasno, ako je ¢ npuponan 6poj
nuD=1{0,1,...,q— 1}, cucrem (¢, D) je crmandapornu cucmem ca 0CHOBOM (.

TeEOPEMA 1. Cesakxu wewezamusar yuo 6poj o ce Moxce, wa jeouncmeen
NAYUN, 3AaNUCAMU Y CMAHIAPIHOM cucmemy ca ochosom q € N, ¢ > 1. IIpu mome
je a = (arag_1---a1a9)q ako u camo axo je a; = B; —qfj+1, 3 =0,1,2,...  k 2dje

Je
Bi-1

ﬂOZav /8]:[

npu wemy je ca [x] oznaven najeehu yuo 6poj < .

]7j:1727"'7k7 Bk+1:[%]:07

Joxas. Heka cy ag,...ar u Bo,...0 k, Br+1 onpehern kao y nckasy teopeme.
Taza, Ha ocHOBY penanmje, © — 1 < [z] < x umamo na je

8 B
aj = Bj — ¢Bjt1 Zﬁj—Q[;J] <B—aC -1 =8 —Bi+a=q
ua; > B — q% =0. To 3maum gma je 3a cBako j € {0,1,...,k}, a; nuppa crapzap-
JHOT CHCTEeMa, Ca OCHOBOM (.
Mroxelin jenmakocr a; = 3; —qBj41 ca ¢/, j =0,1,2,... , k, cabupajyhn rako

nobujene jemakoctu u y3umajyhum y o63up ma je By = a, mobmjamo
ag +arg+ -+ ard® = a,
OJHOCHO @ = (Apak_1 ...A100)q-
O6puyTO, HEKa je
a = (apag_1...a100)q =ap+arq+---+arg”, a;€{0,1,...q—1},i=0,1,...k
n 3y = a. Tana je By = ag + p1q, raje je
b
q
Omasne camjenu na je ag = By — f1q. Cnmano, u3 jemmaroctu B = aj + - -+ arq®~

ciamjemu ma je
B

q

Br=a1+ - +ag" =

1

].

ar =B —qBa, o =as+ -+ apd" 2 =
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[TonaBasmajyhu oBaj mocrymak mobuja ce
Bi—1

, j=2...,k—1
q

aj =B —aBjr1, B =a;+- -+ g =]

Ha kpajy, mmamo ma je ap = B 4 Bpy1 = 0.8

ITpPuMJEP 1. Hera je o = (a . ..ag), 3annc nujeaor 0poja o y CTAHLAPIHOM
cuctemy ca ocHoBoM ¢ > 1, ¢ € N. Tanma Baxe ciweneha tephema:

a) Ako je ¢ = mp, m,p € N, Taza je a AjebuB ca p aKO W CAMO AKO je ag €
{ip:1=0,1,...,(k—1)p}.

6) Ako je p mjenmman 6poja ¢ — 1, Tama je « OjesbUBO Ca P aKO W CAMO AKO je
30up mupapa Opoja « (3aMUCAHOT y CHCTEMY Ca OCHOBOM () IjeJbUB Ca P.

B) Bpoj « je mjemsus ca g + 1 ako m camo ako je pasiuka 30upa mudpapa Opoja
« (3ammcamOr y cmcremy ca OCHOBOM ¢) HA HApHAM MjecTuMa u 30upa mudapa Ha
HemapHUM MjecTEMa gjessuBa ca (11),.

Axo je ¢ = 10, Taga nobujamo Kpurepujyme mjesuBocTu ca 2,5,3,9,11.

Y cucremy ca ocuoBom ¢ > 1, ¢ € N, meratuBau nmo 6poj x ce 3ammcyje Tako

43

WTO ce ucupen 3amuca Opoja |x| mocrasu 3max ,— .

Hajuemhe ropumhern mo3wmumonm cmcreMm je cmCTeM ca OCHOBOM jgecer. ¥ pa-
YyHAPCTBY C€ WMHTEH3WBHO KOPUCTH OMHADHU CHCTEM Tj. CHCTEM Ca OCHOBOM IBA W
crynoM mupapa D = {0,1}. Y ocHOBHO] BapujanTH UIM y3 HEke MOIU(UKALEje, 32
3aImncuBambe PeasHnx OpojeBa KOPHCTH ce W CTAHJAPIHM CHCTEM Ca OCHOBOM 16.

[Touetrom XIX Bujeka TOUUBY Ce pa3MaTpaTH U CUCTEMHU Ca HETATUBHUM HU(pa-
Ma 7 HeraTuBHUM OcHOBama. Ha mpumjep, Komu, umajyhu y Bugy cucrem ca 0cHOBOM
10 u ckymom mudpapa {—4,—3,...,0,1,...,5}, rOBOpH KaKO je y OBOM CHCTEMY IO-
BOJBHO 3HATH TADIUNY MHOMXEHma 0 O X 5, OMHOCHO, OH yKa3yje HA MIPEeIHOCTH OBOT
CHCTeMa HaJ CTAHJADAHAM NEKATHUM CHCTEMOM.

ITpuMIEP 2. (Cumempuunu meprapru cucmenm.) CEUMETPUYHE TEPHADHU CH-
creM je cucreMm ca ocHOBOM ¢ = 3 u ckymoM mudapa D = {—1,0,1}. Osaj cucrem je
npBu nyT onucal 1840. y jexHoM 4mamHKY QpaHIycKor MaTeMmarmdapa Jleora Jlamana.

Y memy ce, HA jeQUHCTBEH HAYWH, MOTY 3QMUCATH CBU Iujenu OpOjeBH, DAaKiIe U
HeraTHBHU, a Ja Ce HCIpe] He CTaBJha 3HaK MumHyC. IIpm ToMe je

a = (arag_1 ...a1a0)(3,0),

aKO H CaMo aKo je
aj=0; —3Bj+1, j=0,1,2,... kK,

. Bi-1, . Br .
rge je BO = q, ﬂj = LJ—Jv J = 1727' . '7k7 ﬂk+1 = L?J = 07 op 49eMmy je ca |_JJJ
o3HaueH muo Opoj HajOmmkn 6pojy x. Jlokaxkmmo 0BO TBpheme.

Ha ocrosy pemammje |z — |z]| < L mvamo ma je [3]2] — 3;| < 2, omaxe

ciujeny:
B; 3
laj| =18; = 3Bj+1] = 18; — 3L§JJ| <3

Kako je a; nmo 6poj to a; € {—1,0,1} 3a cBaxo j € {0,1,...,k}.
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Mroxehn jemmaxoct a; = 3; — 3B;41 ca 37, j = 0,1,2,... k, cabupajyhn
nobujene jemmakoctu u y3umajyhum y o63up ma je By = a, umMamo

ap+ar -3+ +ap-3* =a,

OMHOCHO & = (Ap@k—1 - --A100)(3,D)-
O06puyTO, HEKA je

a = (arar_1...a1a0)3,p) = ao +3ar + -+ 3fap, a; € {-1,0,1},i=0,1,...k,

u B3y = a. Tana je By = ap+3031, raje je By = a1 +---+3r_1a. Karo je |ag| <1, o
je |Bo — 31| < 1, omakne canjenn ma je |f1 — %| < i, ommocHo By = L%J Cmmrano,
U3 jeIHAKOCTH

Bi=ar+-- +3" tay,
cimjemu na je ay = B1 — 3Pa, fo = as + - + 3" 2a;, = L%J Torasamajyhm oBaj
mocTymak mobmjamMo ma je

Bi-1
3

a’j:ﬁj_sﬁj+17 ﬁ]:aj++3kijak:|_ J7 ]:277k_2

Ha kpajy, nmamo ma je B = ap u Bry1 = 0.

Yobuuajero ma ce y CHMETPEYIHOM TepHAPHOM cucTeMy mu(ppa —1 3ammcyje kao 1.
WarepecanTro je ma ce Taza mperna3 ca 3ammca Opoja (v HAa 3amUC HBEMy CyIPOTHOT
6poja —a cacToju y y3ajammoj 3amjesm mudapa 1 m 1. IIpm Tome ce 3max Gpoja
ozxpebyje mpBoM mEpPOM y BHETOBOM 3aMUCY: AKO je OHA jemHaka 1 Opoj a je mo3uTuBaH
a aKo je jeIHaka 1 OH je HeraTHBAH.

O repuapuoM cucremy ce, mocauje JIamaHOBOT paa, TOHOBO pas3MuIIbaio 1945—
1946. 3060r merose CUMETPUYHOCTH, jeIHOCTABHE APUTMETHKE W PEIATUBHO IPOCTE
peanm3amuje, OBaj CHCTEM je, MapajieJHO Ca OMHAPDHUM CHCTEMOM, Pa3MaTpaH Kao
jemam om Moryhmx KojuM OM ce y padyyHApPCKOj apUTMETUNV 3aMUjeHHO CHCTEM Ca
ocroBom 10. Y oBom cucremy tpeba oko 63% mosmmmja moTpeOHEX 3a 3ANICHBAE
ucTor 6poja y OMHAPHOM CHCTEMY.

Y Be3um ca KOHCTPYKOWjoM paduyHapa, H0-THX rOguHA OBOT BHjEKA, MOjABUJIA Ce
naeja 3ammcumBama OpojeBa y CHCTEMY Ca HeraTHBHOM OCHOBOM. Hasomumo jeman
IpuUMjep TAaKBOT CHCTEMa.

IMpumJeP 3. (Heza-6unapru cucmenm). Y HeraDUHAPHOM CHCTEMY jeé OCHOBA
jemmaka ¢ = —2 a ckyn mudpapa je D = {0,1}. 1 y oBoM cucremy ce, HA je JUHCTBEH
HAYMH, MOTY 3aIUCATH CBU Nujenu OpojeBu, u mO3uTuBHU u HeraTwBhu! CiImdHO Ko
y npuMmjepy 2 m y Teopemu 1, moka3yje ce ma je

a=ao+a(=2)+as (=224 ak(—2)}C = (ap@g—1 -..a1ag)—2

aKo I caMo ako je a; = 3; + 26541, § =0,1,...,k, rgje je By = o,
8 — [ﬁ"_—lle axo je 3j_1 <0,
! [’651 ) aKo je ijl Z 07

u Bry1 =0.
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3nak Opoja y merabunapuoM cucremy ce oxpebhyje 6pojem merosux nupapa: 6poj
je HeraTmBaH aKO W CaMO aKO mMa mapaH Opoj mudapa.

TIIPUMJEP 4. Y cuMeTpWYHOM TepHAPHOM cucTeMy Opojesu ce ymopelyjy mex-
cukorpadcru: ymopelyjy ce mpse (c nujeBa Ha mecHO) mudpe Koje ce Pa3MUKY]y.

1 y merabumapuom cucremy ymopebhuBame ce Bpmu momohy npsBux mudpapa koje
Cy pa3nmyuTe, aJWm HA MajJo Apyraumjum HadumH. llpermocraBuMo ma je o =
(ag -..arap)—2 1 B = (b...b1bg)—2 # . Ipermocrasumo ma je k < | m mocraBumMo
bi=03ai€e {l+1,...,k}. Hera je m € N najsehin unzerc u3 cryna {0,1,...,k}
3a KOJju je Gy # bmy. AKO je mmmexc m mapan u 0 = a,, < b,, = 1 Taga je a < (.
Axo je ummekc m memapam tazga je 0 = an, < b, = 1 Tama je a > .

3ANATAK 1. a) Ussectn npasuna gjesusoctu ca 2,3 u 4 y cUMETPUIHOM Tep-
HAPHOM U HEraOWHAPHOM CUCTEMY.

6) Hanucaru asropuraM 3a calupame y CAMETPUYHOM TE€DHAPHOM CHCTEMY.

B) Hanucaru anropuram 3a cabupame OpojeBa 3anucaHux y HeraOUHADHOM CH-
cTeMmy.

Bparumo ce moHOBO ommTuM muramuma. llpeTxomHa pasMaTpama yKasdyjy ga ce
7 OCHOBA W CKyI nu(apa CHCTEMa MOTYy OMparw Ha pasamdumre HaUWHE. 10 HAPABHO
HE 3HAYU 7a, 32 QUKCUPAHY OCHOBY ¢, CKYyI Nu(apa MOkKe OUTH CACBUM TPOU3BOJBAH.
Cmenmelia kpaTtka amamusa ykasyje ma y cucreMmy (g, D) cxyn D mopa cadpoxcamu
NOMNYK cucmem ocmamarxa no mMooysy |q|.

[pernocrasumo 1a ce cBaku nuo 6poj Moxke 3ammcatu y cuctemy (¢, D), ¢ € Z,
lg] > 1, roje je D C Z. Axo je
a=ao+arq+ - +apg" = (a...a1a0)(y,p),
taga OpoOjeBH o U Go MOpajy HATH HCTH OCTAaTak upu gujesseny ca |q|. Kako ag
MOsKe OWTH TpOW3BOBAH eIeMeHT CKyna D, To ckyn D Mopa Caap&aTh TOTIYH CHCTEM
oCTaTaka IO MOLYIY |q|.

CumeTpuyHy TEPHAPHU CUCTEM U HETAOUHADHU CUCTEM Cy CIENUjAJHU CIyIajeBU
cucreMa Koje omucyje cipeneha teopema.

TEOPEMA 2. Hexa je ¢ yuo 6poj, |q| > lu nexa ce cxyn D cacmoju 00
lg| yaacmonnuz yujeaur bpojesa yraoyuyjyhu nyay. Axo je ucnymwen bap jedan 00
caedeha dea ycaosa:
a) D cadpacu bap jedan nosumusean u bap jedan wezamuean 6poj;
6) q je nezamusan 6poj,
mada ce y cucmemy (q, D) ceaxu yuo bpoj moxce zanucamu na je0urcmeen HauuH.
Jokas. Heka je o mpomssosman uno 6poj u D = {—k,...,0,... I}, |+ k =
lg| —1, 1,k € NU{0}. Aro mommjennmo 6poj « ca |g|, ocrarak r fie mpunacru ckymy
R=1{0,1,...,|¢q| — 1}. To 3maum na Baxkm jemHAKOCT
a=PBq+r, reR.
Axo je r > 1, Tama je r = |q| — s, mpu gemy je —s > —k, omHocro —s € D. Cumuso,
ako je r < —k, rama je r = —|g| + s, s < l. Tako nobujamo na je
a=qy+c, c€D.
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Ago 6m mocTojaso jom jemHo TakBO paziarame a = qy' +c', ¢ € D, 7' € Z, Tana
OucMO mMaJ;m ma je pas3amia ¢ — ¢ OjessmBa ca ¢, mTO je Moryhe camo ako je ¢ = ¢,
jep je makcmmanHa pasdamka usMely Opojesa u3 ckyma D jemmaka |¢| — 1. Opnasne
caujenu 1 ga je v =7,
Anammsupajmo kparko cayuaj |af < 1, 1j. a € {—1,0,1}. Csakm ox cucrema
(¢, D) u3 popmynanmje Teopeme canpxu nudpy 0, kojom ce samucyje 6poj o = 0.
Axo cxyn D canp:xku Gap jemaH mo3uTWBAH W 0ap jeNaH HeraTuBaH OpOj, Tama

—1,1 € D, na ce y Tom cayudajy 6pojesu a = —1 u = 1 3amucyjy ca mo jemHom
oIQPOM.
Heka je ¢ meratusas numo 6poj, ¢ < —1, D ={0,1,... ,—¢—1}up=—q—1€ D

majseha mudpa. Bpoj a =1 € D ce y oBoM cucremy 3anucyje nuppom 1. lame je
—1=(=¢-1)+q=(1p)g,p)
oxHOCHO Opoj —1 ce 3ammcyje ca msuje mudpe.

Axo je ¢ meratumsas uno 6poj, ¢ < —1, D ={0,-1,...,—q+1}, p = —¢+1, rana
ce Opoj & = —1 y oBoM cucremy 3amucyje nuppom —1, a u3 penamuje 1 = —g+1+4g¢q
crmjequ ga ce 6poj a = 1y mcrom cucremy 3amucyje kao (1p)q,p)-

W3 pasmarpama Ha MOYETKY MOKA3a CAMjeI A je CBAKM OJ OBUX 3aIKCA jeIiH-
CTBEH.

[Ipernocrasumo cazga xa je o nmo 6poj, |a| > 1. Hekaje D = {—k,...,0,... I},
l+k=]q|—1,1,ke NU{0} u By = a. IIpema ananu3m ca no4eTra AOKa3a IOCTOJI
TavHo jegaH Opoj ag € D m tavno jemam umo 6poj B Tako ma je

Bo = qP1 + ao,a0 € D.
3a 6poj (1 Tama BaKu:

Bo — ao ﬂo Qg ﬂo
1B = [—— < [+ || < [=[+1 < [Bol-
q q q q

ITomasmajyhu nocrymak ca GpojeM (3; mobujaMo ma MOCTOju TadHO jenan O6poj a; € D
u TavHo jemaH nuo 6poj B tako ma je 31 = Baq + ai. Ipm Tome je || < |Bi]-
Hoctynak ce mpoxy:xkasa cBe IOk ce He gobhe no Gpoja (3 3a roju je |G| < 1. Axo je
0; = 0, Taga ce mocTymak 3aspmasa oxpebusamem mudpe a;—1 € D, npu uemy BaKu:
Bi—1 = a;—1. lpu tome je k =1— 1.

Hera je 8y = 1 mnu ) = —1. Tazma tpeba pa3auKOBATH HEKOJUKO CIydYajeBa.

a) Ako ckyn D canp:xu 6ap jelaH NIO3UTHBAH U Oap jeJaH HeraTWBaH OpoOj, TaIa
1,—1 € D, na nocrasmamo k =1 u ar = S

6) Cnmuno, ako je ¢ < —1, ¢ € Z, D ={0,1,...,—¢ — 1}, /i = 1 num ako je
g<-1,q€Z,D={0,-1,---,q— 1}, tana nocrasmamo k = [, ar, = S.

B) Ako je

g<-1, gq€Z, D={0,1,...,—q—1}, p=-1,
Taja, IpeMa aHAIW3W W3 AWjena JOKasa o zamucy 6poja a € {—1,1} Baxm: (3 =
—q — 1+ Bi41q, rje je fi41 = 1. Tana nocrasmamo
k:l+17 al:ak—1:p7ﬁk:17ak:17

raje je p = —q — 1 majseha mudpa.
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r) Ako jeq < —-1,q€ Z, D={0,-1,...,¢—1}, n 3 = 1, rana, omer npema
aHAJW3N U3 OUjesia MOKa3a KOju ce omHocw Ha 3amuc OpojeBa —1 m 1 camjemu ma je
B =q— 14 Bi11q, vaje je B4 = —1. Taga nocrasmamo

k:l+17 al:ak—1:p7ﬁk:_17ak:ﬁk7
raje je p = ¢ — 1 majseha mo amcoxyTHOj BpUjeHOCTH nUppa CHCTEMA.
Y cBuM BapujanTama Bake cihemehie jemHakoCTH:
ﬂj:ﬂj+lq+ajv j:0717"'7k7
mpu gemy je 3pr1 = 0. Muoxehn ose jemmaroctm ca ¢’, j = 0,1,...,k, cabupajyhn
ux, y3umajyhu npu Tome y 063up ma je By = «, fr+1 = 0, umamo:

a=ay+ayq+ ~-~aqu = (akak,l ...ao)(%D). u

2. 3anucuBam-€e peaJIHMX OpojeBa

Y mperxoaH0j Tauku mocMarpasu cMo cucreme (¢, D) y kojuma ce nmjenn Gpojesu
3amuCcyjy Ha jeAMHCTBEH HAUWH. THU CHCTeME ce MOTY MPHIATOLUTH ¥ 33 3aNUCHBAME
peamaux OpojeBa. AkO 3a peasan Opoj & Baxkm

a_;
7

o0
r=ard®+ - tagta+ Y

=1

. a, €D, i=kk—1,...,0-1,-2 ..

Taga ce Iume
r=(ag...a1a00.0 10_3...)(q,D)
u kaxe 1a je 6poj x 3amucam y cucremy (g, D).

Taura m3meby ap u a_; KOja pasaBaja mujeaum u pas3iIoOMBEHH AUO Opoja T ce
Ha3uWBa menmMmaiHOM TadkoMm. Lludppe a_1,a_s,... cy memumane 6poja x.

Y oBakBuM 03HaKaMa ymjecto muuekca (¢, D) 4ecto ce mume MHIEKC ¢, WX CE U
OH NOTOYHO M30CTaBJ/ba.
3anucuBame peasylHUX O0pojeBa y CTaHIAPOHUM CUCTEMUMA
Y cTaHmapIHOM CHCTEMY Ca OCHOBOM ¢ > 1 W CKymoMm mudapa
D=1{0,1,...,q—1}

MOKE Ce 3alMCAaTH CBaKW HeHeraTuBaH nuo Opoj. Axo cy a;,i = —1,—2,... mudppe
CTAEIAPIHOT CHCTEMa Ca OCHOBOM ¢ TAJa je HU3 MapIHUjaJHHX CyMa

n

Sn=a1q” + o+ asag”

pera a_i1q ' 4+ a_sq 2 +--- MomoToHO pactyhm u 3a cBako n € N je
—1)(1—q™™
sn<(@=1)g "+ +(g—1g " < % <1l

Iaxne, au3 (s, ) xomseprupa. Ogxasae caujenu ga 3a csako k € {0,1,...} mwa; € D,
t1=kk—-1,...,0,—1,..., pexn

ard” +ap—1d" P+ +argtag+acigt acag P4,
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KOHBEprupa ka HexkoM 6pojy © € R. To smaum ma je
T=apg" +-+argtaota1q  Fasg P+
= ((Lkak_l L.a1ap-—1@—2 . .. )q~

IIpumumjerunmo ma je 0.a_q---a_Rlll... ,roe jel =q—1,a_, < q¢—1, 3amuc
Heror Opoja x y cucremy ca ocaoBoM ¢ € N, g > 1. Pen

a_1 a—z a—n ¢=-1 ¢=1 ¢-1
ST TP
¢ ¢ g gttt gt
KOHBEprupa kKa 6pojy
a_ a_ a_ + ]-
MRS N S Y
q q q

To 3maum ma ce y cucremy ca OCHOBOM ¢, OPOj
a=0.a_1...a_pll...,a_, #I,

KOju ce 3aBpmaBa ca Deckonawyno MuHOro Hajsehmx mudapa | = ¢ — 1, moxke ce mucatu
7 ca KOHAQYHO MHOTO mudapa:

xr = O.b_lb_Q s b,(n,l)b_n,
rgejeb, =a;,i=-1,...,—(n—=1)mnb_, =a_,+1.
Iakne, Hexu peannu OGpojesu ce y crammapaaoM cucremy (¢, D) mory samucarn

Ha [BA PA3IMYWTA HavWHa. Hac mHTEpecyje ONroBOD HA MUTAme: 1A JH CBAKA OPOj
uMa 0ap jemaH 3amuC y CUCTEMY c¢a OCHOBOM (7

TEOPEMA 3. Csaxu peasar 6poj ce MONCE 30NUCAMU Y CUCTEMY CG OCHO-
eom ¢ € N, ¢ > 1. IIpu mome je (0.a_1a_3...a_p...)q 3anuc 6poja o € [0,1) y
CUCTNEMY CA OCHOBOM ¢ KOJU HE 3a8PULABA CG DeCKORAUHRO MKOoeo yudapa l = q—1,
axo w camo axo je 3a ceaxo n € N

a—n=I[q"a] —ql¢" 'al,n=1,2,....

Joxas. 3a csaku peanan 6poj S > 0 mocroju Tavno jeman 6poj o € [0,1) Tako
na je 3 =[0] + a. Ha ocuoBy reopeme 1 umamo na je
[8] = arg® + -+ + a1g + ao.

IIpema Tome, 3a moka3 mpBor mujerna TBphema, JOBOJBHO je MOKA3ATH I3 CBAKA OPOj
a € [0,1) uma Gap jesam 3ammc y CHCTEMY Ca OCHOBOM (:

a=a_1g " +azq P+ a4, €D
u Taga he Outm
B=arg" +ar_1¢" "+ - +argtag+a_1qg " Faaqg i+
= (akakfl S a100.4_1Q_9 -+ )q_

Hexa je, makme, o € [0,1) u meka mu3 (a_,), n € N, 3agoBomasa yciose Teo-

—n

+ --- komBeprupa ka «. O3HAUEMO Ca

a—1
peme. [lokaxmmmo ma pex — + -0 + —
q
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on =22 4 1 22 Taga e
q qr
a_ A_np, " ldial — ¢lg"ta
o, = =1 4 +—n:Z[q ] qi[ ]
q A q
_ Zn: <[qla] i 1a]> [q" 0] o] [q" 0]
- 7 1—1 n n
—~\ q q q q
. . 1
Cmmjemn ma je a — 0, = —(¢"a—[¢"a]). Ilomro 3a cBako z € R Baxnm
0<z—[z] <1, o je
1
0<a—-—o0, < —,
qn
OJaKJIe CIWjemu na o, — Q KaJga n — 00.
Iloraxnmo na 3a cBako n € N, a_, € D = {0,1,...,¢ — 1} u ma =e mocroju
n € N Taro ga je a_r = ¢ — 1 3a cBaxo k > n. Vmamo ma je a—, = [¢"a] —q[¢"'a]

muo Opoj, mpu demy je

n—1

a_n > q"a—1—q-¢"la=-1, na_, < ¢"a—q(¢"a—1) =q"a—q"a+q=q.

Haxne, a_, € D 3a cBako n € N.

IIpernocTaBumo ma je 3a Heko n € N, a—_; = ¢ — 1 3a cBako k > n. Tanma je 3a
k>n

DI BT RS
1=k 1=k

Opmasnme camjenu ma je

— )
—Qa—q’”za’— Z qkzaqj
i= 1=k

1

k01 (k 1y
(q )

mwo Opoj 3a cBako k > n m maJsee, ma je
q—1=ani1=10""a] —qlg"a] = [¢8] — q[B] = ¢B — qB = 0.

Kourpamurnuja.

+l=a_1¢" "+ Fga_p1)+1

Ilokazann cMo na je (0.a—1a_2...a_, ...), 3annc Opoja a y CHCTEMY Ca OCHO-
BOM ¢ W Ja Taj 3amiC HEe 3aBpIIaBa ca OeCKOHAYHO MHOTO mudapa | = ¢ — 1.

O6puyTO, HEKa je

a—;
a:E —,a—; €D, 1=1,2
i=1
. a1 a—n -
Arko je oy = — + - + q—n, Tazma je, mpemMa pasMarpamUMa HA MOYETKY NOKA3a

L
i

p OpaBme mame camjemm ma je 0,q" < ¢"a < ¢"0py1-

teopeme, 0 < a — 0, <
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Momro je ¢"0,, = a—1q™ '+ -+ +a, nmo 6poj, 10 je [¢"a] = ¢"opn. V3 0, —0pey =
a_nq"™ ciujenu ma je a_, = ¢"(0, — 0p_1), OQHOCHO

ap=q"0n —ql¢" tona] = [q"0a] — dlg

Harmacumo jom jemaom ma je 3ammc peasiHOT Opoja v y CTAHZAPIHOM CHCTEMY

ca (UKCHpAHOM OCHOBOM ¢ > 1 jeIWHCTBEH, akO Ce M3y3My 3alUCH KOjU 3aBPUIABAjY
ca OeckoHauHO MHOTO mudapa q — 1.

o). m

Y cucremy ca ocuoBom ¢ > 1, ¢ € N, u cragmapaamm ckymom mudapa D =
{0,1,...,¢ — 1}, mory ce sammcaTu caMo mo3uTuBHH Opojesu. Herarmsam peaman
Opoj x ce 3ammcyje Tako mTO ce MCHpen 3amuca 6poja |z| cTaBu 3HAK —.

3anucuBame peaJIHUX OpojeBa y HeCTaHOAPOHUM CUCTEMUMA

Y reopemu 2 ce onucyjy msuje kaace cucrema (¢, D) y kojuma ce cBakm nuo Gpoj
3amucyje Ha jeUHCTBEeH HAUYuH. IIpBa O THX KiIaca 00yXBara CHUMETPUIHN TePHAPHU
CHCTeM a Ipyra HerabOWHADHU CHCTEM.

Y cmeneha mBa mpuMjepa um aBuje Teopeme Omhe TOKA3aHO oA C€ Y TAKBUM CH-
CTeMUMa MOMKE 3aMUCATH U CBAKH PeasaH 0pOj.

ITpumiep 5. Hexkajeq>1,D ={-1I,...,-1,0,1,... ,k}, rogje je k+1 =q—1,
k,1>0. Aro je @ = (0.a_1a—2 ... .)q, TAHA je
ko k k k
a§_+_2+...+_n+...:_7
7 q q q—1
S l l l l
> —— — — — e — —— — e = —_—
T oq ¢ q q—1
TEOPEMA 4. Axo je q¢ npupodan 6poj eefiu 00 jedan u
D={-1,...,-1,01,... k}

2d0je je k+1 = q— 1, mada ce ceaxu peansar 6P0j MONCE 3aNUCAMU Y CUCTEMY
(¢, D).
-

k .
Jokaz. YBemmMo O3HAKe: a — — b = — Kako je umtepsan (a,b)
q— q—
IyKUHE jeIaH, TO 3a TPOU3BOJsAH peajaH Opoj [ mMOCTOju TAYHO jemaH Mujeanm OpPoj
n W TAYHO jegHO « € [a,b) Tako ma je B = n + «. Ha Taj Haumm je me¢unmcana

¢yurumja f(3) = n. Hocmarpajmo uu3

a—n :f(qna)_qf(qnila)v n= 1727"' .
Kopucrehn mejemnaxocr §— b < f(B) < B — a nobumjamo na je
a_n < q"a—a—q(¢"ta—b)=bg—a= kqtl :l<:+M =k+1.
q—1 q—1
Kako je a_, umo 6poj, o je a_, < k. Cuanuno je a_,, > —I. Hakae, a_, € D 3a
ceako n € N. Ilpu Tome je

k i i—1
a_1 Q_o a—p Z flg'a) —qf(¢' " a)
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Kako je
ba—b _fld*a) _dta—a
— < — < r—
q q q
"
10 f(gko‘) KOHBEeprmpa ka « kaga k — oco. Cimjemn ma je
o) ae;
o= Z " = (0.a-1a-2...)(¢,D)-
i=1

Kako ce mmo 6poj f(B3) Moxe (u TO Ha jeAMHCTBEH HAYWH) 3aMUCATH Y CUCTEMY
(g, D) (B. Teopemy 2), 1j. kako je f(3) = (ax -..a1a0)(q,n), TO je

ﬁ = (ak ... 100.0-1Q—2 . .. )(q,D)~ |

[Ipumujerumuo ma je mperxomaoMm TeopemoMm oO6yxBaheH TepHAPHH CHMETPUYHK
CHCTEM.

SAIATAK 2. YTBpAUTH KOjU pPEAJHU OPOjeBH MMAjy IBA PA3IMYATA 3AMUCA Y
cucremy (q,D), rojejeq>1,¢qe Nu D ={-1,...,0,...,k}.

ITPUMJIEP 6. Hera je ¢ < —1,q € Z, D = {-1,...,0,... ,k}, rgjecy l u k
HeHeTaTHBHY Iujenu OGpojeBn umju je 30up jemmak |g| — 1.

Aro je a = (0.a_1a_2...)(4 D), Tama je

R Ty
T q ¢ ¢ ¢ ¢ ¢)¢PF-1 ¢-1
Y (e gy
“q ¢ ¢ ¢ g ¢)¢F-1 ¢-1

Kopucrehu nperxomme onjere, canano Teopemu 4, mokasyje ce ciwenehe tepheme:

TEOPEMA 5. Axo je ¢ yuo 6poj, ¢ < —1 w D = {-1l,...,-1,0,1,... k},
20je je k+ 1 =|q| — 1, mada ce ceaxu peanan 6poj moxce zanucamu y cucmemy
(¢, D).

3. IIpuMjepu U3 MaTeMaTUUKe aHAJIU3E

Sanucu peasHux OPOjeBa y PA3IAYUTHM CHCTEMUMA CE€ MOT'Y KOPUCTUTH 33 JO-
Ka3uBame pa3Hux TBphema. EBo Herommko mpumjepa.

ITpumJIEP 7. Jemam onm mokaza TBphema ma je CKym peasnux OpojeBa Hempe-
OpojuB 3acHUBA Ce HA 3amUCy peasHux OpojesBa y cucrtemy ca ocaoBom 10. Hapasmuo,
YMjeCTO AeMUMAJHOT 3AMUICA MOMKE C€ KOPUCTUTH 3AMUC ¢a OWIO KOjOM APYTOM OCHO-
BoM. Pemumo, ako ce y cucTeMy ca OCHOBOM TPU He J03BOJIE 3AIMKCU KOJU 3aBPUIABA]Y
ca 0eCKOHAYHO MHOTO IBOJKH, Tagka ce cerment [0, 1] Moxke ommcaTu kao ckym OpojeBa
KOjJU Ce Yy OBOM CHCTEMY MOTY Ha jeIMHCTBEH HadmH samucaru y obmuky (0.aias .. .)s,
rgje je a; € {0,1,2}. Axo 6m ckyn [0,1] 6uo npebpojus, Taga Ou Taj CKyIm MOLIH
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3aInCaT KaO HU3
Ty = 0.041(112 e Qe ey

T2 = 0.a21a22...a2n...7
T = O.U,klakz e Qfm v ey

Mebyrum, 6poj x = 0.ajas...ay, ..., TOjE je
0, ako je a; #0,
al_{ 1, akojea; =0
pa3IUYUT je 0 CBAKOT YiIaHA M3 IPETXOJHOTr Hu3a (jep ce on wiaHa T; PA3MUKyje HA
i-T0j mosunmju) a npunana cermenty [0, 1].

IIpuMJIEP 8. Csakm moackyn A ckyma peaanux OpojeBa KOju je OTPAHMYEH Ca
ropme cTpane uma cynpemyMm. U 3a moka3 oBe unmenune moryhe je kopucrurn 3ammc
OpojeBa y HEKOM CHCTEMY Ca (UKCHUPAHOM OCHOBOM. IIpm TOME je mOromHmje KOpuCTu-
TH 3amICE Yy OHOM CHCTEMY y KOMe ce mopemak OpojeBa yTeplhyje nekcurorpadCkm.
Taxkas je, nuamehy ocTaamx, TEpHAPHN CUMETDUYHU CUCTEM.

3a cBako ¢ € Z younmmo ckyn OpojeBa A; C A koju y CHUMETPUYHOM TEPHAPHOM
3ammCy Ha ¢-TOj MO3UNUjU UMAjy HU(PY PA3NAIUTY OX Hyjie. 300r OrPAHUICHOCTH
ckynma A mocroju majsehn mngexc k € Z Ttakas ma je Ay # 0. Ca Zp o3Ha4mMO CKyI
ceux mudapa 6pojesa u3 A koje croje Ha k-toj mosummju. Tama je Zp C {1,0,1}.
Heka je by, = max Z, u By, ckyn cBux 6pojesa u3 A umja je mudpa Ha k-TOj mo3unuju
jemaaka by. Iasme, ca Zp_1 03HAUMMO CKyI CBUX muapa OpojeBa u3 ckyma Bj koje
croje ma (k — 1)-0j mosunmju. IlocraBumo br—; = max Zy_y u ca Bj_; 03HAYUMO
ckyn Opojesa u3 By kox kojux je mu¢ppa ma (k — 1)-0j nosunuju jemmaka by_q. Ipo-
nyxasajyhim mocrymax pobujamo 6poj 3 = 21_:01; b;3*. Taxma je 3 = sup A. 3amcra,
aK0 je T = Ty ...T120.L_1...T_p--- € A erement cxyna A pazauuur ox [3, Tama je
x; < by 3a mexo 1 < k. Ilpu tome z € B;_1 C A, ma je v < 3. IIpernocrasumo cana
ma je a < 3, roje je @ = @y ...00.Q—1 ...0—y, ... U HeKa je | € Z najBehu unmerc
3a koju je a; < b;. Tama 6poj x umju 3amme moumme ca by ...Dh; a mame HacTaB®ba ca
HeRuM 0o OpojeBa u3 ckyma A; mpumazga ckymy A a sehu je a.

3AATAK 3. Ilorazaru 1a je CKym pa3ioMaka Yuju je 3amuc y OMI0 KOM CHCTEMY
ca OCHOBOM (¢ KOHad4aH, ryct y R.

3ANATAK 4. Hekajeq > 1u D ={0,1,...,¢q—1}. Ila au je ckyu cBux Opojesa
xz € (0,1) roju y 3anucy y cucremy (¢, D) cagpxe cse qudppe rycr y (0,1)7

ITPUMIEP 9. ®ymruujy f medurmmunmo va cwmenehu maumn: ako je x Gpoj 3amu-
CaH y CHCTeMy ca OCHOBOM p, Tana je f(z) Bpujegmoct koja ce mobuja Kaga ce 6poj
gquTa y cucTeMy ca ocHoBoM ¢ (p < ¢). Uspauynaliemo fol f(z) de.

Hera je 3a x € [0,1], 2 = > " 2. Usyses y HeKHM PAnuOHAIHAM OpojeBmMa

e
am(x) je mobpo mepunucano. Taxma je an,(r) Qysruuja Tuna crenernna u

/1a (x)dx:0+1+2+~'+(p—1) (p—1)

P 2



3amucuBambe peajHUX 6pojeBa y IMO3UIMOHUM CUCTEMUMa 23

Ama f(z)= > am_(x), ma je
m=1 qm
1 00 1 00
1 -1 1 -1
/ flx)dz = —/ am(x)dx:p—Z—:L.
0 — 2¢ ~—q™ 2(q-1)
ITpumJieP 10. Heka je o mepmyrammja mudapa 0,1,...,9 u f:[0,1) — [0,1],

f(0ay...an...)=0.0(ar)...0(a)....
Ucnurahemo y rojum je taukama (yHknuja f HemperwmHa, y KOjuM nuepeHnu-
jabunna, mokazaru ga je marerpabunna Ha [0, 1] u uspauynarn fol flz)dz.

Heka je @ = 0.a;...a,.... Hera je € > 0. Tamga mocroju m € N rtako ma je
10™™ < e. 3a cBako r kKoje 3am0BombaBa yciaoB 0.ay...a, < v < 0.a1...0,999...
spujensoctu f(z) u f(a) ce me pasmmkyjy Ha upsux m gemumana. Cuamjenu na je
|f(z) = f(a)] <107™. Ilarxne, f je HempermaHO crecHa y a. Aro a = 0.a1...4ay, ...
Huje OpOj KOju ce MOkKe 3aMUCATH Ca KOHAYHO MHOTO mudapa, Tala ce 3a CBAKO X Koje
3a00B0baBa yeiaoB 0.a1 ...am < ¢ < @ = 0.a1 ... AmAm41 - .. BpujemaocTa f(x) u
f(a) me pasnmkyjy ma mpsmx m memmmasa. To smaum ma je f(x) — f(a) < 107™
OMHOCHO (YHENHja f je HEOpeRuIHA U CIAUjeBA § TAYKA Q.

[Morpebuo je jom pasMOTPUTH HENPEKUAHOCT caujeBa QyHrnuje f y taukama 06-
mka a = 0.a1...60n, = 0.a1...60m_1(am — 1)99..., rgje je a,, # 0. Ilpumuje-
mamo ma je tama f(a) = 0.0(a1)...0(am)o(0)a(0).... IocmarpajuMo ®HE3 T, =
0.a1...am-1(am —1)9...900... (ca n mupapa 9 usa mudpe a,, — 1) xKoju, ounrie-
IHO, KOHBEprupa kKa a ciamjeBa. Tama je

flxz,) =0.0(ay)...0(am-1)0(9)...0(9)a(0)a(0)....

Hu3 (f(z,)) koBeprupa xa f(a) ako u caMo ako je UCOyBeH jeman ox cibexelia xsa
ycaoBa:

a) 0(9)=9,0(0) =0, o(am) =c(am — 1) — 1,

6) 0(9) =0, 0(0) =9, o(am) =c(am — 1)+ 1,

IIpernocrasumo na je f mudepenmujadbunana y uexo] tauknm a = 0.a1...ay, . ...
Hexa je d qudpa xoja ce y oBOM 3ammcy mojaBipyje HECKOHAYHO MHOTO IyTa U T, OPOj
nobujex 3aMjeHOM n-TOr mojaBpuBama nuppe d mudpom ¢. Tana x, — a kaga n — 00
W j€ KOHCTAHTa jeIHAKa %. I'parnyna BpujeIHOCT KONMYHUKA MOPA
Oburu mcra 3a cse i. Meby konmumunuma jemam mma mMenmiarn +1, mpyru +5, a
opojuoru cy mamehy —9 m 9. Ilaksae, cBu KOoauIEANE MOpajy Outu 1 mim cBE MOpajy
Buru —1, mro maje o(i) =i nmm 0(i) =9 — i u f(z) =2z nwm f(zr) =1 —z. Harue,
f je unn nudepennujabunna y csum taukama (o(i) = ¢ unu o(i) = 9 — i), uam HEje
mupepeHnujabuIHa HA y jeJHO] TAYKH.

n

®yuknnja je naTErpabuina, jep je HempekuaHa ckopo cByxa. [laprunujom uaTep-
Bana Ha 10" jemmakmx njeqoBa M kKopumhemeM BpujemHocTn (yHEmuje f y mamje-
BUM KpajeBuma, nobmjamo upeypebeny Pumamosy cymy 3a fol rdx. Camjenu ma je

fol f(z)de = 1.
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Hemaukn matematnuap KanTop je y mpomiom Bujeky KOHCTPYHCAO jeJaH CKYI
KOjJU je y Pa3BOjy MaTeMaTHKe NIMao 3HA4YajHy yaory. Ta KoHCTpykmuja ce yobudajeHno
ommcyje y TepMUHHMA 3aIMHCa PEAJHAX OpojeBa y cuCTeMy Ca OCHOBOM TPH.

ITpumJEP 11. Hera je K ckyn 6pojesa u3 oncjeura [0, 1] koju ce y cucremy ca
ocHOBOM 3 Mory 3ammcaru 6e3 kopumhema mudpe 1 :

o0
K={0.a1...ac...)s :ar € {0,2},k € N} = {22% Ce € {0,1} ).
k=1
Cryn K moxe OGurn onucan Ha cihegehn maunna. Oxcjeuax [0, 1] ce moxmjenn Ha
TpU jeHAKa OUjesia U W3 Hera Ce yIaJbl OTBOPEHW CPeIHN MHTePBAJ (%, %) Tauxa
T TpUIANa YHUJU IPEOCTata IBa JAWjesna ako W CaMO aKO Ce T Y CHCTEMY Ca OCHOBOM
3 mowxe 3amucaru y obuuky = = (0.ajas ... )3 Tako ga mudpa a; # 1.

Csaxku o npeocrasa Isa Aujela IOANjeIuMO Ha TPH jeJHAKa HHTepBana (ILyRuHa
CBAKOr OJ BbUX jeIHAKA je 3%) U U3 CBAKOT OJ BUX yIAHUMO OTBOPEHH CPENHU UHTEP-
Baa. Tauka x mpumama yHHju OIpPeocTaa YeTHPH IUjesia aKo M CaMoO ako je & Moryhe
3ammcaTd y cucremy ca ocHOBOM 3y obmury x = (0.a1as...)3 Tako ma mudppe a; u
as Hujecy jemuake 1. Ilpoxysxasajyhum oBaj mocrymak nobujamo Kantopos ckym.

[IpmMujeTrMo ma je yKyIDHA NyKUHA yIaJbeHIX WHTEPBAJA jeTHAKA

l+2i+...+ni+...:1
3 32 3n ’
KOJUKA je U nyxuHa oxcjedxa [0, 1].
Hexa je
o0
x:2~(0.a1...an...)3:22% e K.
Jj=1

To 3raum ma je a; = 0 mnn a; = 1. IIpecauxaBame

f(l') = f(2 . (0.&1@2 N )3) = (0.@1 I PN )2
je bujernmja ckymosa K u [0,1], mro 3na4n ma je K mempeGpojus ckym.

3AIOATAK 5. Hera je ¢ > 1, D = {0,1,...,¢q — 1} u p € D. Ilorazaru xa
je ckyn A C [0,1] 6pojesa m3 [0,1] koju ce y cucremy (¢, D) mory sammcaru Ges
kopumhema mudpe p € D HenpebpPOjuB u HATAje TYyCT.

Opasze cuenujanuo caujenu xa je Kanropos ckyn K murgje rycr ma [0, 1].
3ADATAK 6. Ilokasatu ma je K + K = (0,2 u K — K = [-1,1].

IIPMJEP 12. ¥ oBom mpumjepy hemo, kopmhmem 3ammca peaanux OpojeBa y
TEPHAPHOM U DUHAPHOM CHCTEMY, NOKa3aTH Aa ce KaHTONPOB CKym MOke HEIpEeKHIHO
mpecankaTH Ha oxcjewak [0,1].

Hera je K Kamrtopos ckym u f: K — [0,1] pysruuja nepunucana ma cmemehin
HAYWH:

f((Oalan);;) :(0.c1...cn...)27
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ai

rgje je ¢; = %4, ¢ € N. ®ymxmmja f je cupjexnuja. orkaxumo da je f HempexummHa
Ha K. Axoje 19 = (0.a;1...a,...)3 € K uz € K, upn wemy je |z — xg| < =

3n ) Tana
jex = (0.a1 ...anbpt1...)s, voje a;, b; € {0,2}. Omasme camjenu na je

|an+1 = bogi| | [@ng2 — Dol 1
7(@) — flao)] = 2 2 ol e L
3ANATAK 7. Heka je f: K — [0,1] ¢yuguuja u3 mperxogmor mpumjepa u
g:[0,1] - K ¢yuruuja nepunucana ma cpenelin maqnn:

g((0.c1...cn. . )2) =(0.ay...an...)s,

raje je a; = 2¢;, © € N. Ilokazaru ma je g Oujeknuja aau na HEje HEMPEKUIHA HA
[0,1]. Hokazarm rakobe ma je komnosunuja fog: [0,1] — [0,1] uzenrurer ma [0,1] a
ma go f: K — K muje umenrurer ma K.

ITpuMIEP 13. Karroposa ¢ymrmmja k: [0,1] — [0, 1] je jenso HempermzaO IpO-
nyxeme (QyHknuje f m3 mperxomaHOr mpmMjepa ca KamTtoposor ckyma K Ha CerMeHT
[0,1]. Oma cermexrt [0, 1] canka ma [0, 1], Haxo je mEH H3BOX jeJHAK HYIN CKOPO CBY IR
Ha [0,1].

Haxie,

k((0.a...an...)3) =(0.c1...cp... )2,
raje je ¢; = %, 4 € N. Aro je v = (0.ay...a,...)3 € [0,1] \ K, Tama mocroju
Hajuamu uagekc k € N 3a koju je ar = 1. Tauka 2’ = (0.a1...ar-12)3 € K.
Hocrasmmo k(z) := (0.c1...cp—1)2 +27%, raje je ¢, = &, i=1,... k- 1.

Jacuo je ma 3a cako y € [0,1] nocroju € K rako na je k(x) = y. Pynrnuja
K je KOHCTAaHTHA Ha cBakKOoM of mHTepBasa o0mmka ((0.a1 ...a,)s, (0.a1 ... anbnt1)3),
rgje a; € {0,2}, b,y1 = 1. To ¢y TauHO OHM MHTEPBAIN KOJU CY yAAJBEHH M3 CKyIa
[0, 1] mpu roucTpyknuju KantopoBor ckyna m BEXOBa yKyIHA IyKHHA je jexHaka 1.

JlokasxuMo ma je x HempekumHa (GyrEEmuja. Ao zg € K, Tama MOCTOjH MHTEPBATI
)

KOJU CaIDKU TAUKy To HA KOMe je (YHKIUja Kk KOHCTAHTA, OA NAKJIEe W HEIPeKuTHA Y

Zo.

1

57 Axo ¥ € K Tama

Heka zp = (0.a1az...ay,...)3 € K u Heka je |z — x| <
je, Kako je TO MOKa3aHO Yy MPETXOXHOM IMpUMjepy,
1
I5(x) — A(zo)] < 51
Ako je x = (0.a1az ... anbpt1bnia ... )3 €0,1]\ K, raje b; € {0,1,2}, razxa je

1 Cn+2
|k(z) — Kk(zo)] < oYY + 42 +

< =,
S on
To 3Haum 1a je PpyHKNUja Kk HEIPEKUIHA Y X, ONHOCHO K je Hempekmaaa Ha [0, 1].
3ANATAK 8. Iokasaru ga je x(x) = sup{(0.c;...cp)2 : 0.(a1)...(an))s <
z,c; € {0,1},a; = 2¢;,i =0,...n}.

Kpusa y R? ce me¢ummme kao Hempekmmma CIWEA HEKOT oxcjedxa [a,b]. Teamo
jé KOHCTPYHCao KPUBY KOja MCOyHhaBa Nujeru kKBaapar. llpenusno, o je meduumCAO
mempekmHO mpectmkasame F oxcjeuxa [0,1] y R? taxo ma je F([0,1]) = [0,1]x [0, 1].
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Ospgje hemo ommcarw jeoHO TAKBO NPECIMKABAKE y TEPMUHAMA, 3amuca OpojeBa y
TEePHAPHOM M OMHAPHOM CHCTEMY.

ITPuMIEP 14. Pymrmumje f u g hemo npso meduuucatu Ha Kantoposom ckymy

K a 3arum hiemo ux nponysxuru ma oxacjedak [0,1]. Axojet = (0.ay...ap...)3 € K,
a; € {0,2} raura Kanroposor ckyma, Taja nocrasbamo
f(t) = (0.0163 ...Con—1 ... )27 g(t) = (0.6264 ...Cop .- )2,
rmje je ¢; = %, 1 € N.
Hokaxumo ma cy ¢pyurnuje f m g menpekummne ua K.
Hexka je tg = (0.a1 ...a2,G2041...)3 € K ut € K rtako ma je |t — to] < 3%
Tagma je t = (0.a1 ... a2, Q2n 4102042 ...)3 € K, mpu uemy a;,«; € {0,2}. Hexra je

[£71

’inTHci:%. Tanma je

Y2n+1 — C2n41 Y2n+3 — C2n+43
[f(t) = fito)l = |— =+ ]

2n-|—1 2n-|—2
1 1 1
Somi T T T o

Cnuuno je

Yont2 — C2nt2 | V2ntd — Contd 1

OpaBme camjequ HETPERUAHOCT (GYHRIEjA f U g.

Crymn K' = [0,1] \ K = [J;cn Ii je mpebpojusa ymmja MCjyHKTHUX WHTEPBAJA
koju ¢y y koHCTpyEuuju KanToposor ckyna ynamenu us oncjeuka [0,1]. Pynknuje f u
g cy meuHECAHe HA KPajeBUMa CBAKOT on uHTepBaia [;. JlumeapHOM HHTEPIOIATUI]jOM
nponyxuliemo ose (yurnuje Ha [0, 1], HoBe Qynrumje hiemo rakohe o3mauuru ca f u
g. Harae, ako ce 6poj t € [0,1]\ K 3anume y cucremy ca OCHOBOM TpH, TaJa Cy HEKe
nuppe y Tom samucy jemmake 1. Ilpermocrasmmo ma je ¢ = (0.a1...anbpt1 ... )2,
rgje je ay,...a, € {0,2} a by,y; = 1. Tama t ¢ K. Tauke tg = (0.a1...a,)3 1
t1 = (0.a1 ...a,22...)3 npunangajy ckyny K u t € (to,t1). Hocrasumo

f(t1) — f(to)

f(t) = ﬁ(t —to) + f(to),
g(t) = W(t —to) +g(to), tE€ [to,t],

Tazma cy ¢yurnuje f: [0,1] - Ru g: [0,1] — R menpexnzre ma [0, 1] u mpn Tome
je f(t) € [0,1] m g(t) € [0,1] 3a cBako t € K. Ozmasme camjein Ia IPeCINKABAbe
F=(f,9):10,1] — [0,1] x [0, 1] menpekuaro. dokaxumo jom ga je F' cupjernuja.

Hera je (z,y) € A =10,1] x [0,1]. Taza je

r = (0.0102...Cn...)2, Yy = (Odldzdn)2, Ciy di € {0,1}
pu Tome ag;—1 = 2¢;, be; = 2d; € {0,2} (i € N), na 3a tauky
t= (0.a1b2a3b4 - a2n+1b2n+2 - )3 e K

saxkn f(t) =x, g(t) =y, omaocuo F(t) = (x,y).
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