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ZAPISIVA�E REALNIH BROJEVA

U POZICIONIM SISTEMIMA

Istorija naqina zapisiva�a brojeva veoma je zanim�iva� Iako u savre�
menom zasniva�u analize naqin zapisiva�a realnih brojeva izgleda kao sasvim
tehniqko pita�e� ono je u razvoju matematike i qak u razvoju cijele civilizaci�
je imalo poseban znaqaj� Istoriqari matematike smatraju da se dekadni sistem�
koji je danas u xirokoj upotrebi� prvi put pojavio kod Indusa� u VI vijeku� Za
zapisiva�e brojeva Indusi nijesu koristili cifru nula�

Kasniji razvoj ovog sistema nije ixao ni brzo ni pravolinijski� Evo neko�
liko naznaka�

Od Indusa dekadni sistem su preuzeli Arapi� ali su taj sistem� kao i
Indusi� koristili samo za zapisiva�e cijelih brojeva� Astronomi� koji su mo�
rali koristiti i razlomke� radili su sa xestdesetiqnim razlomcima� U nekim
oblastima �mjere�e vremena� mjere�e uglova i sliqno� ovaj sistem se i danas
koristi� Za usvaja�e dekadnog brojnog sistema u Evropi znaqajna je pojava
k�ige Liber abaci �prevodi se sa K�iga iz aritmetike ili samo sa Aritmeti�
ka� Leonarda Pizanskog �Fibonaqi�� On je pisao� ��Devet je induskih znakova�
�� �� � � � � �� Pomo	u �ih i pomo	u znaka � koji se u arapskom naziva zephirium�
mo
e se zapisati svaki broj�� Pri tome je Fibonaqi mislio na cijele broje�
ve� Zapisiva�e razlomaka u desetiqnom brojnom sistemu je u Evropi postalo
opxteprihva	eno tek u XVII vijeku� Me�utim� 
��� Blez Paskal se u k�izi ��De
numeris multiplicibus� zala
e za drugaqiji sistem� ��Desetiqni sistem koji je
konstruisan priliqno nerazumno� jeste� naravno� u skladu sa �udskim navika�
ma� ali nije prema zahtjevima prirodne neophodnosti� kako je sklono da misli
ve	ina �udi�� On je tvrdio da je po
e�no da se pre�e na dvanaestiqni sistem i
predlo
io je pravilo provjere dje�ivosti brojem � u takvom sistemu� Predla�
gani su i drugi sistemi sa razliqitim osnovama� Xvedski kra� Karl XII imao
je namjeru da u svojoj zem�i usvoji sistem sa osnovom �� Poginuo je u jednoj
bici pa �egova ideja nije realizovana�

Ov�e razmatramo razliqite pozicione sisteme i naqine zapisiva�a cije�
lih i realnih brojeva u tim sistemima� Ilustrujemo i kako se zapisiva�e
realnih brojeva u obliku beskonaqnih decimalnih razlomaka mo
e koristiti
za konstrukciju interesantnih primjera i dokaze nekih tvr�e�a iz matematiqke
analize�



�� M� Ja�imovi�� I� Krni�

�� Zapisiva�e cijelih brojeva

Neka je q cio broj� jqj � � i D konaqan podskup skupa cijelih brojeva�
Nas interesuje da li za svaki cio broj � postoje prirodan broj k i brojevi
a�� a�� � � � � ak � D� ak �� �� tako da je

� � a� � a�q � � � �� akq
k�

Odgovor� naravno� zavisi od izbora broja q i skupa D� Kada je odgovor
pozitivan tada se pixe

� � 	akak�� � � � a�a�
�q�D�

ili� bez istica�a skupa D� � � 	akak�� � � �a�a�
q� i ka
e da par 	q�D
 obrazuje
pozicioni sistem sa osnovon q i skupom cifara D� U tom sluqaju� brojevi
a�� � � � � ak su cifre broja � u sitemu 	q�D
� Specijalno� ako je q prirodan broj
i D � f�� �� � � � � q � �g� sistem 	q�D
 je standardni sistem sa osnovom q�

TEOREMA �� Svaki nenegativan cio broj � se mo�e� na jedinstven
naqin� zapisati u standardnom sistemu sa osnovom q � N� q � �� Pri tome
je � � 	akak�� � � � a�a�
q ako i samo ako je aj � �j � q�j��� j � �� �� �� � � � � k gdje
je

�� � �� �j � �
�j��
q

�� j � �� �� � � � � k� �k�� � �
�k
q
� � ��

pri qemu je sa �x� oznaqen najve�i cio broj � x�

Dokaz� Neka su a�� � � � ak i ��� � � ��k� �k�� odre�eni kao u iskazu teoreme�
Tada� na osnovu relacije� x� � � �x� � x imamo da je

aj � �j � q�j�� � �j � q�
�j
q
� � �j � q	

�j
q
� �
 � �j � �j � q � q

i aj � �j � q
�j
q
� �� To znaqi da je za svako j � f�� �� � � � � kg� aj cifra standar�

dnog sistema sa osnovom q�

Mno
e	i jednakost aj � �j � q�j�� sa q
j � j � �� �� �� � � � � k� sabiraju	i tako

dobijene jednakosti i uzimaju	i u obzir da je �� � �� dobijamo

a� � a�q � � � �� akq
k � ��

odnosno � � 	akak�� � � � a�a�
q �

Obrnuto� neka je

� � 	akak�� � � �a�a�
q � a� � a�q � � � �� akq
k� ai � f�� �� � � � q� �g� i � �� �� � � � k

i �� � �� Tada je �� � a� � ��q� gdje je

�� � a� � � � �� akq
k�� � �

��
q
��

Odavde slijedi da je a� � �����q� Sliqno� iz jednakosti �� � a�� � � ��akq
k��

slijedi da je

a� � �� � q��� �� � a� � � � �� �kq
k�� � �

��
q
��
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Ponava�aju	i ovaj postupak dobija se

aj � �j � q�j��� �j � aj � � � �� �kq
k�j � �

�j��
q

�� j � �� � � � � k � ��

Na kraju� imamo da je ak � �k i �k�� � ��

Primjer �� Neka je � � 	ak � � � a�
q zapis cijelog broja � u standardnom
sistemu sa osnovom q � �� q � N� Tada va
e s�ede	a tvr�e�a�

a� Ako je q � mp� m� p � N� tada je � dje�iv sa p ako i samo ako je a� �
fip � i � �� �� � � � � 	k � �
pg�

b� Ako je p djelilac broja q � �� tada je � dje�ivo sa p ako i samo ako je
zbir cifara broja � �zapisanog u sistemu sa osnovom q� dje�iv sa p�

v� Broj � je dje�iv sa q � � ako i samo ako je razlika zbira cifara broja
� �zapisanog u sistemu sa osnovom q� na parnim mjestima i zbira cifara na
neparnim mjestima dje�iva sa 	��
q�

Ako je q � ��� tada dobijamo kriterijume dje�ivosti sa �� �� 
� �� ���

U sistemu sa osnovom q � �� q � N� negativni cio broj x se zapisuje tako
xto se ispred zapisa broja jxj postavi znak �����

Najqex	e korix	eni pozicioni sistem je sistem sa osnovom deset� U ra�
qunarstvu se intenzivno koristi binarni sistem tj� sistem sa osnovom dva i
skupom cifara D � f�� �g� U osnovnoj varijanti ili uz neke modifikacije� za
zapisiva�e realnih brojeva koristi se i standardni sistem sa osnovom 
��

Poqetkom XIX vijeka poqi�u se razmatrati i sistemi sa negativnim cifra�
ma i negativnim osnovama� Na primjer� Koxi� imaju	i u vidu sistem sa osnovom

� i skupom cifara f����
� � � � � �� �� � � � � �g� govori kako je u ovom sistemu do�
vo�no znati tablicu mno
e�a do � � �� odnosno� on ukazuje na prednosti ovog
sistema nad standardnim dekadnim sistemom�

Primjer �� �Simetriqni ternarni sistem�� Simetriqni ternarni si�
stem je sistem sa osnovom q � 
 i skupom cifara D � f��� �� �g� Ovaj sistem je
prvi put opisan 
���� u jednom qlanku francuskog matematiqara Leona Lalana�

U �emu se� na jedinstven naqin� mogu zapisati svi cijeli brojevi� dakle i
negativni� a da se ispred ne stav�a znak minus� Pri tome je

� � 	akak�� � � � a�a�
���D��

ako i samo ako je
aj � �j � 
�j��� j � �� �� �� � � � � k�

gdje je �� � �� �j � b
�j��



c� j � �� �� � � � � k� �k�� � b
�k


c � �� pr qemu je sa bxc

oznaqen cio broj najbli
i broju x� Doka
imo ovo tvr�e�e�

Na osnovu relacije jx � bxcj � �
� imamo da je j
b

�j
� c � �j j �

�
� � odakle

slijedi�

jaj j � j�j � 
�j��j � j�j � 
b
�j


cj �




�
�

Kako je aj cio broj to aj � f��� �� �g za svako j � f�� �� � � � � kg�
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Mno
e	i jednakost aj � �j � 
�j�� sa 
j� j � �� �� �� � � � � k� sabiraju	i
dobijene jednakosti i uzimaju	i u obzir da je �� � �� imamo

a� � a� � 
 � � � �� ak � 

k � ��

odnosno � � 	akak�� � � � a�a�
���D��

Obrnuto� neka je

� � 	akak�� � � � a�a�
���D� � a� � 
a� � � � �� 
kak� ai � f��� �� �g� i � �� �� � � � k�

i �� � �� Tada je �� � a��
��� gdje je �� � a�� � � ��
k��ak� Kako je ja�j � �� to

je j��� 
��j � �� odakle slijedi da je j���
��
� j �

�
� � odnosno �� � b��� c� Sliqno�

iz jednakosti
�� � a� � � � �� 
k��ak�

slijedi da je a� � �� � 
��� �� � a� � � � � � 
k��ak � b��� c� Ponava�aju	i ovaj
postupak dobijamo da je

aj � �j � 
�j��� �j � aj � � � �� 
k�jak � b
�j��



c� j � �� � � � � k � ��

Na kraju� imamo da je �k � ak i �k�� � ��

Uobiqajeno da se u simetriqnom ternarnom sistemu cifra �� zapisuje kao ���
Interesantno je da se tada prelaz sa zapisa broja � na zapis �emu suprotnog
broja �� sastoji u uzajamnoj zamjeni cifara � i ��� Pri tome se znak broja �
odre�uje prvom cifrom u �egovom zapisu� ako je ona jednaka � broj � je pozitivan
a ako je jednaka �� on je negativan�

O ternarnom sistemu se� poslije Lalanovog rada� ponovo razmix�alo 
����

���� Zbog �egove simetriqnosti� jednostavne aritmetike i relativno proste
realizacije� ovaj sistem je� paralelno sa binarnim sistemom� razmatran kao
jedan od mogu	ih kojim bi se u raqunarskoj aritmetici zamijenio sistem sa
osnovom ��� U ovom sistemu treba oko �
� pozicija potrebnih za zapisiva�e
istog broja u binarnom sistemu�

U vezi sa konstrukcijom raqunara� ���tih godina ovog vijeka� pojavila se
ideja zapisiva�a brojeva u sistemu sa negativnom osnovom� Navodimo jedan
primjer takvog sistema�

Primjer �� �Nega�binarni sistem�� U negabinarnom sistemu je osnova
jednaka q � �� a skup cifara je D � f�� �g� I u ovom sistemu se� na jedinstven
naqin� mogu zapisati svi cijeli brojevi� i pozitivni i negativni� Sliqno kao
u primjeru � i u teoremi 
� dokazuje se da je

� � a� � a�	��
 � a� � 	��

� � � � � ak	��


k � 	akak�� � � � a�a�
��

ako i samo ako je aj � �j � ��j��� j � �� �� � � � � k� gdje je �� � ��

�j �

�
�
�j����
�� �� ako je �j�� � ��

�
�j��
�� �� ako je �j�� � ��

i �k�� � ��
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Znak broja u negabinarnom sistemu se odre�uje brojem �egovih cifara� broj
je negativan ako i samo ako ima paran broj cifara�

Primjer �� U simetriqnom ternarnom sistemu brojevi se upore�uju lek�
sikografski� upore�uju se prve �s lijeva na desno� cifre koje se razlikuju�

I u negabinarnom sistemu upore�iva�e se vrxi pomo	u prvih cifara koje
su razliqite� ali na malo drugaqiji naqin� Pretpostavimo da je � �
	ak � � �a�a�
�� i � � 	bl � � � b�b�
�� �� �� Pretpostavimo da je k � l i postavimo
bi � � za i � fl � �� � � � � kg� Neka je m � N najve	i indeks iz skupa f�� �� � � � � kg
za koji je am �� bm� Ako je indeks m paran i � � am � bm � � tada je � � ��
Ako je indeks m neparan tada je � � am � bm � � tada je � � ��

Zadatak �� a� Izvesti pravila dje�ivosti sa �� 
 i � u simetriqnom ter�
narnom i negabinarnom sistemu�

b� Napisati algoritam za sabira�e u simetriqnom ternarnom sistemu�

v� Napisati algoritam za sabira�e brojeva zapisanih u negabinarnom si�
stemu�

Vratimo se ponovo opxtim pita�ima� Prethodna razmatra�a ukazuju da se
i osnova i skup cifara sistema mogu birati na razliqite naqine� To naravno
ne znaqi da� za fiksiranu osnovu q� skup cifara mo
e biti sasvim proizvo�an�
S�ede	a kratka analiza ukazuje da u sistemu 	q�D
 skup D mora sadr�ati
potpun sistem ostataka po modulu jqj�

Pretpostavimo da se svaki cio broj mo
e zapisati u sistemu 	q�D
� q � Z�
jqj � �� gdje je D � Z� Ako je

� � a� � a�q � � � �� akq
k � 	ak � � � a�a�
�q�D��

tada brojevi � i a� moraju dati isti ostatak pri dije�e�u sa jqj� Kako a�
mo
e biti proizvo�an element skupa D� to skup D mora sadr
ati potpun sistem
ostataka po modulu jqj�

Simetriqni ternarni sistem i negabinarni sistem su specijalni sluqajevi
sistema koje opisuje s�ede	a teorema�

TEOREMA �� Neka je q cio broj� jqj � �i neka se skup D sastoji od
jqj uzastopnih cijelih brojeva uk�uquju�i nulu� Ako je ispu	en bar jedan od
slede�a dva uslova


a� D sadr�i bar jedan pozitivan i bar jedan negativan broj�

b� q je negativan broj�
tada se u sistemu 	q�D
 svaki cio broj mo�e zapisati na jedinstven naqin�

Dokaz� Neka je � proizvo�an cio broj i D � f�k� � � � � �� � � � � lg� l � k �
jqj� �� l� k � N	f�g� Ako podijelimo broj � sa jqj� ostatak r 	e pripasti skupu
R � f�� �� � � � � jqj � �g� To znaqi da va
i jednakost

� � �jqj� r� r � R�

Ako je r � l� tada je r � jqj � s� pri qemu je �s � �k� odnosno �s � D� Sliqno�
ako je r � �k� tada je r � �jqj� s� s � l� Tako dobijamo da je

� � q� � c� c � D�
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Ako bi postojalo jox jedno takvo razlaga�e � � q�� � c�� c� � D� �� � Z� tada
bismo imali da je razlika c� c� dje�iva sa q� xto je mogu	e samo ako je c � c��
jer je maksimalna razlika izme�u brojeva iz skupa D jednaka jqj � �� Odavde
slijedi i da je � � ���

Analizirajmo kratko sluqaj j�j � �� tj� � � f��� �� �g� Svaki od sistema
	q�D
 iz formulacije teoreme sadr
i cifru �� kojom se zapisuje broj � � ��

Ako skup D sadr
i bar jedan pozitivan i bar jedan negativan broj� tada
��� � � D� pa se u tom sluqaju brojevi � � �� i � � � zapisuju sa po jednom
cifrom�

Neka je q negativan cio broj� q � ��� D � f�� �� � � � ��q��g i p � �q�� � D
najve	a cifra� Broj � � � � D se u ovom sistemu zapisuje cifrom �� Da�e je

�� � 	�q � �
 � q � 	�p
�q�D��

odnosno broj �� se zapisuje sa dvije cifre�

Ako je q negativan cio broj� q � ��� D � f����� � � � ��q��g� p � �q��� tada
se broj � � �� u ovom sistemu zapisuje cifrom ��� a iz relacije � � �q��� q
slijedi da se broj � � � u istom sistemu zapisuje kao 	�p
�q�D��

Iz razmatra�a na poqetku dokaza slijedi da je svaki od ovih zapisa jedin�
stven�

Pretpostavimo sada da je � cio broj� j�j � �� Neka jeD � f�k� � � � � �� � � � � lg�
l� k � jqj � �� l� k � N	 f�g i �� � �� Prema analizi sa poqetka dokaza postoji
taqno jedan broj a� � D i taqno jedan cio broj �� tako da je

�� � q�� � a�� a� � D�

Za broj �� tada va
i�

j��j � j
�� � a�

q
j � j

��
q
j� j

a�
q
j � j

��
q
j� � � j��j�

Ponav�aju	i postupak sa brojem �� dobijamo da postoji taqno jedan broj a� � D
i taqno jedan cio broj �� tako da je �� � ��q � a�� Pri tome je j��j � j��j�
Postupak se produ
ava sve dok se ne do�e do broja �l za koji je j�lj � �� Ako je
�l � �� tada se postupak zavrxava odre�iva�em cifre al�� � D� pri qemu va
i�
�l�� � al��� Pri tome je k � l � ��

Neka je �l � � ili �l � ��� Tada treba razlikovati nekoliko sluqajeva�

a� Ako skup D sadr
i bar jedan pozitivan i bar jedan negativan broj� tada
���� � D� pa postav�amo k � l i ak � �k�

b� Sliqno� ako je q � ��� q � Z� D � f�� �� � � � ��q � �g� �l � � ili ako je
q � ��� q � Z� D � f����� � � � � q � �g� tada postav�amo k � l� ak � �k�

v� Ako je

q � ��� q � Z� D � f�� �� � � � ��q � �g� �l � ���

tada� prema analizi iz dijela dokaza o zapisu broja � � f��� �g va
i� �l �
�q � � � �l��q� gdje je �l�� � �� Tada postav�amo

k � l � �� al � ak�� � p� �k � �� ak � ��

gdje je p � �q � � najve	a cifra�
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g� Ako je q � ��� q � Z� D � f����� � � � � q � �g� i �l � �� tada� opet prema
analizi iz dijela dokaza koji se odnosi na zapis brojeva �� i � slijedi da je
�l � q � � � �l��q� gdje je �l�� � ��� Tada postav�amo

k � l � �� al � ak�� � p� �k � ��� ak � �k�

gdje je p � q � � najve	a po apsolutnoj vrijednosti cifra sistema�

U svim varijantama va
e s�ede	e jednakosti�

�j � �j��q � aj � j � �� �� � � � � k�

pri qemu je �k�� � �� Mno
e	i ove jednakosti sa qj � j � �� �� � � � � k� sabiraju	i
ih� uzimaju	i pri tome u obzir da je �� � �� �k�� � �� imamo�

� � a� � a�q � � � � akq
k � 	akak�� � � � a�
�q�D��

�� Zapisiva�e realnih brojeva

U prethodnoj taqki posmatrali smo sisteme 	q�D
 u kojima se cijeli brojevi
zapisuju na jedinstven naqin� Ti sistemi se mogu prilagoditi i za zapisiva�e
realnih brojeva� Ako za realan broj x va
i

x � akq
k � � � �� a�q � a� �

�X
i��

a�i
qi

� ai � D� i � k� k � �� � � � � �������� � � � �

tada se pixe
x � 	ak � � � a�a��a��a�� � � � 
�q�D�

i ka
e da je broj x zapisan u sistemu 	q�D
�

Taqka izme�u a� i a�� koja razdvaja cijeli i razlom�eni dio broja x se
naziva decimalnom taqkom� Cifre a��� a��� � � � su decimale broja x�

U ovakvim oznakama umjesto indeksa 	q�D
 qesto se pixe indeks q� ili se i
on potpuno izostav�a�

Zapisiva�e realnih brojeva u standardnim sistemima

U standardnom sistemu sa osnovom q � � i skupom cifara

D � f�� �� � � � � q � �g

mo
e se zapisati svaki nenegativan cio broj� Ako su ai� i � ������ � � � cifre
standardnog sistema sa osnovom q tada je niz parcijalnih suma

sn � a��q
�� � � � �� a�nq

�n

reda a��q
�� � a��q

�� � � � � monotono rastu	i i za svako n � N je

sn � 	q � �
q�� � � � �� 	q � �
q�n �
	q � �
	�� q�n


�� q��
� ��

Dakle� niz 	sn
 konvergira� Odavde slijedi da za svako k � f�� �� � � �g i ai � D�
i � k� k � �� � � � � ����� � � � � red

akq
k � ak��q

k�� � � � �� a�q � a� � a��q
�� � a��q

�� � � � � �



�� M� Ja�imovi�� I� Krni�

konvergira ka nekom broju x � R� To znaqi da je

x � akq
k � � � �� a�q � a� � a��q

�� � a��q
�� � � � �

� 	akak�� � � �a�a��a��a�� � � � 
q �

Primijetimo da je ��a�� � � �a�nlll � � � � gdje je l � q � �� a�n � q � �� zapis
nekog broja x u sistemu sa osnovom q � N� q � �� Red

a��
q

�
a��
q�

� � � ��
a�n
qn

�
q � �

qn��
�

q � �

qn��
�

q � �

qn��
� � � �

konvergira ka broju

x �
a��
q

�
a��
q�

� � � ��
a�n � �

qn
�

To znaqi da se u sistemu sa osnovom q� broj

� � ��a�� � � � a�nlll � � � � a�n �� l�

koji se zavrxava sa beskonaqno mnogo najve	ih cifara l � q� �� mo
e se pisati
i sa konaqno mnogo cifara�

x � ��b��b�� � � � b��n���b�n�

gdje je bi � ai� i � ��� � � � ��	n� �
 i b�n � a�n � ��

Dakle� neki realni brojevi se u standardnom sistemu 	q�D
 mogu zapisati
na dva razliqita naqina� Nas interesuje odgovor na pita�e� da li svaki broj
ima bar jedan zapis u sistemu sa osnovom q�

TEOREMA �� Svaki realan broj se mo�e zapisati u sistemu sa osno�
vom q � N� q � �� Pri tome je 	��a��a�� � � � a�n � � � 
q zapis broja � � ��� �
 u
sistemu sa osnovom q koji ne zavrxava sa beskonaqno mnogo cifara l � q���
ako i samo ako je za svako n � N

a�n � �qn��� q�qn����� n � �� �� � � � �

Dokaz� Za svaki realan broj � � � postoji taqno jedan broj � � ��� �
 tako
da je � � ��� � �� Na osnovu teoreme 
 imamo da je

��� � akq
k � � � �� a�q � a��

Prema tome� za dokaz prvog dijela tvr�e�a� dovo�no je dokazati da svaki broj
� � ��� �
 ima bar jedan zapis u sistemu sa osnovom q�

� � a��q
�� � a��q

�� � � � � � ai � D

i tada 	e biti

� � akq
k � ak��q

k�� � � � �� a�q � a� � a��q
�� � a��q

�� � � � �

� 	akak�� � � � a�a��a��a�� � � � 
q�

Neka je� dakle� � � ��� �
 i neka niz 	a�n
� n � N� zadovo�ava uslove teo�

reme� Doka
imo da red
a��
q

� � � � �
a�n
qn

� � � � konvergira ka �� Oznaqimo sa
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�n �
a��
q

� � � ��
a�n
qn

� Tada je

�n �
a��
q

� � � ��
a�n
qn

�

nX
i��

�qi��� q�qi����

qi

�

nX
i��

�
�qi��

qi
�

�qi����

qi��

�
�

�qn��

qn
� ��� �

�qn��

qn
�

Slijedi da je � � �n �
�

qn
	qn�� �qn��
� Poxto za svako x � R va
i

� � x� �x� � �� to je

� � �� �n �
�

qn
�

odakle slijedi da �n 
 � kada n
��

Doka
imo da za svako n � N� a�n � D � f�� �� � � � � q � �g i da ne postoji
n � N tako da je a�k � q� � za svako k � n� Imamo da je a�n � �qn��� q�qn����
cio broj� pri qemu je

a�n � qn����q �qn��� � ��� i a�n � qn��q	qn�����
 � qn��qn��q � q�

Dakle� a�n � D za svako n � N�

Pretpostavimo da je za neko n � N� a�k � q � � za svako k � n� Tada je za
k � n

qk
�X
i�k

a�i
qi

� qk
�X
i�k

q � �

qi
� ��

Odavde slijedi da je

� � qk� � qk
��X
i��

a�i
qi

� qk
k��X
i��

a�i
qi

� qk
�X
i�k

a�i
qi

� qk	
a��
q

� � � ��
a��k���

qk��

 � � � a��q

k�� � � � �� qa��k��� � �

cio broj za svako k � n i da�e� da je

q � � � an�� � �qn����� q�qn�� � �q��� q��� � q� � q� � ��

Kontradikcija�

Dokazali smo da je 	��a��a�� � � � a�n � � � 
q zapis broja � u sistemu sa osno�
vom q i da taj zapis ne zavrxava sa beskonaqno mnogo cifara l � q � ��

Obrnuto� neka je

� �

�X
i��

a�i
qi

� a�i � D� i � �� �� � � � �

Ako je �n �
a��
q

� � � � �
a�n
qn

� tada je� prema razmatra�ima na poqetku dokaza

teoreme� � � � � �n � �
qn
� Odavde da�e slijedi da je �nq

n � qn� � qn�n���
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Poxto je qn�n � a��q
n��� � � ��an cio broj� to je �qn�� � qn�n� Iz �n��n�� �

a�nq
n slijedi da je a�n � qn	�n � �n��
� odnosno

a�n � qn�n � q�qn���n��� � �qn�n�� q�qn�����

Naglasimo jox jednom da je zapis realnog broja � u standardnom sistemu
sa fiksiranom osnovom q � � jedinstven� ako se izuzmu zapisi koji zavrxavaju
sa beskonaqno mnogo cifara q � ��

U sistemu sa osnovom q � �� q � N� i standardnim skupom cifara D �
f�� �� � � � � q � �g� mogu se zapisati samo pozitivni brojevi� Negativan realan
broj x se zapisuje tako xto se ispred zapisa broja jxj stavi znak ��

Zapisiva�e realnih brojeva u nestandardnim sistemima

U teoremi � se opisuju dvije klase sistema 	q�D
 u kojima se svaki cio broj
zapisuje na jedinstven naqin� Prva od tih klasa obuhvata simetriqni ternarni
sistem a druga negabinarni sistem�

U s�ede	a dva primjera i dvije teoreme bi	e dokazano da se u takvim si�
stemima mo
e zapisati i svaki realan broj�

Primjer �� Neka je q � �� D � f�l� � � � ���� �� �� � � � � kg� gdje je k�l � q���
k� l � �� Ako je � � 	��a��a�� � � � �
q� tada je

� �
k

q
�

k

q�
� � � ��

k

qn
� � � � �

k

q � �
�

� � �
l

q
�

l

q�
� � � � �

l

qn
� � � � � �

l

q � �
�

TEOREMA �� Ako je q prirodan broj ve�i od jedan i

D � f�l� � � � ���� �� �� � � � � kg�

gdje je k � l � q � �� tada se svaki realan broj mo�e zapisati u sistemu
	q�D
�

Dokaz� Uvedimo oznake� a �
�l

q � �
� b �

k

q � �
� Kako je interval 	a� b


du
ine jedan� to za proizvo�an realan broj � postoji taqno jedan cijeli broj
n i taqno jedno � � �a� b
 tako da je � � n � �� Na taj naqin je definisana
funkcija f	�
 � n� Posmatrajmo niz

a�n � f	qn�
� qf	qn���
� n � �� �� � � � �

Koriste	i nejednakost � � b � f	�
 � � � a dobijamo da je

a�n � qn�� a� q	qn���� b
 � bq � a �
kq � l

q � �
� k �

k � l

q � �
� k � ��

Kako je a�n cio broj� to je a�n � k� Sliqno je a�n � �l� Dakle� a�n � D za
svako n � N� Pri tome je

a��
q

�
a��
q�

� � � ��
a�k
qk

�

kX
i��

f	qi�
� qf	qi���


qi

�

kX
i��

f	qi�


qi
�

kX
i��

f	qi���


qi��
�

f	qk�


qk
�
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Kako je

qk�� b

qk
�

f	qk�


qk
�

qk�� a

qk
�

to f�qk��
qk

konvergira ka � kada k 
�� Slijedi da je

� �

�X
i��

a�i
qi

� 	��a��a�� � � � 
�q�D��

Kako se cio broj f	�
 mo
e �i to na jedinstven naqin� zapisati u sistemu
	q�D
 �v� teoremu ��� tj� kako je f	�
 � 	ak � � � a�a�
�q�D�� to je

� � 	ak � � � a�a��a��a�� � � � 
�q�D��

Primijetimio da je prethodnom teoremom obuhva	en ternarni simetriqni
sistem�

Zadatak �� Utvrditi koji realni brojevi imaju dva razliqita zapisa u
sistemu 	q�D
� gdje je q � �� q � N i D � f�l� � � � � �� � � � � kg�

Primjer �� Neka je q � ��� q � Z� D � f�l� � � � � �� � � � � kg� gdje su l i k
nenegativni cijeli brojevi qiji je zbir jednak jqj � ��

Ako je � � 	��a��a�� � � � 
�q�D�� tada je

� � �
p

q
�

k

q�
�

l

q�
�

k

q	
� � � � �

�
�l

q
�

k

q�

�
q�

q� � �
�

k � lq

q� � �
�

� �
k

q
�

l

q�
�

k

q�
�

l

q	
� � � � �

�
k

q
�

l

q�

�
q�

q� � �
�

kq � l

q� � �
�

Koriste	i prethodne ocjene� sliqno teoremi �� dokazuje se s�ede	e tvr�e�e�

TEOREMA 	� Ako je q cio broj� q � �� i D � f�l� � � � ���� �� �� � � � � kg�
gdje je k � l � jqj � �� tada se svaki realan broj mo�e zapisati u sistemu
	q�D
�

�� Primjeri iz matematiqke analize

Zapisi realnih brojeva u razliqitim sistemima se mogu koristiti za do�
kaziva�e raznih tvr�e�a� Evo nekoliko primjera�

Primjer �� Jedan od dokaza tvr�e�a da je skup realnih brojeva nepre�
brojiv zasniva se na zapisu realnih brojeva u sistemu sa osnovom ��� Naravno�
umjesto decimalnog zapisa mo
e se koristiti zapis sa bilo kojom drugom osno�
vom� Recimo� ako se u sistemu sa osnovom tri ne dozvole zapisi koji zavrxavaju
sa beskonaqno mnogo dvojki� tada se segment ��� �� mo
e opisati kao skup brojeva
koji se u ovom sistemu mogu na jedinstven naqin zapisati u obliku 	��a�a� � � � 
��
gdje je ai � f�� �� �g� Ako bi skup ��� �� bio prebrojiv� tada bi taj skup mogli



�� M� Ja�imovi�� I� Krni�

zapisati kao niz

x� � ��a��a�� � � �a�n � � � �

x� � ��a��a�� � � �a�n � � � �

� � �

xk � ��ak�ak� � � � akn � � � �

� � �

Me�utim� broj x � ��a�a� � � � an � � � � gdje je

ai �

�
�� ako je aii �� ��

�� ako je aii � �

razliqit je od svakog qlana iz prethodnog niza �jer se od qlana xi razlikuje na
i�toj poziciji� a pripada segmentu ��� ���

Primjer 	� Svaki podskup A skupa realnih brojeva koji je ograniqen sa
gor�e strane ima supremum� I za dokaz ove qi�enice mogu	e je koristiti zapis
brojeva u nekom sistemu sa fiksiranom osnovom� Pri tome je pogodnije koristi�
ti zapise u onom sistemu u kome se poredak brojeva utvr�uje leksikografski�
Takav je� izme�u ostalih� ternarni simetriqni sistem�

Za svako i � Z uoqimo skup brojeva Ai � A koji u simetriqnom ternarnom
zapisu na i�toj poziciji imaju cifru razliqitu od nule� Zbog ograniqenosti
skupa A postoji najve	i indeks k � Z takav da je Ak �� �� Sa Zk oznaqimo skup
svih cifara brojeva iz A koje stoje na k�toj poziciji� Tada je Zk � f��� �� �g�
Neka je bk � maxZk i Bk skup svih brojeva iz A qija je cifra na k�toj poziciji
jednaka bk� Da�e� sa Zk�� oznaqimo skup svih cifara brojeva iz skupa Bk koje
stoje na 	k � �
�oj poziciji� Postavimo bk�� � maxZk�� i sa Bk�� oznaqimo
skup brojeva iz Bk kod kojih je cifra na 	k � �
�oj poziciji jednaka bk��� Pro�

du
avaju	i postupak dobijamo broj � �
Pi�k

��
bi


i� Tada je � � supA� Zaista�
ako je x � xs � � �x�x��x�� � � �x�n � � � � A element skupa A razliqit od �� tada je
xl � bl za neko i � k� Pri tome x � Bl�� � A� pa je x � �� Pretpostavimo sada
da je � � �� gdje je � � am � � � a��a�� � � �a�n � � � i neka je l � Z najve	i indeks
za koji je al � bl� Tada broj x qiji zapis poqi�e sa bk � � � bl a da�e nastav�a sa
nekim od brojeva iz skupa Al pripada skupu A a ve	i je ��

Zadatak �� Dokazati da je skup razlomaka qiji je zapis u bilo kom sistemu
sa osnovom q konaqan� gust u R�

Zadatak �� Neka je q � � i D � f�� �� � � � � q��g� Da li je skup svih brojeva
x � 	�� �
 koji u zapisu u sistemu 	q�D
 sadr
e sve cifre gust u 	�� �
�

Primjer 
� Funkciju f definiximo na s�ede	i naqin� ako je x broj zapi�
san u sistemu sa osnovom p� tada je f	x
 vrijednost koja se dobija kada se broj

qita u sistemu sa osnovom q 	p � q
� Izraquna	emo
R �
� f	x
 dx�

Neka je za x � ��� ��� x �
P

�

�
am
pm

� Izuzev u nekim racionalnim brojevima

am	x
 je dobro definisano� Tada je am	x
 funkcija tipa stepenica iZ �

�

am	x
 dx �
� � � � � � � � �� 	p� �


p
�

	p� �


�
�
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Ali f	x
 �
�P

m��

am	x


qm
� pa je

Z �

�

f	x
 dx �

�X
m��

�

q

Z �

�

am	x
 dx �
p� �

�q

�X
m��

�

qm
�

p� �

�	q � �

�

Primjer ��� Neka je � permutacija cifara �� �� � � � � � i f � ��� �
 
 ��� ���
f	��a� � � � an � � � 
 � ���	a�
 � � ��	an
 � � � �

Ispita	emo u kojim je taqkama funkcija f neprekidna� u kojim diferenci�

jabilna� dokazati da je integrabilna na ��� �� i izraqunati
R �
�
f	x
 dx�

Neka je a � ��a� � � � an � � � � Neka je 	 � �� Tada postoji m � N tako da je
���m � 	� Za svako x koje zadovo�ava uslov ��a� � � �am � x � ��a� � � � am��� � � �
vrijednosti f	x
 i f	a
 se ne razlikuju na prvih m decimala� Slijedi da je
jf	x
� f	a
j � ���m� Dakle� f je neprekidno sdesna u a� Ako a � ��a� � � � an � � �
nije broj koji se mo
e zapisati sa konaqno mnogo cifara� tada se za svako x koje
zadovo�ava uslov ��a� � � � am � x � a � ��a� � � �amam�� � � � vrijednosti f	x
 i
f	a
 ne razlikuju na prvih m decimala� To znaqi da je f	x
 � f	a
 � ���m

odnosno funkcija f je neprekidna i slijeva u taqki a�

Potrebno je jox razmotriti neprekidnost slijeva funkcije f u taqkama ob�
lika a � ��a� � � �am � ��a� � � �am��	am � �
�� � � � � gdje je am �� �� Primije�
timo da je tada f	a
 � ���	a�
 � � ��	am
�	�
�	�
 � � � � Posmatrajmo niz xn �
��a� � � � am��	am � �
� � � � ��� � � � �sa n cifara � iza cifre am � �
 koji� oqigle�
dno� konvergira ka a slijeva� Tada je

f	xn
 � ���	a�
 � � ��	am��
�	�
 � � ��	�
�	�
�	�
 � � � �

Niz 	f	xn

 konvergira ka f	a
 ako i samo ako je ispu�en jedan od s�ede	a dva
uslova�

a� �	�
 � �� �	�
 � �� �	am
 � �	am � �
� ��

b� �	�
 � �� �	�
 � �� �	am
 � �	am � �
 � ��

Pretpostavimo da je f diferencijabilna u nekoj taqki a � ��a� � � � an � � � �
Neka je d cifra koja se u ovom zapisu pojav�uje beskonaqno mnogo puta i xn broj
dobijen zamjenom n�tog pojav�iva�a cifre d cifrom i� Tada xn 
 a kada n
�

i f�xn��f�a�
xn�a

je konstanta jednaka ��i����d�
i�d

� Graniqna vrijednost koliqnika mora
biti ista za sve i� Me�u koliqnicima jedan ima imenilac 
�� drugi 
�� a
brojioci su izme�u �� i �� Dakle� svi koliqnici moraju biti � ili svi moraju
biti ��� xto daje �	i
 � i ili �	i
 � �� i i f	x
 � x ili f	x
 � �� x� Dakle�
f je ili diferencijabilna u svim taqkama ��	i
 � i ili �	i
 � �� i�� ili nije
diferencijabilna ni u jednoj taqki�

Funkcija je integrabilna� jer je neprekidna skoro svuda� Particijom inter�
vala na ��n jednakih djelova i korix	e�em vrijednosti funkcije f u lije�

vim krajevima dobijamo preure�enu Rimanovu sumu za
R �
�
x dx� Slijedi da jeR �

� f	x
 dx � �
� �
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�emaqki matematiqar Kantor je u proxlom vijeku konstruisao jedan skup
koji je u razvoju matematike imao znaqajnu ulogu� Ta konstrukcija se uobiqajeno
opisuje u terminima zapisa realnih brojeva u sistemu sa osnovom tri�

Primjer ��� Neka je K skup brojeva iz odsjeqka ��� �� koji se u sistemu sa
osnovom 
 mogu zapisati bez korix	e�a cifre � �

K � f	��a� � � � ak � � � 
� � ak � f�� �g� k � Ng � f �
�X
k��

	k

k

� 	k � f�� �g g�

Skup K mo
e biti opisan na s�ede	i naqin� Odsjeqak ��� �� se podijeli na
tri jednaka dijela i iz �ega se uda�i otvoreni sred�i interval 	 �� �

�
� 
� Taqka

x pripada uniji preostala dva dijela ako i samo ako se x u sistemu sa osnovom

 mo
e zapisati u obliku x � 	��a�a� � � � 
� tako da cifra a� �� ��

Svaki od preostala dva dijela podijelimo na tri jednaka intervala �du
ina
svakog od �ih jednaka je �

�� � i iz svakog od �ih uda�imo otvoreni sred�i inter�
val� Taqka x pripada uniji preostala qetiri dijela ako i samo ako je x mogu	e
zapisati u sistemu sa osnovom 
 u obliku x � 	��a�a� � � � 
� tako da cifre a� i
a� nijesu jednake �� Produ
avaju	i ovaj postupak dobijamo Kantorov skup�

Primijetimo da je ukupna du
ina uda�enih intervala jednaka

�



� �

�


�
� � � �� n

�


n
� � � � � ��

kolika je i du
ina odsjeqka ��� ���

Neka je

x � � � 	��a� � � �an � � � 
� � �

�X
j��

aj

j

� K�

To znaqi da je aj � � ili aj � �� Preslikava�e

f	x
 � f	� � 	��a�a� � � � 
�
 � 	��a� � � � an � � � 
�

je bijekcija skupova K i ��� ��� xto znaqi da je K neprebrojiv skup�

Zadatak �� Neka je q � �� D � f�� �� � � � � q � �g i p � D� Dokazati da
je skup A � ��� �� brojeva iz ��� �� koji se u sistemu 	q�D
 mogu zapisati bez
korix	e�a cifre p � D neprebrojiv i nigdje gust�

Odavde specijalno slijedi da je Kantorov skup K nigdje gust na ��� ���

Zadatak �� Dokazati da je K �K � ��� �� i K �K � ���� ���

Primjer ��� U ovom primjeru 	emo� korx	�em zapisa realnih brojeva u
ternarnom i binarnom sistemu� dokazati da se Kantoprov skup mo
e neprekidno
preslikati na odsjeqak ��� ���

Neka je K Kantorov skup i f � K 
 ��� �� funkcija definisana na s�ede	i
naqin�

f		��a� � � � an � � � 
�
 � 	��c� � � � cn � � � 
��
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gdje je ci �
ai
� � i � N� Funkcija f je sirjekcija� Doka
imo da je f neprekidna

na K� Ako je x� � 	��a� � � � an � � � 
� � K i x � K� pri qemu je jx� x�j �
�
�n � tada

je x � 	��a� � � � anbn�� � � � 
�� gdje ai� bi � f�� �g� Odavde slijedi da je

jf	x
� f	x�
j �
jan�� � bn��j

�n��
�
jan�� � bn��j

�n��
� � � � �

�

�n
�

Zadatak �� Neka je f � K 
 ��� �� funkcija iz prethodnog primjera i
g � ��� ��
 K funkcija definisana na s�ede	i naqin�

g		��c� � � � cn � � � 
�
 � 	��a� � � �an � � � 
��

gdje je ai � �ci� i � N� Dokazati da je g bijekcija ali da nije neprekidna na
��� ��� Dokazati tako�e da je kompozicija f � g � ��� ��
 ��� �� identitet na ��� �� a
da g � f � K 
 K nije identitet na K�

Primjer ��� Kantorova funkcija 
 � ��� ��
 ��� �� je jedno neprekidno pro�
du
e�e funkcije f iz prethodnog primjera sa Kantorovog skupa K na segment
��� ��� Ona segment ��� �� slika na ��� ��� iako je �en izvod jednak nuli skoro svuda
na ��� ���

Dakle�

		��a� � � � an � � � 
�
 � 	��c� � � � cn � � � 
��

gdje je ci � ai
� � i � N� Ako je x � 	��a� � � �an � � � 
� � ��� �� n K� tada postoji

najma�i indeks k � N za koji je ak � �� Taqka x� � 	��a� � � �ak���
� � K�
Postavimo 
	x
 �� 	��c� � � � ck��
� � ��k� gdje je ci �

ai
� � i � �� � � � k � ��

Jasno je da za svako y � ��� �� postoji x � K tako da je 
	x
 � y� Funkcija

 je konstantna na svakom od intervala oblika 		��a� � � � an
�� 	��a� � � � anbn��
�
�
gdje ai � f�� �g� bn�� � �� To su taqno oni intervali koji su uda�eni iz skupa
��� �� pri konstrukciji Kantorovog skupa i �ihova ukupna du
ina je jednaka ��

Doka
imo da je 
 neprekidna funkcija� Ako x� �� K� tada postoji interval
koji sadr
i taqku x� na kome je funkcija 
 konstanta� pa dakle i neprekidna u
x��

Neka x� � 	��a�a� � � � an � � � 
� � K i neka je jx � x�j �
�
�n � Ako x � K tada

je� kako je to dokazano u prethodnom primjeru�

j
	x
� 
	x�
j �
�

�n
�

Ako je x � 	��a�a� � � � anbn��bn�� � � � 
� � ��� �� nK� gdje bi � f�� �� �g� tada je

j
	x
� 
	x�
j �
�

�n��
�

cn��
�n��

� � � � �
�

�n
�

To znaqi da je funkcija 
 neprekidna u x�� odnosno 
 je neprekidna na ��� ���

Zadatak 	� Dokazati da je 
	x
 � supf	��c� � � � cn
� � ��	a�
 � � � 	an

� �
x� ci � f�� �g� ai � �ci� i � �� � � �ng�

Kriva u R� se definixe kao neprekidna slika nekog odsjeqka �a� b�� Peano
je konstruisao krivu koja ispu�ava cijeli kvadrat� Precizno� on je definisao

neprekidno preslikava�e F odsjeqka ��� �� u R� tako da je F 	��� ��
 � ��� ������ ���
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Ovdje 	emo opisati jedno takvo preslikava�e u terminima zapisa brojeva u
ternarnom i binarnom sistemu�

Primjer ��� Funkcije f i g 	emo prvo definisati na Kantorovom skupu
K a zatim 	emo ih produ
iti na odsjeqak ��� ��� Ako je t � 	��a� � � � an � � � 
� � K�
ai � f�� �g taqka Kantorovog skupa� tada postav�amo

f	t
 � 	��c�c� � � � c�n�� � � � 
�� g	t
 � 	��c�c	 � � � c�n � � � 
��

gdje je ci �
ai
� � i � N�

Doka
imo da su funkcije f i g neprekidne na K�

Neka je t� � 	��a� � � � a�na�n�� � � � 
� � K i t � K tako da je jt � t�j �
�
��n �

Tada je t � 	��a� � � � a�n��n����n�� � � � 
� � K� pri qemu ai� �i � f�� �g� Neka je
�i �

�i
� i ci �

ai
� � Tada je

jf	t
� f�t�
j � j
��n�� � c�n��

�n��
�

��n�� � c�n��
�n��

� � � � j

�
�

�n��
�

�

�n��
� � � � �

�

�n
�

Sliqno je

jg	t
� g	t�
j � j
��n�� � c�n��

�n��
�

��n�	 � c�n�	
�n��

� � � � j �
�

�n
�

Odavde slijedi neprekidnost funkcija f i g�

Skup K � � ��� �� nK �
S
i�N Ii je prebrojiva unija disjunktnih intervala

koji su u konstrukciji Kantorovog skupa uda�eni iz odsjeqka ��� ��� Funkcije f i
g su definisane na krajevima svakog od intervala Ii� Linearnom interpolacijom
produ
i	emo ove funkcije na ��� ��� nove funkcije 	emo tako�e oznaqiti sa f i
g� Dakle� ako se broj t � ��� ��nK zapixe u sistemu sa osnovom tri� tada su neke
cifre u tom zapisu jednake �� Pretpostavimo da je t � 	��a� � � � anbn�� � � � 
��
gdje je a�� � � � an � f�� �g a bn�� � �� Tada t �� K� Taqke t� � 	��a� � � �an
� i
t� � 	��a� � � �an�� � � � 
� pripadaju skupu K i t � 	t�� t�
� Postavimo

f	t
 �
f	t�
� f	t�


t� � t�
	t� t�
 � f	t�
�

g	t
 �
g	t�
� g	t�


t� � t�
	t� t�
 � g	t�
� t � �t�� t���

Tada su funkcije f � ��� ��
 R i g � ��� ��
 R neprekidne na ��� �� i pri tome
je f	t
 � ��� �� i g	t
 � ��� �� za svako t � K� Odavde slijedi da preslikava�e
F � 	f� g
 � ��� ��
 ��� ��� ��� �� neprekidno� Doka
imo jox da je F sirjekcija�

Neka je 	x� y
 � A � ��� ��� ��� ��� Tada je

x � 	��c�c� � � � cn � � � 
�� y � 	��d�d� � � � dn � � � 
�� ci� di � f�� �g�

Pri tome a�i�� � �ci� b�i � �di � f�� �g 	i � N
� pa za taqku

t � 	��a�b�a�b	 � � �a�n��b�n�� � � � 
� � K

va
i f	t
 � x� g	t
 � y� odnosno F 	t
 � 	x� y
�
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