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MO�ETE LI QUTI OBLIK BUB�A�

Ci� ovog rada je da se istakne povezanost razliqitih matematiqkih me�
toda u prouqava�u geometrije nekih povrxi i zavisnost geometrije od spektra
Laplasovog operatora� Da bismo ovaj ci� postigli predstavi�emo metodu je�
dnaqine toplote i sadr�aj Sunadine teoreme�

�� Laplasov operator i veza s jednaqinom toplote

Da bismo definisali Laplasov operator uoqimo simboliqki vektor
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u Euklidovoj ravni� ili nekoj oblasti u �oj� gde su �x� y� Dekartove koordina�
te� Ako ovaj simboliqki vektor primenimo na skalarnu funkciju f � f�x� y��
dobijamo

rf �� gradf�

Skalarni proizvod simboliqkog vektora i nekog vektora
��
A � �A�� A�� naziva

se divergencija vektora
��
A � xto zapisujemo u obliku
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Operator � naziva se Laplasov operator ili laplasijan i definixe se
jednakox�u

�f �� � div�grad f��

U Dekartovim pravouglim koordinatama u ravni prethodna relacija se zapisuje
na slede�i naqin
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Poxto se Laplasov operator definixe pomo�u skalarnog proizvoda� ja�
sno je da �e izraz za Laplasov operator biti znatno slo�eniji ako umesto
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oblasti u Euklidovoj ravni i Dekarto�
vih koordinata imamo neku drugu povrx
i pogodno izabran koordinatni sistem�
Na primer� na sferi S� imamo koordi�
nate ��� �� �� 	 � 	 
� � 	 � 	 �
	� jer
je parametrizacija sfere

x � sin� sin ��

y � sin� cos ��

z � cos��

Sl� �

Jedan naqin za razumeva�e ovog operatora je jednaqina toplote� Pretpo�
stav�amo da sve razmatramo na 
�dimenzionoj povrxi sa unutrax�im koordi�
natama ��� ��� Ako ft�x� oznaqava temperaturu u vremenu t i taqki x povrxi� i
ako pretpostavimo da toplota ide u najhladnijem pravcu� tada ft�x� zadovo�ava
jednaqinu

�	
	�
�

�t
f ��f � ��

Ako je f� funkcija takva da va�i

�	
�� ��f�� � �f��

direktnim raqunom proveravamo da funkcija ft�x� � e��tf� zadovo�ava jedna�
qinu toplote� Dakle� ft�x� opisuje toplotni talas s frekcencijom e��t� Broj
� � R nazivamo sopstvena vrednost� a f� sopstvena funkcija Laplasovog opera�
tora�

Za kompaktne povrxi postoji prebrojiv skup sopstvenih vrednosti �i �uk�u�
quju�i multiplicitet	 i �ima odgovaraju�ih sopstvenih funkcija f� i va�i

� � �� � �� � 
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 ���

Skup f�ig je spektar�

Ako neko razmatra da zvuk zadovo�ava sliqnu jednaqinu ovoj jednaqini to�
plote� tada se �i mogu smatrati kao zvuci koje emituje povrx M � ako po M
udaramo nekim drvenim xtapom�

Ovde je prirodno postaviti pita�e� xta je geometrijski smisao brojeva ��
qija je egzistencija utvr�ena primenom metoda matematiqke analize
 Odgovo�
ri na ovo pita�e intenzivno se daju u 
�� veku� Prva polovina veka proxla
je u naga�a�ima da sopstvene vrednosti �i odre�uju geometriju povrxi M u
potpunosti� jer je nemaqki matematiqar H� Vejl dokazao ����� da one odre�uju
povrxinu povrxi M �



Mo�ete li quti oblik bub�a� �

�� Zaxto ovakav naslov

Neka su �� i �� dve ravne oblasti ograniqene redom krivim 
� i 
�� Raz�
motrimo probleme sopstvenih vrednosti

u �� �f � �f � �

sa f � � na 
�

�
u �� �g � �g � �

sa g � � na 
�

�
�

Pretpostavimo da je� za svako n� sopstvena vrednost �n u �� jednaka sopstvenoj
vrednosti �n u ��� Pita�e je� da li su oblasti �� i �� podudarne u smislu
euklidske geometrije


Sl� 	

M� Kacu je ovaj problem postavio S� Bohner ����� godine� Desetak godina
kasnije problem je ispriqao profesoru Bersu� koji je skoro odmah rekao� ��Vi
mislite� ako imate savrxeno qulo sluha� mo�ete li na�i oblik bub�a
� Zato
je M� Kac predava�e koje je nexto kasnije dr�ao pod okri�em Komiteta za obra�
zovne medije Matematiqke asocijacije Amerike� naslovio ��Can one hear a shape
of a drum��� xto u prevodu znaqi ��Mo�e li se quti oblik bub�a
� Mnogi pre�
davaqi i kasnije dr�e rado predava�a iz ove problematike sa istim naslovom�
Dakle� mo�emo misliti da ��buba�� iz naslova vixe liqi na tamburinu �xto je
u stvari membrana	�

�� Metoda jednaqine toplote

Ova metoda povezuje rexe�e jednaqine toplote sa spektrom odgovaraju�eg
Laplasovog operatora� Tako se dobija jedan red koji je asimptotski ekvivalen�
tan Tejlorovom redu qiji koeficijenti zavise od geometrije povrxi M � Preci�
znije� neka je Ht�x� y� fundamentalno rexe�e jednaqine toplote� Budu�i da ono
mora da zadovo�ava odre�ene uslove� dokazuje se da je ono jedinstveno� Opxte
rexe�e ft�x�� sa poqetnim uslovom f��x� � f � dobija se koriste�i formulu

ft�x� �

Z
M

Ht�x� y�f�y� dy�

Trag fundamentalnog rexe�a zadovo�ava relaciju

tr�Ht� �

Z
M

H�x� x� dx �
X

e��it�

kada t � � i sem toga je X
e��it �

X
ant

n�

pri qemu an zavise od geometrije povrxi M �
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Ovi rezultati se koriste za razmatra�e odgovora na pita�e� koliko je
geometrija povrxi odre�ena �enim spektrom


�� Izospektralnost

Povrxi koje imaju isti spektar ka�emo da su izospektralne�

Problem izospektralnosti povrxi je postavio izme�u ostalih i holandski
fiziqar H� A� Lorenc� Naime� na Univerzitetu u Getingenu �Nemaqka	 postojao
je fond za nagradu za dokaz quvene Fermaove teoreme� Poxto dokaz nije dat
za dvesta godina� sredstva su se koristila i za predava�a poznatih nauqnika�
Tako je i H� A� Lorenc gostovao ����� godine i odr�ao seriju od pet predava�a
��Alte und neue Fragen der Physik�� U jednom od predava�a postavio je problem u
okviru Jensove teorije radijacije� prevedeno na matematiqki jezik� broj visokih
tonova izme�u 
 i 
 � d
 je nezavisan od oblika cevi orgu�e �ili ograde	 i
proporcionalan je zapremini�

Me�u sluxaocima je bio i H� Vejl� koji je ����� godine dokazao da je pome�
nuti broj N��� zaista proporcionalan zapremini� tj�

N��� ��
X
�n��

	 �
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�

��

Kao posledicu ovog rezultata dobijamo da izospektralne povrxi imaju istu
povrxinu�

Koriste�i teoreme Hardi�Litlvud�Karamata�Tauberovog tipa dokazuje se
da va�i i slede�a procena

A��� �
X
�n��

f�
n��r� �
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�
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za svako �r u unutrax�osti oblasti ��

Neka je � mre�a generisana taqkama �x�� y�� i �x�� y�� u ravni R��

� � fm�x�� y�� � n�x�� y�� j m�n � Z g�

Sl� 
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Tada je T � � R
��� ravan 
�dimenzioni torus� Ma koja dva ravna 
�dimenziona

torusa� koji su izospektralni tako�e su i izometriqni� Ova osobina torusa
sledi iz formule

��
	� tr�HT�
t � �

area�T ��

�
l

i qi�enice da je mre�a u R� odre�ena �enom povrxinom i du�inama� U drugim
dimenzijama to ne va�i� To je uoqio �� Milnor �����	 i konstruisao dva ���
dimenziona torusa T �� i T ���� koji su izospektralni ali nisu izometriqni�

	� Sunadina teorema

Ka�emo da je M � natkrivaq prostoraM ako postoji preslikava�e � � M � �
M koje je u maloj okolini svake taqke izometrija� Neka su 
��M� i 
��M

��
fundamentalne grupe redom prostoraM iM �� Ako je 
��M

�� normalna podgrupa
grupe 
��M�� tada grupa G � 
��M��
��M

�� deluje na M � kao grupa izometrija�

Dok se tr�HT�
t � izra�ava preko beskonaqne sume ����	� za prostor M � koji u

ovom ode�ku razmatramo� imamo konaqnu sumu� tj�

��
	� HM
t �x� y� �

X
g�G

HM �

t ��x� g�y��

jer je G konaqna grupa� tj�

��
�� tr�HM
t � �

X
�g�

���g��

��G�

Z
M �

HM �

t ��x� g�x� d�x�

gde je �g� � fhgh�� j h � G g i � broj koji se pridru�uje grupi G� odnosno
klasi �g��

Neka su H� i H� podgrupe grupe G koje zadovo�avaju uslov

��
�� ���g� �H�� � ���g� �H��� 	g � G�

Koriste�i prethodno istaknute qi�enice� japanski matematiqar T� Sunada je
����� godine dokazao slede�u teoremu�

Teorema� Neka su G� H�� H� grupe koje zadovo�avaju uslov ����� i M��
M�� M�� M

� zadovo�avaju dijagram natkrivaju�ih prostora kao xto sledi

M � H������ M�

H�

��y
��y

M� ����� M�

tada su M� i M� izospektralne povrxi� Ako su H�� H� i konjugovane pod	
grupe grupe G� tada su M� i M� tako
e izometriqne�
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Primetimo da ispitiva�e izospektralnosti povrxi nala�e�em sopstvenih
vrednosti odgovaraju�ih laplasijana je veoma slo�en zadatak matematiqke ana�
lize� Sunadina teorema daje kriterijum za utvr�iva�e izospektralnosti u je�
dnoj familiji povrxi� pa i �ihove izometriqnosti� koriste�i dejstva konaqnih
grupa i ne prime�uju�i metode matematiqke analize�


� Primer

Postoje brojni primeri grupa koje zadovo�avaju uslov ����	� Ovde navodimo
samo jedan primer takvih grupa i odgovaraju�e povrxi koje su izospektralne�
ali ne i izometriqne�

Uoqimo skup Z�� 
 �Z���� i ure�ene parove �a� b�� a � 	� �� �� � i b � Z���
za koje je mno�e�e definisano formulom �a� b� � �a�� b�� � �aa�� a�b � b��� Tada
je grupa G semi�direktni proizvod grupa Z�� i �Z����� koja ima �
 elementa�
Neka su H� � f�	� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��g i H� � f�	� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��g� Lako
se proverava da su H� i H� grupe koje zadovo�avaju uslov ����	 i da H� nije
konjugovana grupi H� u G�

Va�i slede�a identifikacija G�H� � G�H� � Z��� jer je �a� b� � �a� �� �
�	� ab�� ab � Z���

Razmotrimo sada figuru na sl� ��

Sl� �

Napravimo zatim osam kopija figure sa sl� � i oznaqimo ih brojevima od �
do �� Zatim ih zalepimo imaju�i u vidu dejstvo generatora na ovim kosetima�
Instrukcije za lep�e�e su date na sl� ��
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Sl� �

Konaqno ponovimo ovaj postupak jox jednom� ali sada koriste�i instrukcije
date na sl� �� da bismo dobili drugu figuru� koja je izospektralna prvoj�

Sl� 


Za qitaoce koji se interesuju vixe za pita�a� koja smo razmatrali u ovom
radu� navodimo literaturu u prilogu�
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