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np Hena Bokau

MORETE JIN1 UYTU OBJIVMK BYBIbA?

lum oBor pama je ma ce WCTaKHE MOBE3aHOCT PA3IMYUTHX MATEMATHUIKAX Me-
TOJA ¥ IPOYydYaBatkhy F€OMETPHUj€ HEKAX MOBPIIN W 3aBUCHOCT EOMETpPUje O CHEKTPa
Jlannacosor omeparopa. la 6GmcMO 0OBaj muib MOCTULIN TPEACTABHNEMO METONY je-
mHAYMHE TOmwIoTe U caap:xkaj CyHamuue Teopeme.

1. JlanyiacoB omepaTop U Be3a C jeIHAUWHOM TOILJIOTE

Ia 6ucmo nepuauncamu Jlammacos omepaTop younmMo CUMOOIMYKA BEKTOD

o .0
+7

VI:’L% ay

y Eykaunnosoj pasan, nau #ekoj obmactu y ®0j, rae ¢y (x,y) ekapToBe KOOpAuHA-
te. AKO 0Baj cHMOONWYKN BEKTOp NpUMEHHMO Ha CRauxapuy ¢yurnmjy f = f(xz,v),
mobujamo

Vf:=gradf.

—
Cranapuu npou3ssBox cuMOOIMYKOr BekTopa U HeKor Bekropa A = (A, A2) masusa
—

ce QUBEPTeHNUja BEKTOpa A, mTO 3amucyjeMo y obIuKy

0A 0A
V~E)::divﬁ):—1 + =2,
ox dy
Omnepatop A masumpa ce JlammacoB omeparop WM JANIACHjaH W NEQUHAIIE Ce
jemuakomhy
Af := —div(grad f).

Y IlekapTOBUM TPABOYIJIMM KOODIWHATAMA ¥ PABHU IPETXOIHA PEIANja Ce 3aMUCYje
Ha ciaenehmu maumnm
Af 0% f N 0% f
N ox2  oy? )’
ITomro ce Jlammacos omeparop nedumramme momMoly CKaIapPHOT IPOU3BOLA, ja-
cuo je ma he m3pas 3a JlammacoB omepaTop OUTH 3HATHO CIOXEHHjH aKO YMECTO

Kpaha Bep3uja mirenapHor mpenaBamba Ha Pemy6/InykoM ceMUHapy O HacTaBU MaTeMaTHKe U
padyHapcTBa, Beorpan, 11. jamyapa 1999.
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obnactu y Eyknumosoj pasan u llekapro-
BHX KOODJUHATA HMAMO HEKY APYTY IOBPII
I DOrOJHO M3a0paH KOODIUHATHU CHCTEM.
Ha mpmvep, Ha cdepu S? mMamMo KoOpIu-
Hare (,0) (0 < p <m, 0 <6 <2m), jep
je mapameTpusanuja chepe

x =sinpsind,

sin o cos 6,

Z = cos .

Ca. 1

Jemam maumm 3a pasyMeBame OBOT OmEpATOpa je jemHaumEa TOmWIOTe. llpermo-
CTABHAMO Ja CBE PAa3MaTpPaMo HA 2- MMMEH3MOHO] MOBPIIA Ca YHYTPAIIEBEM KOODIH-
marama (p,0). Axo fi(x) osmavasa TeMmepaTypy y BpeMeHy ¢ U TaYKd X MOBDIIH, U
aKO MPETIOCTABAMO Ja TOIOTA Wie Yy HAjXIaNAMjeM TpaBLy, Taga fi(r) 3a,10B0baBa
jemHAIIHY

7]
1.1 — Af =0.
(1.1) 5 TAS
Axo je fy QyHEnuja TakBa ma BaKU

(1.2) A(fo) = Afos

IUPEKTHUM DadyHOM MpoBepaBaMo ma ¢ymmmja fi(r) = e~ ' fy 3amoBomapa jemma-
upny Tomnore. Ilakme, f;(r) ommcyje Tommormm Tadac ¢ dpekmermmjoM e . Bpoj
A € R masmBamo CONCTBEHA BPENHOCT, & fo comcTBeHa (ymEKnuja JlammacosBor omepa-
TODA.

3a KOMIAKTHE IOBPIIK IOCTOjU IPeBPOjUB CKYN CONCTBEHUX BPENHOCTH \; (YKIbY-
gyjyhu MyaTunnunurer) u muma oxrosapajyhiux comcrsenux ¢pyHrumja f) m BaKu

0K H <A <... €A <. <00

Crynm {\;} je cuekrap.
Axo meko pasmarpa ma 3BYK 3a0BOJbaBa CIMYHY jeIHAYMHY OBOj jeIHAYMHHI TO-

mI0Te, Tama ce A; MOTY CMAaTpaTH Kao 3Bymu kKoje emuryje mospm M, ako mo M
yAapaMO HEKUM JIPBEHUM IITAIOM.

OBpe je npUpOIHO MOCTABUTHU NUTAE: NMTA jeé FeOMETPHjCKH CMUCA0 OpojeBa A,
ugja je ersucreHnuja yrplhema mpuMeroM Merona MareMaruuke amajmse?! Oaroso-
pu Ha 0BO muTame MHTeH3WBHO ce majy y 20. Bexy. IIpBa mosoBmHA Beka mpomia
je y marabamuma ma comctBeHe BpexHocT:m \; oapelyjy reomerpmjy mospmm M y
NOTIYHOCTH, jep je HemMaukn maremarundap X. Bejo mokazao 1911. ma ome ompeDyjy
noBpmuHy moBpum M.
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2. 3amTo oBaKaB HacJIOB

Hexra cy Q1 u Q5 mBe pasue obmactu orparudene pemom kpusum [y m I'y. Pas-
MOTPHUMO TPOOIEMe CONCTBEHUX BPETHOCTH

vy Af+Af=0 y Q2 Ag+pg=0
ca f=0maly cag=0mal, ’

IIpermocTaBumo ma je, 3a CBAKO M, CONCTBEHA BPETHOCT A, y §1; jemHara COICTBEHO]
BPENHOCTH (i, ¥ (lo. [Murame je: ma mu cy obmactu 2y um dy momymapue y CMUCIY
eYKImICKe reoMeTpuje’?

Cu. 2

M. Kamy je osaj mpobimem mocrasuo C. Boxmep 1956. romume. Ilecerar rommuaa
kacuHmje mpobiem je mcupmuao mpodecopy bepcy, koju je ckopo omMax pekao: ,,Bu
MEICJIUTE, aKO MMATe CABPIIEHO IYJIO CIyXa, Moxkere au Hahw obmuk Oyoma?“ 3aro
je M. Ran mpegaBame Koje je HEmTO KaCHEUje Op:Kao moJ OkpusbeM Kommrera 3a obpa-
3oBHe Mequje Maremarnuke aconujanuje Amepuke, maciaosuo ,,Can one hear a shape
of a drum?“, mro y mpesoxy 3mauu ,,Moske mu ce uytu 00auk O6yOma?“ Muoru mpe-
IABaYM U KACHUje AP:Ke Pad0 MPENaBama W3 OBE MPODIEeMATHKE CA MCTAM HACIOBOM.
Jlaxme, MOKeMO MUCIUTH 13 ,,0y0am“ u3 HACIOBA BUIE JTUYd Ha TaMOypury (mTO je
y cTBapu MeMOpamHa).

3. Merona jemHaumHe TOIJIOTE

OBa Meroma moBe3yje peleme jeqHadnHe TOIIOTE Ca CHEeKTPOM omarosapajyher
Jlannacosor omepaTtopa. Tako ce mobuja jemaH pem KOju je aCUMITOTCKUA €KBUBAJIEH-
taE TejmopoBoM pexny umjum KoeduuujeETH 3aBuce oX reomerpuje mopmu N . Ilpemu-
3uuje, Heka je Hi(x,y) pyrmaMenTanno pememe jeamaunue tomnore. byayhu ma omo
MOpa ma 3a40BOJsaBa oapeherne yciose, mokasyje ce ma je oHO jemmucTBeHo. Ommre
pememe f;(z), ca mogernum ycaosoM fo(z) = f, nobuja ce xopucrehu dpopmyry

fulx) = /M Hy(e,9)(y) dy.

Tpar ¢pyEmaMeHTAJHOr pellema 3a0BOJBABA PEIANA]Y

tr(Hy) = /M H(x,z)dx = Z e~ Nt

kama t | 0 m cem Tora je

IpHU 9eMy @, 3aBHCE OX reoMeTpuje mopmu M.
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OBm pe3ynTaTé ce KOPHCTE 3a pa3MaTpame OAr0BOPA HA MHTAHmE: KOIHWKO je
reoMerpuja mospmu oxpehena menuM cmerTpom?

4. N3ocnekTpajHOCT

IToBpmu kOje MMajy MCTH CIEKTAp Ka:KeMO Ia Cy M30CIeKTDAaIHe.

[IpoGiem M30CHEKTPAIHOCTH MOBPIIHN jé MOCTABUO U3Mel)y OCTAIuX W XONAHICKH
¢usuaap X. A. Jlopenn. Haume, na Yuusepsurery y lerunreny (Hemaura) mocrojao
je domx 3a marpany 3a moka3 uysBeme ®epmaose teopeme. Ilomro moka3 Huje maT
3a IBeCTa TOAWHA, CPEICTBA CYy Ce KOPUCTHIA W 3a IpeNaBama MO3HATUX HAYJIHUKA.
Taxko je m X. A. Jlopenn rocrosao 1910. rogune u 0ap:xa0 CEPUjy OX HET TPEIABAHA
»Alte und neue Fragen der Physik“. ¥ jemmom ox npemaBama mocTasuo je mpobieM y
OKBUDY JeHCOBE Teopuje paaujaluje, IPeBeJeHO Ha, MATEMATHYKA je3UK: OPOj BUCOKUX
tonoBa u3Mely v m v + dv je mezaBucad ogn obimka nesu oprysme (WiIm orpaje) u
IPONOPIUOHANAH je 3alpPEeMUHN.

Meby caymaonuma je 6uo u X. Bejiu, koju je 1911. roguue nokazao ma je mome-
HyTu 6poj N()\) 3aucTa IpONOPNUOHANAH 3ANPEMUHH, Tj.

— 1€
N =D 1~ SN

An <A

Kao mocmemumy oBor pesynrara mobujamMo na W30CHEKTPAIHE HOBPIIN HMAjy UCTY
HIOBPIIUHY.

Kopucrehu reopeme Xapmm-JIurasyn-Kapamara-Taybeposor tuna mokasyje ce
ma Bakm M ciaemeha mpomena

AN = Y fali) ~ o=y A= oo,

3a CBaKO 7 y yHyTpammocTn obmacta €.

Heka je A Mpexa remepucana taurama (r1,y1) u (I2,ys) y pasan R?,

A ={m(z1,y1) +n(z2,y2) | m,n € Z}.

Cu. 3
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Tana je T? = R2/A paBaH 2-IUMeH3WOHM TOpyc. Ma koja IBa paBHA 2- TMMEH3WOHA
TOpyca, KOju Ccy m30cmekTpajaum Takohe cy m m3omerpumuru. OBa ocobuma TOpyca
crenn u3 Gpopmyie

area(T?)

(4.1) tr(H/?) = o=

7 YUHBEHUIE 1A je Mpeka y R? onpeljera meHOM MOBPIIMHOM 1 Oy:KWHAMA. ¥ APYTUM
nuMensujama To He Bawku. To je youmo II. Mummop (1964) m korcTpymcao asa 16-
mumensnona topyca 118 u 716 koju cy m3ocmekTpalEn amm HACY M30METDHYHM.

5. CymamuHa TeopeMa

Kasxemo ma je M' matkpuBay npocropa M axo mocroju mpecankasame @: M’ —
M xoje je y Manoj okomMHH CBake Tauke m3omerpmja. Hera cy w1 (M) m m (M)
$yHIaMeHTaHe TPyIe peaoM mpoctopa M u M’ Axo je w1 (M') HopManHa TOATPYTIA
rpyne w1 (M), raza rpyna G = m (M) /m (M') menyje sa M’ kao rpyma uzomeTpuja.

Ilok ce tr(H?) mspamasa mpeko beckomaume cyme (4.1), 3a mpoctop M, koju y
OBOM OJIeBEY Pa3MaTpaMo, IMaMO KOHAUHY CYMY, Tj.

(5.1) HM (z,y) ZH (Z,97),
geG

jep je G komauma rpyma, Tj.
iy~ SB[ e

rae je [g] = {hgh™ | h € G} u £ 6poj xoju ce mpuapyxyje rpym G, 0THOCHO
KIacu [g].
Hera cy Hy u Hy moarpyme rpyne G KOje 3a0BOJBABA]JY yCIOB

(5.3) 8([g] N Hy) = 4([g] N H2), VgeG.

Kopucrehu nperxommo mcrakuyre ummenune, jamancku maremarmdap 1. Cymama je
1985. roguue mokazao caemehy Teopemy.

TEOPEMA. Hexa cy G, Hy, H2 epyne xoje 3ad0osomasajy ycaoe (5.3) u My,
M, My, M' 3a0080masajy dujazpam mamxpusajyhuz npocmopa xao wmo caedl

M g

m) |
M1 —_— MO

mada cy M1 u My uzocnexkmpanne nospwu. Axo cy Hy, Hs u xonjyzosane noo-
epyne epyne G, mada cy My u My maxobe uzomempuune.



6 H. Boran

[IpumeTnmo a mCOINTUBAKHE M30CHEKTPATHOCTU MOBPIIN HAJAKEHEM COMCTBEHNX
BPeIHOCTH OArOBapajynux jJamaacujaHa je BEOMa CIOKEH 3aaTak MATEMATHYKe aHA-
am3e. Cymammea TeopeMa Jaje KPUTEPUjyM 3a YTBPhuBame M30CIEKTPAJHOCTH Y je-
IHOj (haMUIUjU MOBPINN, N3 U BHUXOBE U30METPUIHOCTH, KOpucTehn mejcTBa KOHAYHUX
rpymia u He mpuUMemYyjyhum MeTone MaTeMaTuIKe aHAIU3E.

6. IIpumep

ocroje 6pojar mpuMepu rpymna koje 3agoBosbsasajy ycaos (5.3). OBxe HaBoguMoO
caMoO jelaH mpUMep TAaKBUX Ipyla ¥ OAroBapajyhe mOBpmE KOje Cy M30CHEKTPAJHE,
AW HE U M30METPHUYHE.

Younmo ckyn Z/8 x (Z/8)* u ypebere mapose (a,b), a =1,3,5,7u b € Z/8,
3a KOje je MHOkeme neduuumcano popmymom (a,b) - (a',b') = (ad',a’db + b'). Tama
je rpyma G cemu-gupektHn npousson rpyua Z/8 u (Z/8)*, xoja uma 32 ememenrta.
Hexa cy Hy = {(1,0);(3,0);(5,0); (7,0)} m H> = {(1,0);(3,4);(5,4);(7,0)}. Jlako
ce nposepasa na cy Hy; m Hy rpyme koje 3anoBossasajy ycaos (5.3) u ma Hp Huje
koHjyroaHa rpynua He y G.

Baxu cuneneha unentuduramuja G/Hy = G/H, = Z/8, jep je (a,b) - (a,0) =
(1,ab), ab € Z/8.

Pasmorpumo cana ¢urypy ma ci. 4.

Cu. 4

Hampasumo 3atuM ocam konmja ¢urype ca ci. 4 u o3gadnmo ux 6pojesuma ox 0
Io 7. 3aTmM #mX 3aJenmMO mMajyhum y BUAY NEjCTBO T€HEPATOPA HA OBUM KOCETHUMA.
MNucTpyrnumje 3a nemmeme Cy JaTe Ha CI. 5.
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Cn. 5

Kornauro moroBmMO 0OBaj MOCTyIAK jONI jeJHOM, aiu caga kopucrtehu nmHCTpyKITje
marte Ha ci. 6, na 6mcMo mobunm Apyry QUrypy, KOja je M30CHeKTpasHa IPBO].

Cu. 6

3a uMTaOIe KOjU Ce MHTEPECYjy BUIIE 33 NUTAKA, KOja CMO PAa3MATPAIHA Y OBOM
pany, HaBOAUMO JUTEPATyPy y HPHUIOLY.
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