HACTABA MATEMATUWEKE Y CPEIIHOJ IITKOJIN

ap Becua JespemoBuh

YCJIOBHE BEPOBATHOTRE. HESABVCHOCT

ITojam He3aBumCHOCTH je BEOMa Ba:kKaH y TeOPHju BepoBaTHOhEe W y MaTeMaTHd-
kK0j crarucrunu. Vctm TepMWH ce KOPpUCTH M y OOMYHOM JKUBOTY, Ia C€ TUM Ipe
MOCTaB/bA MUTAIe TAYHOT yCBajama OBOI mOjMa y Teopuju BepoBatHohe. C mpyre
cTpaHe, 3Ha4Yaj yciaoBHHX BepoBaTHoha u Bajecose ¢opMmyne mpomsmnasm u3 mupoke
obmactu muxose mpumene. (Crora ¢y MHOrOOpPOjHM W PA3HOBPCHU 33aNU ¥ KOJUMA
ce cpehe mesapucmocT morabaja m yciosre Beposaraohe. Ilopen MmEOmTBA 3amarTaka
ca pa3HobOjHUM Kyriammama, KOju Cy yCTBapPH IOjeIHOCTABJLEHHM MOIEIN HEKAX PeaJ-
HUX [0jaBa, MMa MyHO 3aJaTaka y Be3dn M3padyHaBama NOOUTKA y urpu Ha cpely, y
Be3u ,parHux mrapa‘“ ura. Osme he ma omabpanum mpuMepumma OUTH WIyCTPOBAHE
HABENEHN MOjMOBU, a Takohe he OWTM NPUKA3AHN HEKM KAPAKTEPUCTHYHU MOCTYIIH
7 CHTyanuje y KOjuMa Ce KOPHCTe HEe3aBUCHOCT W yCJIOBHE BepoBaTHONe: om ciaydaj-
HOT KpeTama IO IPAaBOj W y PaBHU, TOOHjama OArOBOPA HA NIPOBOKATHBHA MUTAMHA Y
aHKeTaMa, OO MEIIABHHA CIYJIajHHX IPOMEHJbUBIHX.

Hera y jemmom ekcmepumenTy mocMmaTpamo nBa ciydajua morabaja A m B. Ako
je mo3HATO ma ce jemaH on mux, Ha mpuMmep morabaj B, ocrBapmo, Tpeda ompenuTn
BepoBarHOohy ma he ce octBapuTw m apyrum.

JESUHULNIA 1. Hexa cy A u B dozafaju uz ucmoz npocmopa eeposammona
u nexa je P(B) > 0. Tada je ycaoena eeposamnoha dozalaja A, axo ce decuo
dozahaj B jednaxa:
P(AB)
P(A/B) = ———.

3a ycaosuy BepoBataohy P(A/B) kopucru ce u o3aaka Pg(A).

ITpuMEP 1. Ycnoswna eeposamnohia u xapme

Ha ciyuajam maunm ce Oupa jenma KapTa U3 MDA OX 52 KapTe. AKO je MO3HATO
Ia je m3abpaHna KapTa ,,Xxepi", oapeuTH BepoBaTHONY 1a je Ta kapra ,mecerka’. Ako
je mosEaro ma je msabpana kapra ,mrux‘ (y ,rabauhinma‘), ompenutu BepoBaTHOLY
Za je Ta KapTa ,deceTka ‘.

Pewemwe. Heka je A morabaj: cayuajuo mzabpana kapra je ,mecetka’, a B mo-
rabaj: ciygajuo msabpana kapra je ,xepu“. Tpeba onpemutu P(A/B). Horahaj AB
o3HAYaBa Ja je m3abpaHa ,Jecerka xepn‘“ u seposarHofia Tor morabaja je 1/52. Kaxro
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P(AB
je Beposarunoha norabaja B jemmaka 13/52, mobujamo ma je P(A/B) = (4B) =
P(B)
1/13.
Axo je C morabaj: cayuajuo msabpama kapta je ,mrux“, Taga AC o3HauaBa
u3bop ,,mecerke”, u uma BeposarHohy 4/52, a morabhaj C' uma Beposarmohy 20/52,
na je P(A/C)=1/5.

Y caosre BepoBaTHOhe cayvajumx morabaja m3 jemmor mpocropa BeposaTHOhA, y
omHOCY Ha jeman morahaj m3 Tor mpocTopa, mMajy cBe ocobune BepoBarHohe. Hamwme,
3a csaku gorabaj A saxu P(A/B) > 0, 3a curypan morabaj Q saxu P(Q/B) =1,
a 3a Komaume mwim mpeGpojuse ymmje mucjyrkramx gorabaja saxm P[(>_, A;)/B] =

.P(A;/B). Crora ce 3ak/pydyje Ia 3a yCIOBHe BepoBaTHONe Baxke m ocTale 0co-
7 J
6une BepoBaruohe. Ha mpumep, ycinoBra BepoBataoha je MOHOTOHA (yHKNZ]A, Tj.

(A, C Ay) = P(A,/B) < P(A5/B),

yCI0BHA BepoBaTHONA KOMIIIeMenTa ce pauyma mo Gopmymn P(A/B) = 1— P(A/B),
uTm.

Csu norabaju HaBeneHW y rOpHEM pelanujaMa MPUNAIAjy UCTOM IPOCTOPY Be-
posaTtuoha.

Nwua, sapaBro, 1 (popMmyia cunequuIHux 3a ycIoBHe BepoBaTHONe. JemHa TaxBa
¢opmyna je P(E/F) = P(E/FG)P(G/F)+ P(E/FG)P(G/F), koja Baxu 3a Ma
koja Tpu morabaja (y3 ycanose FG # ® u FG # ®) u noacehia ma nocnosuny: , IIpexo
mpede, HAOKOJIO Oamke .

Heszasucuocr morabaja je jemam on BakHEX MOjMOBa y Teopuju BepoBaruohe, a
CaMUM THM W y MaTeMaTHYKOj CTATUCTHNU. 300r TOra, a u 300T YMBEHHNE 13 Ce
mOjaM HE3aBUCHOCTH y BEPOBATHONW HE MOPA MOKJIONUTY CA HHTYUTUBHAM CXBATAEHEM
HEe3aBUCHOCTH, ¥y yobuuajeHom cMmciy Te peunm, Tpeba ce mpuapxkasaru ciemehe me-
¢urHnT]e.

JEOUHULUIA 2. Hexa cy doeabaju A u B uz ucmoe npocmopa eepoeammoha.
Axo eamcu P(AB) = P(A)P(B), mada cy dozahaju A u B nesasuchu.

Ha ocuoBy ne¢ununuje yciosre BepoBaTHONE 3akBydyjeMo Ia 3a HE3ABUCHE IO-
rabaje A u B Baxu P(A/B) = P(A), a rakohe u P(B/A) = P(B). Csaxka ox
OBUX jeIHAKOCTH C€ MOKe KOPUCTUTH OPHU Ae(QUHUCAKY HE3ABHCHOCTH, C 0O3MpOM na
je eKBUBAJIEHTHA jeHAKOCTH KOja ce jaBika y Hedumnmuju 2. Aro cy morabaju A um
B mesaBucHm, Taga mHpOpManuja o0 peaaunszanuju norahaja B He Mema MAHCY MOjaB-
muBama morabaja A, amm ako cy morabaju 3aBumcuu, Taza je sepoaraohia P(A/B)
pasmuanta ox P(A) u rana je moryhie P(A/B) > P(A) mim P(A/B) < P(A). Y
IIpumepy 1 morabaju A u B cy mesasucuu, a morabaju A nu C' cy 3aBucun.

Hamomumemo na ce mezapucHOCT morabaja mopa mposeputn o nepuuunuju, 6e3
003upa HA UHTYUTUBHO ocehame ,,3aBUCHOCTH“ Win ,He3aBUCHOCTH® morabaja.

Agro cy porabaju mesaBucHE, TO He 3HAYM Ha Cy HUCjyHKTHE. Hamme, Baxm
crenehe: ako cy morabaju A u B meszaBucHz u 6ap jeman on mux Hemoryh morabaj,
oHza cy ouu mucjyEkTHH. Ako cy morabaju A m B IucjyHKTHEN, a HEW jeJaH O BHUX
uuje Hemoryh, taza cy A u B 3aBucuu norabajum.
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IIPUMEP 2. Jedna mejednakocm U Ne3a8UCHOCTT

Hera cy A u B mBa mpoussossHa norahaja m3 mcTor mosa morabhaja m HEKA HI
jemam on mux Huje memoryh morabaj. lokasaru ma je

(P(AB))* + (P(AB))* + (P(AB))* + (P(AB))* >

=

Pewene. Vnano ma je P(AB) + P(AB) + P(AB) + P(AB) = 1. Crora, ako
osnaunmo P(AB) =xz+1/4, P(AB) =y+ /4, P(AB) = z+1/4, P(AB) = u+1/4,
crema * +y + 2z +w = 0. Hame je

(P(AB))* + (P(AB))* + (P(AB))* + (P(AB))?
=(@+1/4)*+ Y+ 1/ + (¢ +1/4)* + (u + 1/4)*
=2’ +y?+ 22 +u?+1/4 > 1/4.

JemrakocT ce mocTmke 3a * =y = z = w = 0, a TO yjeIHO 3HAYM Ja MOCTOje HABA
HesasucHa morabaja A m B raksa ma je P(A) = P(B) =1/2.

Axo mocmarpamo Bume ox nsa morabaja, BUXOBA HE30BUCHOCM, Y YKYNHOCMAU,
03HauaBa I3 je BepoBaTHONA mpeceka Ouio kKoja mBa o Tux morahaja jemHaka mpo-
u3Boxy BepoBarHoha Ta mBa morabaja (mTO ce HA3MBA HE3ABUCHOCT y MAapOBUMA),
3aTuM 13 je BepoBaTHONA mpeceka OWio kKoja Tpu ox Tux morabhaja jemsaka mpowms-
Bony BeposarHolia Ta Tpu morabaja (mrTo ce HA3MBA HE3ABUCHOCT y TPOjKAMa), UTAK.
Ha npumep, morabaju A, B u C cy He3aBuUCHEH aKO I caMO ako Bajke cBe ciaenehe
jeTHAKOCTH:

P(AB) = P(A)P(B), P(AC)= P(A)P(C), P(BC)= P(B)P(C)
u P(ABC) = P(A)P(B)P(C).

Axo Tpeba mcmurarm mezasucmoct n morabaja, rama tpeba mposepurum 2" —n — 1
jemmaroctu. VcnutuBame HezaBucHOCcTH Bume porabaja maycrpoahemo jemaum, y
JIUTEPATyPH IeCTO HABOLEHMM, IPIMEPOM.

ITpumMEP 3. Hezasucrnocm suwe dozahajo — wapena nupamuog

[IpaBuara TpocTpana nupamMuIa UMa jeqHy cTpany obojery Gesom Gojom, jemHy
cTpary 000jeHy IpPBEHOM, jeHy CTpaHy 000jeHy NPHOM, a YeTBPTa CTPaHa je TPO0Oj-
ma: Oema, upBeHa u npHa. [lupaMummga ce Hama u Oeneku ce CTPAHA HA KOjy TUPAMULA
najga (ocHoBa mupamuze). Vicmuraru mesasucHocT morabaja A: Ha ocHOBE uMa Geme
6oje, B: ma ocHoBr mMma mpsene 60je m C: HA OCHOBEM mMa mpHE Ooje.

Pewewe. Ilpema Haumuy Ha KOju je mmpammzaa obojeHa 3akbydyjeMo oa je:
P(A) = P(B) = P(C) = 2/4, P(AB) = P(AC) = P(BC) = 1/4 u na je
P(ABC) =1/4. Horabaju A, B u C cy se3aBucuu y naposuma, anu je P(ABC) #
P(A)P(B)P(C), mro 3umaun na morabaju A, B u C HECY HE3aBUCHH Y YKYIHOCTH.

TEOPEMA. Hexa cy doeahaju A, B u C wezaeucnu u Hexa je By = B uau

By =B, oonocno C1 = C uau C; = C. Tada cy nesasucHu dozalaju
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1°AuB, AuC, C uB;

2°AuB, AuB,AuC,AuC,BuC,BuC;

3°AuBynNCy, kao u A u B; UCY.

Taxo, ma mpumep, 3 ocobmne 1° cremn P(AB) = (1 — P(A))(1 — P(B)). Ilara
TeopeMma, K0ja MOBe3yje He3aBUCHOCT U omepaiuje ca morabajuma, moxke ce yommTuTn
Ha ciydaj sume gorabaja. Ha mpumep, aro cy A, B, C'u D mesasucun norabajum,
Taga cy HesapucHu, u3Mmely ocramux, u morabhaju B, AUC u D.

IIPUMEP 4. JlemepMunanma ca CAYHaIHUM EACMERMUMG

a1 as

Enementn nerepmmuanTe D = cy jemmaku 0 wam 1, ca BepoBaTHOhOM

1/2, u porabaju A; = {a; =1}, j =1,2,3,4 cy me3asucru. Onpenuru BepoBarHony
ma je D > 0.
Pewemwe.
P(D > 0) = P(a1a4 —asas > 0) = P(a1a4 =1,a2a3 = 0)
= P((a1 =1Aa4 = 1)7 ((LQ =0Vas = 0)) = P(A1A4ZQ @] A1A4Z3)
= P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AB) = 3/16,
rae cy kopumhene o3ake A = A; A4 Ay, B = A; A4 As. Beposarrolie tux morabaja
ce padyHajy Ha OCHOBY mperxomHe Teopeme.

Hera cy Ai, Ao, ..., A, morabaju m3 mcror mpocropa BepoBaTHONa M Heka
je mpecex norabaja AjAs---Ap # @, 3a ceako k = 1,2,...,n — 1. (oBomuo je
npernocrasutn Ay As .-+ A,_1 # ®. 3amro?) Tana Baxu

P(A1As---Ay) = P(A1)P(As /A1) P(As /A1 As) - - P(ALJA1 Ay .. Ay y).
OBy jemHakoCT MOKa3yjeMO MO Ae(PUHWIMjU yCIOBHUX BepOBAaTHONA.

TIPUMEP 5. Ycaoene seposamnohe — ,pamne uzpe
Y Ba3mymuoj 6umu yuectByjy jsoBam u 6ombapaep. IIpso mosan rabha 6ombap me-
pa u obapa ra ca Beposarmohiom 0,2. Axo Gombapuep Hmje obopen, ysppaha mam0Oy
u obapa mosma ca BepoBarmohom 0,3. Aro moBam mpum ToMme Huje 0DOpeH, Damxke je
bombapaepy u obapa ra ca seposarmohom 0,4. Ompemuru Beposarmohe morabaja
A = {oboper 6ombapnep}, B = {o6oper nosan} u C' = {Hu jemas on aBUOHA HUje
obopen}.
Pewemwe. Ilorabhaj A je yamja mucjymrraux morabaja
Ay = {noBan obapa Gombapaepa npu npsom rabhamy}
Ao = {noBan obapa Gombapaepa npu apyrom rahamy}.
Nmamo P(A) = P(A; U Ay) = P(Ay) + P(Asy), 36or Ay N Ay = ®. Ilo ycaosy
samatka je P(A;) = 0,2. Ilorahaj As Moxemo mocMarpaTu Kao mpecek gorabaja
D = {nosan me obapa GombGapaepa npu npsom rabamy}
E = {6ombapuep ue obapa noBua npu upsom rahamy }
F = {noBax obapa GombGapmepa mpu npyrom rabamy}
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Kaxko je Ay = DEF, 10 je
P(A;) =P(DEF)=P(D)P(E/D)P(F/DE)=(1-0,2)(1-10,3)0,4 = 0,224.

Beposarrolia morabaja A je P(A) = 0,424.

Jlorabhaj B momemo nocmaTpaTu kao npecek morabaja D u E.

P(B) = P(DE) = P(D)P(E/D) = (1 -10,2)0,3 = 0,24.
Kako morabaju A, B u C' uune noruys cucreM norabaja (OuUCjyHKTHE Cy ¥ BUXOBA
yumja je curypam gorabaj), To je
P(C)=1-(P(A)+ P(B))=1—- (P(Ay) + P(As2) + P(B)) = 0,336.

(Onpemure Beposaraoliy morabaja C' u memocpemno).

ITpuMEP 6. IIpobaem ca kpyuesuma

Ocoba X mma Bume KbydeBa O KOjUX CaMO jefaH oTBapa opMmax. [la 6um oTBO-
puna opMmaH, ocoba X mcmpobaBa k/bpydeBe jeJaH 3a IPYTUM, He y3mMajyhum moHOBO
K/bYY 32 KOjU yCTAHOBU ma He orBapa opmaH. Omxpemuru BeposBarHOohy ma he OGurtum
norpebuO k mOKymaja ma ce OpMaH OTBOPH.

Pewemwe. 3amarak MOxkeMO pemuTu 0€3 NpUMEHa yCIOBHEX BepoBarHoha. Ha-
ume, BepoBarHolia 1a je TpaskeHH Kibyd Ha k-toM Mecty je (n — 1)!/n! = 1/n u me
3aBucu of k.

Pememe koje xopucTm yciaoBme BepoBarHOhe mobmhemo ako mocMarpamo HE3
»,HEycIexa“: mpBU KJbYY HUje OTBOPHO OPMAaH, APYTH KJbYY HHje OTBOPUO OPMAH, . .. ,
(k — 1)-Bu kmyd HEje OTBOPUO OpMaH, a k-t jecre. Ako ca Ay osmaummo morabaj:
OPMAaH je OTBODEH khydeM k, Tama je Tpakena BepoBarHoha

P(A - A Ay)
= P(A))P(Ay/Ay) - P(Ar_1/A1 - Ay _2)P(Ap /AL -+ A )

n—1 n-=2 n—(k—-1) 1 1
n n—-1"n—(k-2) n—(k-1) n’
Heka cy Hy, Ho, ..., H, cuydajuu morabhaju koju unne notnye cucreMm porabaja

u meka je A mekm morabaj uz mcror mpocTopa BepoBaraoha. Beposarmoha morabhaja
A ce MO¥e m3paYyHATH TO (GOPMYIH

n

(%) P(A) =Y P(H;)P(A/Hj).
Jj=1
Cnyuajau gorabaju Hj, j = 1,2,...,n ce Ha3uBajy zunomese, a popmyina (k) ce

Ha3UBa ¢iopmy./m nomnywe eepoeamHoﬁe.

Ioka3 popmyine noruyue BepoBaruohe ce 3acHuBa Ha cieneho]j pemnpeseHTanujn
A=AQ=AN(HiUHyU---UH,) = U;lzl AH;. Kaxo cy morabaju AH, u AH;,
3a ¢ # j mucjyEkTHEH, nobujamo ma je BepoarHoha morabaja A jemmaka

P(A) = P<O AHj> = zn:P(AHj).

36or P(AH;) = P(Hj)P(A/Hj), nobujamo $popMyry mormyre BeposarHOlie (x).
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Beposaruolie P(Hj) ce mazusajy anpuopre eeposamnohie zunomesa. Ako ce
3Ha ga ce peasmsoBao gorabaj A, moxemo oxgpemmru Beposaraohe P(Hj/A), 3a
cBako j = 1,2,...,n. Te BepoBatHohe ce maszuBajy anocmepuopHe seposammohe
TUNOME3A.

Kopucrehu ¢popmyny mormyme BepoBarHOohe amocTepumopue BepoBaTHODE pawy-
HaMO IO (pOPMYJIH

(%) P(H/A) = HP(H’C)P(A/H’“) . k=1,2,...,n.

; P(H;)P(A/Hj)

Popmyna (xx) ce masusa Lajecosa dopmyara.

Y ommreM cxyuajy je P(Hy) # P(Hp/A). JemgoctaBHO ce mposepaBa na, y
n
ommreM ciydajy, Baxku: y . P(Hi/A) =1, mro ce MO¥e IPUMEHATH IPU PEMIABABbY
k=1
3agaTaka: (a) Kao mpoBepa na jau je 30up cBUX m3padyHaTHX BeposarHolia jemHak 1,
(6) kao moryhmocT ma ce jemma ox BeposarHOla m3pauyma momohy ocramux (n — 1)
BepoBarTHONA.
Heka cy A u B msa morabaja m3 mcror mpocropa BepoBarHolia m Heka y ToM
apoctopy Hy, Hs, ..., H, gune nornys cucrem norabaja. Tama Baxku u

P(B/A) = zn:P(Hj JA)P(B/AH;).

ITpuMEeP 7. IHlemmna

[IyTauk xpehe u3 mecra A, cayuajuo Ompajyhm myT HA cBaKOj packpcuumu, 6e3
Bpahama yuazan. Onpemutu BepoBarmohy ma crurme y mecro B. Ako je crurao y
MecTo B, Konuka je BeposarHOna ma je mpomao Kpo3 mecto M7

Pewewe. Heka M osmauaBa nomasak y mecto M, a B/M ponazak y mecro B,
aKO MYTHUK MOJa3u u3 MecTa M, n aHAJOTHO 3a OCTaje caydajese. Tama mMamo

P(B)=P(B/M)P(M)+ P(B/N)P(N)+ P(B/S)P(S)
1 1 1 1 11 13
“3'373°371'3 3¢
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Axo je myrHuE crurao y mecto B, BepoBatHOoha ma je mpomao kpo3 mecro M je
P(B/M)P(M) 1/3-1/3 4

P(M/B) = P(B)  13/36 13

Hamomena. [latm mpumep ce, mO CBOjOj CTPYKTypHu, moknama ca ciemehum: Y
TPU MCTOBETHE KyTHje Haja3e ce pa3HobojHe Kyriaume jeHAKAX AUMEH3HWja. Y IPBOj
KyTHju, o3Ha4mMO je ca M, Hamasu ce 3a Kyrawna, o1 KOjux je a Deinx, a MIaBUX 7 Q
MPBEHUX, Y APYTOj KyTHju, 03HAYMMO je ca [V je 27 Kyrauna u o j OGenux u j 3eJeHnx,
a y tpehoj kytuju, o3gagumo je ca S Hajma3u ce 4r Kyrimma m TO N0 jegHAK OPOj
Genux, cuBux, OpaoH u xkyTux. Ha caydajan HAYWH U3 jeqHe O KyTHja ce OMpa jexHa
kyramna. Oxppemnuru BepoBaTHONY ma je oma Gese Doje. AKo je m3abpama Kyriamna
Gesne Goje, ompenuTu BepoBaTHONY na je m3abpana m3 KyTuje o3HaUeHe ciaoBoMm M.

ITpuMEP 8. Kyzauue, xyziuue, ...

Y Tpu mCTOBETHE KyTHUje HAJa3e Ce KYyTJIUIe je JHAKNX AUMEH3uja. ¥ OPBOj KyTHjI
6 Oenux u 2 mapene, y apyroj kytuju 9 6emux u 4 mapene, a y rpehoj kyruju 4 Gene
u 3 mapene. Ha cnyvajan maumn ce uzabepe jeqHa Kyriuna u3 NpBe KyTuje u npedaiu
y apyry kytujy. Ox cBmxX Kyrnmma koje ce caja Hajase y APYroj KYyTHjU HA CIydajaH
mayma ce m3abepe jema m npebamm y Tpehy kyrumjy. 3atum ce u3 Ttpehe kyrmje Ha
ciaydajal HaumH y3mMmajy mse kyraumume. Onapemnutum BeposaTHOhy ma cy obe Oere Hoje.

Pewemwe. Heka je A morabaj: u3 Tpehie Kyruje uzabpame cy mse Dese KyTiuie.
WNmamo motnyw cuctem koju umme mnorabaju Hy; m Hs, rme je Hy morabaj: u3 mpyre
y tpehy kyrtujy mpebadena je xyrauma Geme 6oje, a Hy morabaj: m3 mpyre y tpehy
KyTHjy mpebadeHa je mapeHa Kyrauma. lamga je, mo GopMynn mOTHyHE BepoBaTHOhE

P(A)=P(A/H,)P(H,)+ P(A/H3)P(H>) =5/8-4/7TP(H,) +4/8-3/7 P(H>).
Tpeba ompenutu P(H;) u P(H,). Cana mmamo nortnys cucrem gorabaja xoju dume
morabaju My u M, tme je M, morabaj: w3 mpse y npyry KyTumjy mpebadena je
kyrauna Oene 6oje, a Mo nmorabaj: w3 mpse y mpyry kyTujy mpebadera je mapeHa
kyrauna. [lo popmynn normyre BeposarHOhe je

P(H,) = P(H,/M)P(M,) + P(H,/M>)P(M,) =10/14-6/83+9/14 - 2/82/8.
Awnamnorso je
P(Hy) = P(Hy/M,)P(My) + P(Hy/M2)P(Ms) =4/14-6/8 4+ 5/14 - 2/8.
3amewmyjyhu y uspas 3a P(A) nobujamo na je P(A) = 123/392.
IIPUMEP 9. Ocempnusa numamna

Y rpymum amkeTmpaHuX 0co0a, aHKeTa je aHOHMMHA, CBAKHA yYECHHK IPBO Oama
HyMepHCaHy KONKY, a 3aTuM HOBumll. AKo mpu Gamamy mHOBumha mobuje ,mmcmo‘,
TaJa OAroBapa Ha murame ,A“ a y CympoTHOM CiIydajy OArOBapa Ha muTame ,bB“.
Ha nuctuhiy amketupanu samucyje oxrosop (Ha OHO mUTame HA KOje je OArOBApao,
aJ|, HAPABHO HE NMUNIE Ha KOje je muTame oArosapao). urama cy:

»A“ ma nmm cre mobuiam mapan 6poj npu Hamamy Konge?

»,B ma mu cre npobasm HERY IpOry?
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Y rpynu je 6uno 50 ocoba. Iobujeno je 36 omrosopa ,,JIA“. Aro cmarpamo na
je 300r aHOHMMHOCTH aHKETE H ,,MACKHPama ' OArOBOPA HA OCETJHUBO MUTAHE, CBAKI
yYeCHUK MCTUHUTO OArOBApan, OMEHATH BEPOBATHONY ma je caydajuo m3adpaHa ocoba
mpobasa qpory.

Pewemwe. Heka cy norabaju ozmauenu ua cmenehu wauumn: D — oxrosop je ,,JIA“,
A — oxrosop je mar ma mumrame ,,A“, B — oarosop je maT Ha murame ,,b“, ma mmamo
no popMmynu noruyre Beposaruohe na je P(D) = P(D/A)P(A) + P(D/B)P(B), a
kako je P(A) = P(B) =1/2u P(D/A) = 1/2, upouewyjyhu na je P(D) = 36/50,
nobujamo ma je P(D/B) = 47/50.

IIpuMEP 10. Jlasupunm

Ha jemHoj ox 03HAYEHMX PACKPCHUNA HAJA3U Ce 0CODa Ca MOBE3OM MPEKO OYWjy.
Ca 6mi0 K0je pacKpCHHUIE ca jeIHAKOM BepoBaTHONOM he KpeHyTm HA HCTOK, 3ama,
ceBep uau jyr. Kperame ce 3aBpmaBa HO0MACKOM HA HEKH OJf 37434, KOJU Cy O3HAYEHN
cTpennnama. AKO KpeTame HUje BPEMEHCKH OUPAHMYEHO, KOJIWKA je BepoBaTHONA na
he ta ocoba m3ahm u3 maBUpUHTA HA jeJAaH OX M371a3a HA jy:KHOj CTPAHM.

Pewewe. Hera I; o3HauaBa cTH3ame Ha HEKW OJ M3Ia3a HA jyXKHOj CTPAHU, aKO
ce mobe ox packpcrune R;. Ilo ¢popmymm moTmyre BepoBaTHOlie je

1 1 1 1
P(Rl):Z0+ZO+ZP(R2)+ZP(R4),
1 1 1 1
P(Rz)zZ'P(Rl)+1~0+Z'P(Rs)+Z'P(R5)7
1 1 1 1
P(Rs) = 5 P(B2) + 3 -0+ 7 -0+ 1 P(Ro),
1 1 1 1
P(R4)=Z'0+Z'P(R1)+Z'P(Rs)+1'P(R7)7
1 1 1
P(Rs)—z P(R4)+Z'P(R2)+Z'P(Re)+— P(Rg),
1 1 1 1
P(Rg) = 7 - P(Rs) + 7 - P(R3) + 7 -0+ - - P(Ro),
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1 1 1 1
P(Rr)= 704 7 P(Ra)+ 7 P(Rs) + 7 - 1,

1 1 1 1
P(Rs) = 7 P(Ry) + 7 - P(Rs) + 7 P(Ro) + 7 - 1,
1 1 1 1

P(Ro) = 7+ P(Rs)+ 7 P(Ro) + 7 -0+ 7 1.

Pemasamem oBor cuctema jemmadmaa qo0Omjamo

P(Ry) = P(R3) = 0,071, P(R,)=0,098, P(R4)= P(Rs)=0,187,
P(Rs) =025, P(R:)=P(Ry) =0428, P(Rg) = 0,526.

IIpuMEP 11. Ha usuuu nposeanuje

Ha uBumw mpoBanmje CTOju NMjaHUNA KOju ca BepOBATHONOM p YMHM KOpak Ha-
npen (1 maga y mposaiaujy), a ca BepoBarHofiom 1 — p unmam Kopak Hazaxn Kouuka je
BepoBaTHONA na he ymacrtu mocme HajBume meT kopaka? Konmka je BepoBatHOha ma
fie ymactu y mpoBamiujy ako ce (HEOrpPaHUYEHO AYTO) ,eTa‘ KOPALuMa KCTe LyRuHe?

Pewemwe. VBuna nposanuje osnadena je raukom 0, mposaiuja (+1), a ,uBpcra
zemma (—1), (—2), urx. (Bmmern cimky).

Mosxe ymactm mocie mpBOT Kopaka, mam mocae Tpeher mnm mocie meror. Te
MoryhuOCTH cy mucjyHKTHEe, 1 BepoBaTHONha Tpaskenor morahaja je 36up BepoBaraoha
osa tpu gorabaja. Tako cy, ma mpumep, mmsosu kopaka 0, (—1), 0, (=1), 0, 1 u 0,
(-1), (=2), (-1), 0, 1 AaM30BH KOju AOBOJE A0 YUALAHA Y IPOBAIN]Y Y METOM KOPAKY.
[IpernocTaBmamMo 1a U3 CBake Tadke UIe HAMpPE. ca BepoBaTrHohiom p u ma cy ,kopamnuz‘
mehycobro HezaBucHum. 300r cBera Tora je BepoBaTHOha ma he ymacTu y mpoBamjy
mocJje HajBUIIE IMeT KOPakKa

P(A; UA3 U A;) = P(Ay) 4+ P(As) + P(A;) = p+ (1 —p)p° +2(1 — p)*p’.

Axko me orparmaasaMo 6poj KOpaka, AMAMO Ja MOKE yIACTH MOCIe TPBOT, min Tpeher
WM, yONmTe, MOCJe HEemapHOT Opoja Kopaka. AKO 03HAYmMO Ca Py TPAKEHY BEpO-
BaTHONy, OHIA je, MO yCIOBMMA 3aJaTKa TO UCTOBPEMEHO U BepoBaTHONa cTU3ama
y taury 0 u3 Tauke (—1), y Tauky (—1) u3 Tauke (—2), u cauuno, us tauke (k) y
rauky (k + 1). Ako je p; BepoBatHONa crusama y Ttaury (1) us tauke (—1), onga je
ounrxenuo na Baxku p; = pi. C apyre crpame, mo gopmynum normyre seposarrolie je
BepoBarHofia cTuszama y tauky (1) us rauke 0 jemmaka

po=p-1+(1—pp1=p+(1-p)p;.

Pemema e kBagparHe jemHaumue cy po = 1, po = p/(1 — p). Kako 3a p > 1/2 Baxu
p/(1 —p) > 1 cienu na je y ToM ciydajy pememe pp = 1, Tj. ga CHTYDHO ymaza
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y npoBaiujy (ako je DOBOJBHO ,yIODAH“ W WETa Ce HEOTPAHUYEHO AYTO TOM HUCTOM
IPABOIUHKM]CKOM CTA30M KOja ce 3aBpmasa y unposaidju). Ako je p < 1/2, omza je
BeposarHofia cTuzama y tauky (1) jemmaka py = p/(1 — p).

TIIPUMEP 12. Bpemewncka npoerosa

Y jemmoj obmacTm y TOKy HaHA MOMXe OUTH MIN KAMIOBUTO WM CYHYAHO BpEMe.
Axo je mam cynmuan, sepoBarHoha na he caeneher mama mamaru kuma je 0,2, a ako je
) <
maH 0mo KmmoBWT, BepoBaTtHOoha ma he cremeher mama OGutu cyrwamo je 0,4.

(a) Axo je y werBprak majgaja kama, ogpeiuTd BepoBaTHONy xa lie y mememy
OUTH CYHYAHO BpeMme.

(6) Ako je 17.5. mamana kwmma, koja je BepoBataoha ma he 17.6. magarn kuma?
Pewemwe. (a) ¥Ysemumo o3make: P, — meTak, CyHYaHO Bpeme, P — merak, Ku-

moBuTO Bpeme, Sy — cybora, cyHIaHo Bpeme, S — cyboTa, knmoBuTo Bpeme m N —
Hexespa, cyruano epeme. [lo popmynn normyre BepoBaTHOhE je

P(N;s) = P(Ns/Ss)P(Ss) + P(Ns/Sk)P(Sk) =0,8 - P(Ss) +0,4 - P(Sy).
Amasorso je

(Ss)

P P(S./P.)P(P,) + P(S./P,)P(P;) =08 P(P,) + 0,4 - P(P,).
P(S,

) = P(Sk/P)P(P.) + P(Si/P)P(Py) = 0.2 P(P,) + 0.6 - P(P).
Kako je P(Ps) = 04, P(P,) = 0,6, mobujamo P(Ss) = 0,56, P(Sy) = 0,44, u
konayno P(N;) = 0,624.

(6) Ida e bucmo, ka0 y ciaydajy (a) pauymanu morpebue Beposarnolie pegoum 3a
cBakmu maH, mocrynmhemo mano apykumje. Heka Dy ozmauasa morabaj ma je k-tu man
mocie 17.5. kmmosut, a D) o3magasa morabaj ma je k-tm mam mocae 17.5. cyHYam.
Ta mBa morabaja uumme mormyn cuctem morabaja, 3a csako k. Ilo ¢popmynu mormyue
BepoBarHOheE je

P(Dy) = P(Dy/Dy_1)P(Di_1) + P(Dy,/Dy_1)P(Dr_1)
=0,6P(Dy—1) +0,2(1 — P(Dy—1)) =02+ 0,4 - P(Dj,—1).
Kopucrehu nobujery pekypeHTHY (pOpMyIy HAIAZUMO Ia je
P(D3;) =02+04-02+--+04%.02+04% . P(D;)
=0,24+04-024---+04%-0,2404%.0,6= % +3,07-10713,

Wcra pexypentra ¢popmyna maje xa P(Dy) — 1/3 ako k — oo.

ITPuMEP 13. Jednocmasnu modes u3 meopuje unGopmayuje

Jenna onq uaopmanmja a;, as, az Tpeda ma ce npenece. Iloszmare cy Bepoaruohe
clama THX WHPOpManmuja um oHe cy penoMm jemmake p; = 0,6, po = 0,2, p3 = 0,2.
300r mOCTOjama CMETHU y KaHAJY Be3e CBAKa O MHOOpMANUjA a1, G2, G3 Oyme y
W3BECHOj MepHU m3MemeHa u Moryhe mapopmanuje HA TpujeMHOM amapary cy bi, bs,



34 B. JeBpemoBuh

bs, by, bs, bs. Ilozmate cy BepoBaTHOhE p;; mpuMama mEGOpPManuje b; ako je mocmaTa
uaEopmanmja a; u Te BepoBarHohe cy mare y tabemn

Dij by by b3 by bs bs b
ay 0,7 0,2 0,1 0 0 0 1
as 0 0 0,1 0,8 0,1 0 1
as 0 0 0 0 0,9 0,1 1

Ozpemurn BepoBarHONE ¢j; Ha je mpuMJbeHa mHPOpManuja b; ako je mocaara
THGOPMALTjA ;.

Pewewe. Oppemmhiemo majupe BepoBaTHONe ¢; mpmMama mEGopMamuje b;. Te
BepoBarHohe ce oxpelyjy mo popmynu moruyme BepoBaTaOohe

q; = p1p1j +p2p2; +p3p3j, J=1,2,...,6

u umamo ¢ = 0,42, ¢o = 0,12, q3 = 0,08, ¢4 = 0,16, g5 = 0,20, g5 = 0,02. Tpaxene
BepoBaTHONe ¢j; ce pauyHajy mo Bajecosoj dpopmyin

P fa)Ples) _ puspi g

J J

...,6,i=1,2,3.

Tako mobujamo

dji by by b3 by bs bs
ay 1 1 3/4 0 0 0
as 0 0 1/4 1 1/10 0
as 0 0 0 0 9/10 1
DY 1 1 1 1 1 1

Kao mpurnun merommpama yCBOJIMO HPABHIO: AKO je IPUMJbEHA MHOOPMAIU]A
bj, cmaTpaMo za je mociara OHa O HEGOPMANUja @; 3a KOjy je

gji = Max gj;.
3

Y TOoM cMmumcIy, 33 HABEIEHH NPUMEP MMAaMO: aKO je mpuMibeHa mHpopMammja by, bo
wiam b3, cMaTpaMo Ia je mociaTa (i, aKO je IPUMIbEeHa by CMaTpamMo ga je mocaara
G2, W AKO je mpuMibeHa b; miam bg, cMaTpaMo 1a je MOCIaTa a3.

Y cnosre BepoBaTHONE Ce IPUMEHBY]y U Y BE3U yCIOBHOT MATEMATHYKOT OYEKUBA-
wa. Osme o rome mehe Ouru rosopa. Ha kpajy maBomumo jom kopumheme Gopmyie
IOTIyHE BEPOBATHONE y BE3U CIYYajHUX NPOMEHJpUBUX NEOUHUCAHUX HA jeNAH MOCE-
OaH HAYUH.
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IIPpMEP 14. Mewasune cAYUGIHUT NPOMEHDHUBUT

Heka cy X1, ..., X} mpousBoskHe ciaydajue npoMersbuse. CiaydyajHa TPOMEHIbU-
Ba Y je MemaBWHA CIYYajHNX IPOMEHBUBHX Xi, ..., X} akKo je

Y = X, caBepoBarnohoMm pj, 1=12,...,k,
k
mpu wemy je ». p; = 1. Kaxe ce ma cy X1, ..., X; KOMIOHEHTe CIydajHe IPOMEH-
Jj=1
suse Y. Onpenntn (pyHknujy pacmomene 3a Y.

Pewemwe. Pynruuja pacmogene Fy (x) caydajue mpomensuse Y ce oxpebyje mo

(opMynn moTIyHe BepoBaTHOLle HA OCHOBY (QyHENUja pacmozene Fj(x), j =1,2,...,k
KoMmoHerata Xi, ..., Xi. VMamo ma je
k
Fy(z)=P(Y <z)=)Y P(Y <z/Y = X;)P(Y = X})
j=1

Il
AMk

P(X; <z)P(Y = X,)

<
Il
-

k k
> piP(X; <z)=)_ p;Fj(x).
Jj=1 7j=1

Haxkie, pyHEOUja pACIOHeNe MEMABIHE CIYJAjHAX TPOMEH/BUBUX j€ INHEAPHA KOMOu-
HanWja GyHKOMja pacIogere KOMIOHEeHATa. Y NUTakY je T3B. KOHBEKCHA KOMOMHANM]jA,
jep cy roeduuujerTn mo3uTHBHN U 30up uM je jenHak 1. obujeHm pe3yarar MOKeMO
KOPDHCTHUTH [ Ce IOACeTMMO HA KAPAKTePUCTUIHE OcODUHE (PYHKNUje pacmonene u yo-
YIMO A ce Te 0coDuHe O4YyBaBajy W y JIMHEAPHO] KOHBEKCHO] KOMOMHANUjH (yHRIM]a
pacmnozerne.

Axro cy X1, ..., X} HempexumEe cIydajHe IPOMEHJBUBE Ca TyCTHHAMA PACIOAEIe
g;(z), 7 = 1,2,...,k, Tama je rycruua pacmogmene gy (x) ciydajEe IpOMeHJHBE Y
JIMHEeApHA KOMOWHANMja TyCTHHA PACIOAENe KOMIOHEHATA,

.
gy (r) = ijgj(x)~

Ha ocuoBy TOra mobwmja ce m ma je MaTeMaTHYKO OYEKUBAE 32 Y IHHEApHA KOMOU-
Ha.III/Ija OYE€KNBalkba KOMIOHEHATa.



