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USLOVNE VEROVATNO�E� NEZAVISNOST

Pojam nezavisnosti je veoma va�an u teoriji verovatno�e i u matematiq�
koj statistici� Isti termin se koristi i u obiqnom �ivotu� pa se tim pre
postav�a pita�e taqnog usvaja�a ovog pojma u teoriji verovatno�e� S druge
strane� znaqaj uslovnih verovatno�a i Bajesove formule proizilazi iz xiroke
oblasti �ihove primene� Stoga su mnogobrojni i raznovrsni zadaci u kojima
se sre�e nezavisnost doga�aja i uslovne verovatno�e� Pored mnoxtva zadataka
sa raznobojnim kuglicama� koji su ustvari pojednostav�eni modeli nekih real�
nih pojava� ima puno zadataka u vezi izraqunava�a dobitka u igri na sre�u� u
vezi ��ratnih igara	 itd� Ovde �e na odabranim primerima biti ilustrovani
navedeni pojmovi� a tako�e �e biti prikazani neki karakteristiqni postupci
i situacije u kojima se koriste nezavisnost i uslovne verovatno�e
 od sluqaj�
nog kreta�a po pravoj i u ravni� dobija�a odgovora na provokativna pita�a u
anketama� do mexavina sluqajnih promen�ivih�

Neka u jednom eksperimentu posmatramo dva sluqajna doga�aja A i B� Ako
je poznato da se jedan od �ih� na primer doga�aj B� ostvario� treba odrediti
verovatno�u da �e se ostvariti i drugi�

Definicija �� Neka su A i B doga�aji iz istog prostora verovatno�a
i neka je P �B� � �� Tada je uslovna verovatno�a doga�aja A� ako se desio
doga�aj B jednaka�

P �A�B� �
P �AB�

P �B�
�

Za uslovnu verovatno�u P �A�B� koristi se i oznaka PB�A��

Primer �� Uslovna verovatno�a i karte

Na sluqajan naqin se bira jedna karta iz xpila od �� karte� Ako je poznato
da je izabrana karta ��herc	� odrediti verovatno�u da je ta karta ��desetka	� Ako
je poznato da je izabrana karta ��xtih	 
u ��tabli�ima	�� odrediti verovatno�u
da je ta karta ��desetka	�

Rexe�e� Neka je A doga�aj
 sluqajno izabrana karta je ��desetka	� a B do�
ga�aj
 sluqajno izabrana karta je ��herc	� Treba odrediti P �A�B�� Doga�aj AB
oznaqava da je izabrana ��desetka herc	 i verovatno�a tog doga�aja je ����� Kako



Uslovne verovatno�e� Nezavisnost ��

je verovatno�a doga�aja B jednaka ������ dobijamo da je P �A�B� �
P �AB�

P �B�
�

�����

Ako je C doga�aj
 sluqajno izabrana karta je ��xtih	� tada AC oznaqava
izbor ��desetke	� i ima verovatno�u ����� a doga�aj C ima verovatno�u ������
pa je P �A�C� � ����

Uslovne verovatno�e sluqajnih doga�aja iz jednog prostora verovatno�a� u
odnosu na jedan doga�aj iz tog prostora� imaju sve osobine verovatno�e� Naime�
za svaki doga�aj A va�i P �A�B� � �� za siguran doga�aj 	 va�i P �	�B� � ��
a za konaqne ili prebrojive unije disjunktnih doga�aja va�i P 
�

P
j Aj��B� �P

j P �Aj�B�� Stoga se zak�uquje da za uslovne verovatno�e va�e i ostale oso�
bine verovatno�e� Na primer� uslovna verovatno�a je monotona funkcija� tj�

�A� � A�� �� P �A��B� � P �A��B��

uslovna verovatno�a komplementa se raquna po formuli P �A�B� � ��P �A�B��
itd�

Svi doga�aji navedeni u gor�im relacijama pripadaju istom prostoru ve�
rovatno�a�

Ima� naravno� i formula specifiqnih za uslovne verovatno�e� Jedna takva
formula je P �E�F � � P �E�FG�P �G�F � � P �E�FG�P �G�F �� koja va�i za ma

koja tri doga�aja 
uz uslove FG �� 
 i FG �� 
� i podse�a na poslovicu
 ��Preko
preqe� naokolo bli�e	�

Nezavisnost doga�aja je jedan od va�nih pojmova u teoriji verovatno�e� a
samim tim i u matematiqkoj statistici� Zbog toga� a i zbog qi�enice da se
pojam nezavisnosti u verovatno�i ne mora poklopiti sa intuitivnim shvata�em
nezavisnosti� u uobiqajenom smislu te reqi� treba se pridr�avati slede�e de�
finicije�

Definicija �� Neka su doga�aji A i B iz istog prostora verovatno�a�
Ako va�i P �AB� � P �A�P �B�� tada su doga�aji A i B nezavisni�

Na osnovu definicije uslovne verovatno�e zak�uqujemo da za nezavisne do�
ga�aje A i B va�i P �A�B� � P �A�� a tako�e i P �B�A� � P �B�� Svaka od
ovih jednakosti se mo�e koristiti pri definisa�u nezavisnosti� s obzirom da
je ekvivalentna jednakosti koja se jav�a u Definiciji �� Ako su doga�aji A i
B nezavisni� tada informacija o realizaciji doga�aja B ne me�a xansu pojav�
�iva�a doga�aja A� ali ako su doga�aji zavisni� tada je verovatno�a P �A�B�
razliqita od P �A� i tada je mogu�e P �A�B� � P �A� ili P �A�B� � P �A�� U
Primeru � doga�aji A i B su nezavisni� a doga�aji A i C su zavisni�

Napomi�emo da se nezavisnost doga�aja mora proveriti po definiciji� bez
obzira na intuitivno ose�a�e ��zavisnosti	 ili ��nezavisnosti	 doga�aja�

Ako su doga�aji nezavisni� to ne znaqi da su disjunktni� Naime� va�i
slede�e
 ako su doga�aji A i B nezavisni i bar jedan od �ih nemogu� doga�aj�
onda su oni disjunktni� Ako su doga�aji A i B disjunktni� a ni jedan od �ih
nije nemogu�� tada su A i B zavisni doga�aji�
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Primer �� Jedna nejednakost i nezavisnost

Neka su A i B dva proizvo�na doga�aja iz istog po�a doga�aja i neka ni
jedan od �ih nije nemogu� doga�aj� Dokazati da je

�P �AB��� � �P �AB��� � �P �AB��� � �P �AB��� �
�

�
�

Rexe�e� Imamo da je P �AB� � P �AB� � P �AB� � P �AB� � �� Stoga� ako
oznaqimo P �AB� � x����� P �AB� � y���� P �AB� � z����� P �AB� � u�����
sledi x� y � z � u � �� Da�e je

�P �AB��� � �P �AB��� � �P �AB��� � �P �AB���

� �x� ����� � �y � ����� � �z � ����� � �u� �����

� x� � y� � z� � u� � ��� � ����

Jednakost se dosti�e za x � y � z � u � �� a to ujedno znaqi da postoje dva
nezavisna doga�aja A i B takva da je P �A� � P �B� � ����

Ako posmatramo vixe od dva doga�aja� �ihova nezavisnost u ukupnosti�
oznaqava da je verovatno�a preseka bilo koja dva od tih doga�aja jednaka pro�
izvodu verovatno�a ta dva doga�aja 
xto se naziva nezavisnost u parovima��
zatim da je verovatno�a preseka bilo koja tri od tih doga�aja jednaka proiz�
vodu verovatno�a ta tri doga�aja 
xto se naziva nezavisnost u trojkama�� itd�
Na primer� doga�aji A� B i C su nezavisni ako i samo ako va�e sve slede�e
jednakosti


P �AB� � P �A�P �B�� P �AC� � P �A�P �C�� P �BC� � P �B�P �C�

i P �ABC� � P �A�P �B�P �C��

Ako treba ispitati nezavisnost n doga�aja� tada treba proveriti �n � n � �
jednakosti� Ispitiva�e nezavisnosti vixe doga�aja ilustrova�emo jednim� u
literaturi qesto navo�enim� primerom�

Primer �� Nezavisnost vixe doga�aja � xarena piramida

Pravilna trostrana piramida ima jednu stranu obojenu belom bojom� jednu
stranu obojenu crvenom� jednu stranu obojenu crnom� a qetvrta strana je troboj�
na
 bela� crvena i crna� Piramida se baca i bele�i se strana na koju piramida
pada 
osnova piramide�� Ispitati nezavisnost doga�aja A
 na osnovi ima bele
boje� B
 na osnovi ima crvene boje i C
 na osnovi ima crne boje�

Rexe�e� Prema naqinu na koji je piramida obojena zak�uqujemo da je

P �A� � P �B� � P �C� � ���� P �AB� � P �AC� � P �BC� � ��� i da je
P �ABC� � ���� Doga�aji A� B i C su nezavisni u parovima� ali je P �ABC� ��
P �A�P �B�P �C�� xto znaqi da doga�aji A� B i C nisu nezavisni u ukupnosti�

Teorema� Neka su doga�aji A� B i C nezavisni i neka je B� � B ili
B� � B � odnosno C� � C ili C� � C� Tada su nezavisni doga�aji
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�� A i B� A i C� C i B	

�� A i B� A i B� A i C� A i C� B i C� B i C	

�� A i B� � C�� kao i A i B� � C��

Tako� na primer� iz osobine �� sledi P �AB� � ���P �A�����P �B��� Data
teorema� koja povezuje nezavisnost i operacije sa doga�ajima� mo�e se uopxtiti
na sluqaj vixe doga�aja� Na primer� ako su A� B� C i D nezavisni doga�aji�
tada su nezavisni� izme�u ostalih� i doga�aji B� A � C i D�

Primer �� Determinanta sa sluqajnim elementima

Elementi determinante D �

���� a� a�
a� a�

���� su jednaki � ili �� sa verovatno�om

���� i doga�aji Aj � faj � �g� j � �� �� �� � su nezavisni� Odrediti verovatno�u
da je D � ��

Rexe�e�

P �D � �� � P �a�a� � a�a� � �� � P �a�a� � �� a�a� � ��

� P ��a� � � � a� � ��� �a� � � � a� � ��� � P �A�A�A� � A�A�A��

� P �A � B� � P �A� � P �B�� P �AB� � �����

gde su korix�ene oznake A � A�A�A�� B � A�A�A�� Verovatno�e tih doga�aja
se raqunaju na osnovu prethodne Teoreme�

Neka su A�� A�� � � � � An doga�aji iz istog prostora verovatno�a i neka
je presek doga�aja A�A� 	 	 	Ak �� 
� za svako k � �� �� � � � � n � �� 
Dovo�no je
pretpostaviti A�A� 	 	 	An�� �� 
� Zaxto�� Tada va�i

P �A�A� 	 	 	An� � P �A��P �A��A��P �A��A�A�� 	 	 	P �An�A�A� � � �An����

Ovu jednakost dokazujemo po definiciji uslovnih verovatno�a�

Primer �� Uslovne verovatno�e � ��ratne igre


U vazduxnoj bici uqestvuju lovac i bombarder� Prvo lovac ga�a bombarde�
ra i obara ga sa verovatno�om ���� Ako bombarder nije oboren� uzvra�a pa�bu
i obara lovca sa verovatno�om ���� Ako lovac pri tome nije oboren� bli�e je
bombarderu i obara ga sa verovatno�om ���� Odrediti verovatno�e doga�aja
A � foboren bombarderg� B � foboren lovacg i C � fni jedan od aviona nije
oboreng�

Rexe�e� Doga�aj A je unija disjunktnih doga�aja

A� � flovac obara bombardera pri prvom ga�a�ug

A� � flovac obara bombardera pri drugom ga�a�ug�

Imamo P �A� � P �A� � A�� � P �A�� � P �A��� zbog A� � A� � 
� Po uslovu
zadatka je P �A�� � ���� Doga�aj A� mo�emo posmatrati kao presek doga�aja

D � flovac ne obara bombardera pri prvom ga�a�ug

E � fbombarder ne obara lovca pri prvom ga�a�ug

F � flovac obara bombardera pri drugom ga�a�ug
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Kako je A� � DEF � to je

P �A�� � P �DEF � � P �D�P �E�D�P �F�DE� � ��� ������� ������� � ������

Verovatno�a doga�aja A je P �A� � ������

Doga�aj B mo�emo posmatrati kao presek doga�aja D i E�

P �B� � P �DE� � P �D�P �E�D� � ��� ������� � �����

Kako doga�aji A� B i C qine potpun sistem doga�aja 
disjunktni su i �ihova
unija je siguran doga�aj�� to je

P �C� � �� �P �A� � P �B�� � �� �P �A�� � P �A�� � P �B�� � ������


Odredite verovatno�u doga�aja C i neposredno��

Primer �� Problem sa k�uqevima

Osoba X ima vixe k�uqeva od kojih samo jedan otvara orman� Da bi otvo�
rila orman� osoba X isprobava k�uqeve jedan za drugim� ne uzimaju�i ponovo
k�uq za koji ustanovi da ne otvara orman� Odrediti verovatno�u da �e biti
potrebno k pokuxaja da se orman otvori�

Rexe�e� Zadatak mo�emo rexiti bez primena uslovnih verovatno�a� Na�
ime� verovatno�a da je tra�eni k�uq na k�tom mestu je �n � ����n� � ��n i ne
zavisi od k�

Rexe�e koje koristi uslovne verovatno�e dobi�emo ako posmatramo niz
��neuspeha	
 prvi k�uq nije otvorio orman� drugi k�uq nije otvorio orman� � � � �
�k � ���vi k�uq nije otvorio orman� a k�ti jeste� Ako sa Ak oznaqimo doga�aj

orman je otvoren k�uqem k� tada je tra�ena verovatno�a

P �A�A� 	 	 	Ak��Ak�

� P �A��P �A��A�� 	 	 	P �Ak���A� 	 	 	Ak���P �Ak�A� 	 	 	Ak���

�
n� �

n
	
n� �

n� �
	 � � � 	

n� �k � ��

n� �k � ��
	

�

n� �k � ��
�

�

n
�

Neka su H�� H�� � � � � Hn sluqajni doga�aji koji qine potpun sistem doga�aja
i neka je A neki doga�aj iz istog prostora verovatno�a� Verovatno�a doga�aja
A se mo�e izraqunati po formuli

�
� P �A� �

nX
j��

P �Hj�P �A�Hj��

Sluqajni doga�aji Hj � j � �� �� � � � � n se nazivaju hipoteze� a formula �
� se
naziva formula potpune verovatno�e�

Dokaz formule potpune verovatno�e se zasniva na slede�oj reprezentaciji
A � A	 � A � �H� �H� � 	 	 	 �Hn� �

Sn

j�� AHj � Kako su doga�aji AHi i AHj �
za i �� j disjunktni� dobijamo da je verovatno�a doga�aja A jednaka

P �A� � P

� n�
j��

AHj

�
�

nX
j��

P �AHj��

Zbog P �AHj� � P �Hj�P �A�Hj�� dobijamo formulu potpune verovatno�e �
��
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Verovatno�e P �Hj� se nazivaju apriorne verovatno�e hipoteza� Ako se
zna da se realizovao doga�aj A� mo�emo odrediti verovatno�e P �Hj�A�� za
svako j � �� �� � � � � n� Te verovatno�e se nazivaju aposteriorne verovatno�e
hipoteza�

Koriste�i formulu potpune verovatno�e aposteriorne verovatno�e raqu�
namo po formuli

�

� P �Hk�A� �
P �Hk�P �A�Hk�
nP

j��

P �Hj�P �A�Hj�
� k � �� �� � � � � n�

Formula �

� se naziva Bajesova formula�

U opxtem sluqaju je P �Hk� �� P �Hk�A�� Jednostavno se proverava da� u

opxtem sluqaju� va�i

nP

k��

P �Hk�A� � �� xto se mo�e primeniti pri rexava�u

zadataka
 
a� kao provera da li je zbir svih izraqunatih verovatno�a jednak ��

b� kao mogu�nost da se jedna od verovatno�a izraquna pomo�u ostalih �n� ��
verovatno�a�

Neka su A i B dva doga�aja iz istog prostora verovatno�a i neka u tom
prostoru H�� H�� � � � � Hn qine potpun sistem doga�aja� Tada va�i i

P �B�A� �

nX
j��

P �Hj�A�P �B�AHj��

Primer �� Xet�a

Putnik kre�e iz mesta A� sluqajno biraju�i put na svakoj raskrsnici� bez
vra�a�a unazad� Odrediti verovatno�u da stigne u mesto B� Ako je stigao u
mesto B� kolika je verovatno�a da je proxao kroz mesto M�

Rexe�e� Neka M oznaqava dolazak u mesto M � a B�M dolazak u mesto B�
ako putnik polazi iz mesta M � i analogno za ostale sluqajeve� Tada imamo

P �B� � P �B�M�P �M� � P �B�N�P �N� � P �B�S�P �S�

�
�

�
	
�

�
�

�

�
	
�

�
�

�

�
	
�

�
�

��

��
�
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Ako je putnik stigao u mesto B� verovatno�a da je proxao kroz mesto M je

P �M�B� �
P �B�M�P �M�

P �B�
�

��� 	 ���

�����
�

�

��
�

Napomena� Dati primer se� po svojoj strukturi� poklapa sa slede�im
 U
tri istovetne kutije nalaze se raznobojne kuglice jednakih dimenzija� U prvoj
kutiji� oznaqimo je saM � nalazi se �a kuglica� od kojih je a belih� a plavih i a
crvenih� u drugoj kutiji� oznaqimo je sa N je �j kuglica i to j belih i j zelenih�
a u tre�oj kutiji� oznaqimo je sa S nalazi se �r kuglica i to po jednak broj
belih� sivih� braon i �utih� Na sluqajan naqin iz jedne od kutija se bira jedna
kuglica� Odrediti verovatno�u da je ona bele boje� Ako je izabrana kuglica
bele boje� odrediti verovatno�u da je izabrana iz kutije oznaqene slovom M �

Primer 	� Kuglice� kuglice� � � �

U tri istovetne kutije nalaze se kuglice jednakih dimenzija� U prvoj kutiji
� belih i � xarene� u drugoj kutiji � belih i � xarene� a u tre�oj kutiji � bele
i � xarene� Na sluqajan naqin se izabere jedna kuglica iz prve kutije i prebaci
u drugu kutiju� Od svih kuglica koje se sada nalaze u drugoj kutiji na sluqajan
naqin se izabere jedna i prebaci u tre�u kutiju� Zatim se iz tre�e kutije na
sluqajan naqin uzimaju dve kuglice� Odrediti verovatno�u da su obe bele boje�

Rexe�e� Neka je A doga�aj
 iz tre�e kutije izabrane su dve bele kuglice�
Imamo potpun sistem koji qine doga�aji H� i H�� gde je H� doga�aj
 iz druge
u tre�u kutiju prebaqena je kuglica bele boje� a H� doga�aj
 iz druge u tre�u
kutiju prebaqena je xarena kuglica� Tada je� po formuli potpune verovatno�e

P �A� � P �A�H��P �H�� � P �A�H��P �H�� � ��� 	 ���P �H�� � ��� 	 ���P �H���

Treba odrediti P �H�� i P �H��� Sada imamo potpun sistem doga�aja koji qine
doga�aji M� i M�� gde je M� doga�aj
 iz prve u drugu kutiju prebaqena je
kuglica bele boje� a M� doga�aj
 iz prve u drugu kutiju prebaqena je xarena
kuglica� Po formuli potpune verovatno�e je

P �H�� � P �H��M��P �M�� � P �H��M��P �M�� � ����� 	 ��� � ���� 	 �������

Analogno je

P �H�� � P �H��M��P �M�� � P �H��M��P �M�� � ���� 	 ��� � ���� 	 ����

Zame�uju�i u izraz za P �A� dobijamo da je P �A� � ��������

Primer 
� Oset�iva pita�a

U grupi anketiranih osoba� anketa je anonimna� svaki uqesnik prvo baca
numerisanu kocku� a zatim novqi�� Ako pri baca�u novqi�a dobije ��pismo	�
tada odgovara na pita�e ��A	� a u suprotnom sluqaju odgovara na pita�e ��B	�
Na listi�u anketirani zapisuje odgovor 
na ono pita�e na koje je odgovarao�
ali� naravno ne pixe na koje je pita�e odgovarao�� Pita�a su


��A	 da li ste dobili paran broj pri baca�u kocke�

��B	 da li ste probali neku drogu�
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U grupi je bilo �� osoba� Dobijeno je �� odgovora ��DA	� Ako smatramo da
je zbog anonimnosti ankete i ��maskira�a	 odgovora na oset�ivo pita�e� svaki
uqesnik istinito odgovarao� oceniti verovatno�u da je sluqajno izabrana osoba
probala drogu�

Rexe�e� Neka su doga�aji oznaqeni na slede�i naqin
 D � odgovor je ��DA	�
A � odgovor je dat na pita�e ��A	� B � odgovor je dat na pita�e ��B	� pa imamo
po formuli potpune verovatno�e da je P �D� � P �D�A�P �A� � P �D�B�P �B�� a
kako je P �A� � P �B� � ��� i P �D�A� � ���� proce�uju�i da je P �D� � ������
dobijamo da je P �D�B� � ������

Primer ��� Lavirint

Na jednoj od oznaqenih raskrsnica nalazi se osoba sa povezom preko oqiju�
Sa bilo koje raskrsnice sa jednakom verovatno�om �e krenuti na istok� zapad�
sever ili jug� Kreta�e se zavrxava dolaskom na neki od izlaza� koji su oznaqeni
strelicama� Ako kreta�e nije vremenski ograniqeno� kolika je verovatno�a da
�e ta osoba iza�i iz lavirinta na jedan od izlaza na ju�noj strani�

Rexe�e� Neka Rj oznaqava stiza�e na neki od izlaza na ju�noj strani� ako
se po�e od raskrsnice Rj � Po formuli potpune verovatno�e je
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	 � �
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P �R�� �
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Rexava�em ovog sistema jednaqina dobijamo

P �R�� � P �R�� � ������ P �R�� � ������ P �R�� � P �R�� � ������

P �R�� � ����� P �R�� � P �R
� � ������ P �R	� � ������

Primer ��� Na ivici provalije

Na ivici provalije stoji pijanica koji sa verovatno�om p qini korak na�
pred 
i pada u provaliju�� a sa verovatno�om �� p qini korak nazad� Kolika je
verovatno�a da �e upasti posle najvixe pet koraka� Kolika je verovatno�a da
�e upasti u provaliju ako se 
neograniqeno dugo� ��xeta	 koracima iste du�ine�

Rexe�e� Ivica provalije oznaqena je taqkom �� provalija ����� a ��qvrsta	
zem�a ����� ����� itd� 
videti sliku��

Mo�e upasti posle prvog koraka� ili posle tre�eg ili posle petog� Te
mogu�nosti su disjunktne� i verovatno�a tra�enog doga�aja je zbir verovatno�a
ova tri doga�aja� Tako su� na primer� nizovi koraka �� ����� �� ����� �� � i ��
����� ����� ����� �� � nizovi koji dovode do upada�a u provaliju u petom koraku�
Pretpostav�amo da iz svake taqke ide napred sa verovatno�om p i da su ��koraci	
me�usobno nezavisni� Zbog svega toga je verovatno�a da �e upasti u provaliju
posle najvixe pet koraka

P �A� � A� � A�� � P �A�� � P �A�� � P �A�� � p� ��� p�p� � ���� p��p��

Ako ne ograniqavamo broj koraka� imamo da mo�e upasti posle prvog� ili tre�eg
ili� uopxte� posle neparnog broja koraka� Ako oznaqimo sa p� tra�enu vero�
vatno�u� onda je� po uslovima zadatka to istovremeno i verovatno�a stiza�a
u taqku � iz taqke ����� u taqku ���� iz taqke ����� i sliqno� iz taqke �k� u
taqku �k � ��� Ako je p� verovatno�a stiza�a u taqku 
�� iz taqke ����� onda je
oqigledno da va�i p� � p�

�
� S druge strane� po formuli potpune verovatno�e je

verovatno�a stiza�a u taqku 
�� iz taqke � jednaka

p� � p 	 � � ��� p�p� � p� ��� p�p�
�
�

Rexe�a te kvadratne jednaqine su p� � �� p� � p���� p�� Kako za p � ��� va�i
p��� � p� � � sledi da je u tom sluqaju rexe�e p� � �� tj� da sigurno upada
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u provaliju 
ako je dovo�no ��uporan	 i xeta se neograniqeno dugo tom istom
pravolinijskom stazom koja se zavrxava u provaliji�� Ako je p � ���� onda je
verovatno�a stiza�a u taqku 
�� jednaka p� � p���� p��

Primer ��� Vremenska prognoza

U jednoj oblasti u toku dana mo�e biti ili kixovito ili sunqano vreme�
Ako je dan sunqan� verovatno�a da �e slede�eg dana padati kixa je ���� a ako je
dan bio kixovit� verovatno�a da �e slede�eg dana biti sunqano je ����


a� Ako je u qetvrtak padala kixa� odrediti verovatno�u da �e u nede�u
biti sunqano vreme�


b� Ako je ����� padala kixa� koja je verovatno�a da �e ����� padati kixa�

Rexe�e� 
a� Uvedimo oznake
 Ps � petak� sunqano vreme� Pk � petak� ki�
xovito vreme� Ss � subota� sunqano vreme� Sk � subota� kixovito vreme i Ns �
nede�a� sunqano vreme� Po formuli potpune verovatno�e je

P �Ns� � P �Ns�Ss�P �Ss� � P �Ns�Sk�P �Sk� � ��� 	 P �Ss� � ��� 	 P �Sk��

Analogno je

P �Ss� � P �Ss�Ps�P �Ps� � P �Ss�Pk�P �Pk� � ��� 	 P �Ps� � ��� 	 P �Pk��

P �Sk� � P �Sk�Ps�P �Ps� � P �Sk�Pk�P �Pk� � ��� 	 P �Ps� � ��� 	 P �Pk��

Kako je P �Ps� � ���� P �Pk� � ���� dobijamo P �Ss� � ����� P �Sk� � ����� i
konaqno P �Ns� � ������


b� Da ne bismo� kao u sluqaju 
a� raqunali potrebne verovatno�e redom za
svaki dan� postupi�emo malo drukqije� Neka Dk oznaqava doga�aj da je k�ti dan
posle ����� kixovit� a Dk oznaqava doga�aj da je k�ti dan posle ����� sunqan�
Ta dva doga�aja qine potpun sistem doga�aja� za svako k� Po formuli potpune
verovatno�e je

P �Dk� � P �Dk�Dk���P �Dk��� � P �Dk�Dk���P �Dk���

� ���P �Dk��� � ������ P �Dk���� � ��� � ��� 	 P �Dk����

Koriste�i dobijenu rekurentnu formulu nalazimo da je

P �D��� � ��� � ��� 	 ��� � 	 	 	� ����
 	 ��� � ����� 	 P �D��

� ��� � ��� 	 ��� � 	 	 	� ����
 	 ��� � ����� 	 ��� �
�

�
� ���� 	 ������

Ista rekurentna formula daje da P �Dk�� ��� ako k ���

Primer ��� Jednostavni model iz teorije informacija

Jedna od informacija a�� a�� a� treba da se prenese� Poznate su verovatno�e
sla�a tih informacija i one su redom jednake p� � ���� p� � ���� p� � ����
Zbog postoja�a smet�i u kanalu veze svaka od informacija a�� a�� a� bude u
izvesnoj meri izme�ena i mogu�e informacije na prijemnom aparatu su b�� b��
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b�� b�� b�� b�� Poznate su verovatno�e pij prima�a informacije bj ako je poslata
informacija ai i te verovatno�e su date u tabeli

pij b� b� b� b� b� b� �

a� ��� ��� ��� � � � �

a� � � ��� ��� ��� � �

a� � � � � ��� ��� �

Odrediti verovatno�e qji da je prim�ena informacija bj ako je poslata
informacija ai�

Rexe�e� Odredi�emo najpre verovatno�e qj prima�a informacije bj � Te
verovatno�e se odre�uju po formuli potpune verovatno�e

qj � p�p�j � p�p�j � p�p�j � j � �� �� � � � � �

i imamo q� � ����� q� � ����� q� � ����� q� � ����� q� � ����� q� � ����� Tra�ene
verovatno�e qji se raqunaju po Bajesovoj formuli

qji � P �ai�bj� �
P �bj�ai�P �ai�

P �bj�
�
pijpi
qj

� j � �� �� � � � � �� i � �� �� ��

Tako dobijamo

qji b� b� b� b� b� b�

a� � � ��� � � �

a� � � ��� � ���� �

a� � � � � ���� �

� � � � � � �

Kao princip dekodira�a usvojimo pravilo
 ako je prim�ena informacija
bj � smatramo da je poslata ona od informacija ai za koju je

gji � max
i

qji�

U tom smislu� za navedeni primer imamo
 ako je prim�ena informacija b�� b�
ili b�� smatramo da je poslata a�� ako je prim�ena b� smatramo da je poslata
a�� i ako je prim�ena b� ili b�� smatramo da je poslata a��

Uslovne verovatno�e se prime�uju i u vezi uslovnog matematiqkog oqekiva�
�a� Ovde o tome ne�e biti govora� Na kraju navodimo jox korix�e�e formule
potpune verovatno�e u vezi sluqajnih promen�ivih definisanih na jedan pose�
ban naqin�



Uslovne verovatno�e� Nezavisnost ��

Primer ��� Mexavine sluqajnih promen�ivih

Neka su X�� � � � � Xk proizvo�ne sluqajne promen�ive� Sluqajna promen�i�
va Y je mexavina sluqajnih promen�ivih X�� � � � � Xk ako je

Y � Xj sa verovatno�om pj � j � �� �� � � � � k�

pri qemu je
kP

j��

pj � �� Ka�e se da su X�� � � � � Xk komponente sluqajne promen�

�ive Y � Odrediti funkciju raspodele za Y �

Rexe�e� Funkcija raspodele FY �x� sluqajne promen�ive Y se odre�uje po
formuli potpune verovatno�e na osnovu funkcija raspodele Fj�x�� j � �� �� � � � � k
komponenata X�� � � � � Xk� Imamo da je

FY �x� � P �Y � x� �
kX

j��

P �Y � x�Y � Xj�P �Y � Xj�

�

kX
j��

P �Xj � x�P �Y � Xj�

�

kX
j��

pjP �Xj � x� �

kX
j��

pjFj�x��

Dakle� funkcija raspodele mexavine sluqajnih promen�ivih je linearna kombi�
nacija funkcija raspodele komponenata� U pita�u je tzv� konveksna kombinacija�
jer su koeficijenti pozitivni i zbir im je jednak �� Dobijeni rezultat mo�emo
koristiti da se podsetimo na karakteristiqne osobine funkcije raspodele i uo�
qimo da se te osobine oquvavaju i u linearnoj konveksnoj kombinaciji funkcija
raspodele�

Ako su X�� � � � � Xk neprekidne sluqajne promen�ive sa gustinama raspodele
gj�x�� j � �� �� � � � � k� tada je gustina raspodele gY �x� sluqajne promen�ive Y
linearna kombinacija gustina raspodele komponenata

gY �x� �

kX
j��

pjgj�x��

Na osnovu toga dobija se i da je matematiqko oqekiva�e za Y linearna kombi�
nacija oqekiva�a komponenata�


