HACTABA MATEMATUWURE HA ARYJITETUUMA

np HoBuna Baaxuh

IIPUMEP KOPUIITREIHLA BEKTOPA

1. ¥YBonm

Baskan mpobiem reomerpuje je pazyMeBame IpocTopa. HacTaBa amaaunTHUKe re-
oMeTpuje IPy:ka MUPOKe MOTYNHOCTH 1a Ce KOX CTyIeHATa U yYeHUKa pa3suje ocehaj
3a MpOCTOP KopucTeNM BEKTOPCKM U AHAJATUYKA amapar. ¥ TY CBPXY KOPHCTHO CaM
HeobaBe3He, MHTEPECAHTHE 33JaTKe KOju MOTY IOMONW CTYXEHTHMA M HANpPeTHjUM
CPeIHBOMKONIIMA 3 CAMOCTANHO H0Dy 10 Ba:KHUX mAeja, mojMoBa u TBphema.

Y pamy ce HaBOIE MCKyCTBA M WAEje IO KOJUX je MONIIO HEKOJUKO TeHePaId-
ja crynenara pemasajyhn cremehin sanarak H. b. Bacuaesa (oGjasmen y Ksanty,
M119, 12/1971).

3AIOATAK 1. Heka je mar mommemap P. CBakoj meroBoj CTpaHu ce MPUAPYKYje
BEKTOD, HODMAJIAH HA CTPAHy, KyKUHE jeHAKE MOBPIIMHU CTPAHE U YCMEPEH CIOJbA.
OmpemuTu 36up CBUX TAKBUX BEKTOPA.

Uctospemeno, crynentuma je 6uo monyhen cnemehm camuan 3anaTak y paBHM.

3AOATAK 2. Hega je mat komBekcan papan mosiuror II. CBakoj meroBoj crpanu
ce MPUAPYXKYje BEKTOD HOPMAJAH HA Ty CTPAHY, YCMEPEH CHOJba U IYKUHE jeTHAKE
nyxuHn Te crpane. Omppenutu 30UMp CBUX TAKBUX BEKTODA.

Cnuxa 1. [lonuenap P, momurou Il n npuapyskxenn BekTopu
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Pemasajyhu HaBenenu 3a1aTak, \HEroBe CIenujaine cIydajeBe U JBOIAMEH3MOHN
AaHAJIOTOH, CTYACHTH W hHal MOry caMOCTajJHO nohm mo ciemehux mpeja, mojMoBa u
Besa:

— DPa3AGZAKE NOAUEOPE U TLOAUZONG KA MEMPAOPE U MPOY2A08€,

— NPUMERE BEKMOPCKOZ NPOU3COIQ,

— geze uamehy 6eKmopa U HUTOBUT HOPMAARUT TP OJEKYUIT,

— ge3a usmely nospuwURe NOAUZORG U HE20EE HODMAANE NP OJEKUUTE,
— eesa usmely pomayuje u 86eKMOpa (AUKEAPHO NPECAUKAEADE),

— Mmozyhnocm 0a ce 0800UMENIUONU NPOOAEM PEWU NOCMEMPATHEM 00208a4D 0~
Jjyhiez mpooumenzuonoz npobaema.

OsBaj mpobieM je mOromaH W 3a pam ca HAIPEIHHJUM Cpemnmomioamuma. I[loro-
nEIM 1360POM 3aaTaka u mpuMepa Damy u CTyZEeHTH ce MOTY HaBeCTH Aa CAMOCTAJHO
mohy u mo Apyrux BasKHUX UIEja U MOJMOBA.

2. HauuHU pemaBama

Hajrpahu mavun 3a pemaBame OBOr 3aJaTKa Ce 3aCHHBA HA cieneloj GU3MIKO]
uaTepuperanuju. llocMarpajMo y HEKOM XOMOTEHOM (IyHAY Ie0 TOT (Iymaa KOju
uMa GopMy 3aHaTOr moamenpa. llpuTucak Guymma Ha CTPAHY TOT HOIUEIPA TPOMOP-
IUOHAJAH je MOBPIIMHA U YCMEPEH HOPMAJHO HA CTPAHy. ¥ KyIaH IPUTUCAK je YIPABO
onpebher 36upoM CBUX TAKBHX BeKTOpa. KaKO M3 MCKYCTBA 3HAMO Ja Ce Taj MOJIIenap
y Quyumny me Om kperao, 3akmpydyjeMo ma je pesynryjyha cmma, ogHOCHO 36mp THX
BeKTOpA jeqHak 0.

Hasemumo cama nse ,MaTeMaTHuke mieje Koje c€ MOTY KOPHUCTUTH 33 PemraBa-
Be OBOI 33JaTKAa. JexHA HmAeja ce 3aCHMBA HA pa3jaramy NOJIHEAPA HA TeTpaenpe
(pememe objasmeno y Ksanry, 8/1972). Ilpyru HaumH je Be3aH 3a MIOCMATPAme CBUX
moryhux mpojeknuja Tpa:keHOr 30mpa BekTOpa. Ipyrum 3amaTak ce MOXke jeJHOCTABHO
pemuTy u ynorpeboMm poramuje. Y HApPETHNM OIEBIUMA Ce HABOAE IETAaJhU OArOBa-
pajyhux pemema.

IIPUMEOBA. IIpe mero mro mpehemo Ha pemaBame 3a1aTaka, TIOTIYHOCTH U Mpe-
NU3HOCTH Pajd, NeGUHUITNMO BEKTOP. Bexmop je Kiaca eKBUBAJEHNUjE y OIHOCY HA
cnenehy penanujy mepumucamy Ha ckymy ypebhemmx maposa Tauaka. Ilaposu (A, B)
u (Aq,By) Cy eKBUBAJEGHTHA aKO W caMo ako ay:xku AB; mw BA; umajy 3ajeIaundko
cpemuinTe.

[Ipumernmo Hajupe na je 3a IPOM3BOJBAH Mapajeienunen Tpaskenu 30up 0 Te ce
IOKa3yje Ja TO BaKW W y ONIITEM CIyda]y.

3. Meropma pa3narama

Hera S;, i = 1,...,n, o3HauaBajy crpane mommenpa P, ¥; o3HauaBajy 0oAroBa-
—_ n
pajylie Bexktope, a ¥ p 36up cBux Bekropa ¥;, », ¥;. Pasmomumo cana monuenap
i=1
P ua yumjy rerpaemapa T,, a = 1,...  k Tako ma mpowW3BOJBHA NBA TETPAEAPA CY
JUCjYHKTHA HIN UMAjy 3ajeIHWYKY CTDAHY, HBANY WX BPX IOJHENPA.
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Cnuka 2. Pa3narame nonuenpa Ha TeTpaeape

Ha mpumep (camka 2), TpocTpana mpusMa ce pasiake HA TPH TETPaenpa a mpo-
U3BOJBAH KOHBEKCAH MOJIMEJAD Ce HAJUpPe pa3iaske HA TUPAMUIE a OHE Najhe Ha TeTpa-
enpe. Cama ce cTpamama IpOM3BOJBHOT TeTpaenpa 1, MOmEIH OAroBapajynum BEKTOP

—

U BUXOB 30Hp ce o3HauaBa ca X 7, . llokaxuMo na ce Taj 30Ep yBek aHyJIHpA.

JIEMA 1. Hexa je T mempaedap. Tada je E)T =0.

e

Joxasz. Osmaummo Temena terpaempa 1 ca O, A, B, C u OA = @, OB

—
oC =¢.
Kopucrehu nepuannujy BexkTOpCKOr mpomsBoma mobujamo

Sr=i +ils+ iy +ida=bxa+Exb+axe+(b—a) x (@—a).

360r quCcTpuOYTUBHOCTH BEKTOPCKOT MHOKEHA MpeMa Cabupamy BEKTOPA je

o

Yr=bxd+cxb+adx+bx—-bxd—axc=0,

mwTo je u Tpebano mposepuru y Jlemu 1. m

=b,
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Cnuxa 3. Terpaemap OABC Cruka 4. 3ajeHudKa yHyTpallihba CTpaHa TeTpaeaapa

Pewewe 3adamrka 1 cama ciaenum m3 dumeHUNE 1a je 30up BEKTOPA KOju OArOBa-
—
pajy cBUM TeTpaeapuMa jeqHAK MOJA3HOM 30upy X p,

k
TS Ty -0
a=1

Osa ¢opmyna cmemu u3 cienehe amanmze. CrpamHa TeTpaenpa W3 pasiarama MOPA
JEKATY HA TPAHUNU MOJUENPa P Wim y BeroBoj yHyTpPamBOCTA. AKO je y HeroBoj
YHYTPAII®BOCTHA, OHAA je OHA 3ajeTHUYKA 3a TAYHO JBA TeTpPeApa Te Cy O] OIroBa-
pajyhu Bexropu cympoTHum, ciauka 4.

Crpame TeTpaepa Koje Jexe HA TPAHUIU MOJIUEAPA, MPUIAIAJY HEKOj O CTPAHA
nonuenpa, wa opumep S;. CBaka TakBa CTpaHa DPUNATA TAYHO jeTHOM TETPACAPY
u 30up muMa oAropapajyiumx BekTOpa je jeaHak BEKTOpPY cTpame S;, TO jecr ¥; =
Uoy + -+ + Uy, (BUEETH CIEEY 5).

-

Tuwme je mokaszaHo ma je 30up CBUX IPUIAPYKEHUX BEKTOpA jenHak (. m

Cnura 5. Pa3marame cTpana Terpaepa Cnura 6. [Ipu3ma mpuapy»keHa [IOJIUCOHY
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Jemra ox moryhuocT: 3a pemasame 3azaTka 2 je ga ce MCKOPUCTH IPETXOTHN
pesyiarar ogHOoCcHO na ce monurouy Il mpmapyxu nonuenap P Ha jeqHOCTABAH HAYWH.

Pewewe zadamxa 2. lpuapyxumo monurony Il mpumamy P uumja je 6asza II a
U3BOJHANA HOpMaJHa Ha Il u jenuandne myxume (ciaumka 6).

Ha ocmoBy 3amarka 1 36up CBUX OpUAPY:KEHHX BEKTOPa je 0. [Ipumerumo na
ce BEeKTOPH KOju OArOBapajy OCHOBaMa MOHUIITABAjy a BEKTOPU DOYHMX CTpaHA MpHU-
3me P ce moknamajy ca BEKTOpHMAa IPUIAPYKEHEM crpanama moiurosa II, mro maje
pe3yiaTar. B

IIpumedba. 3a mpumeny upse merone (pasmarame) IPETIOCTABKA O KOHBEKCHO-
cru mmje Heonxoxua. OHA ce KopucTH y HapemHoMm pememny. OBme je TOBOJBHO 3a-
XTEBATH M3 je FPAHNYHA, MOJIKENAPCKA TOBPII OPUjeHTAOUIHA, OJHOCHO O3 NOMYIITA
pasmarame Ha KOHBEKCHE IOJUeIpe.

4. Meropga npojekToBama

—
Jlpyru HAYWH oA Ce PemrW 3aJaTak Ce 3aCHMBA HA NPOjEeKTOBAa’mY BEKIOPA X p I
Y 11 ma mpu3BosbHY mpaBy. Osme hemo Hajupe pemuTu IPyru 3aKATAK.

Lpyeo pewewe Jadamrka 2. VIzabepumo y paBau moaurona Il HopMmasHe mpase
! n k u Ha BUMa pegoM jeamHUMYHe BeKTOpe € u 7 (m3abpane Tako na (€, 1) uMa ncTy
opujenTanujy kao u (¥;,d;)).

Cnuxa 7. [IpojekToBambe Ha npaBe | u k Cnura 8. [Ipojeknuja monuroHa Ha paBaH

ITora3yje ce ma je mpojermmja BEKTOpA E)H HAa ocy [ jemmaka 0. Osmagmmo ca
d;, 1 <1 < n, Bexrop crpame nosurona II, a ca ¥;, 1 < i < n, IPUAPYKEHA BEKTOP
n
n E)H = E 171
=1
[Toxpcernmo ce caia OCHOBHIX OCOOMHA IPOjeKTOBa®mA BeKTOpa Ha ocy. O3Haunmmo
ca Pr; mopmanny mpojermujy BekTopa w3 pasBHu Ha mpasy [. HaBemumo nBa Ba:kHA
CBOjCTBA mpojexToBama (0e3 mokasa) y obuumky ciemehe meme.
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JIEMA 2. 3a npoussonme sexmope @ u bu npaey [ je
(i) Pr;(@+b) = Pr;@+ Pr; b,

(i) Prd=|a

cos Z(E,d)e. m

=4 — — — —
(1) Py, Sn=Pr(th + - +0,) =Pr ¢y +---+Pr; 0,
= (|th|cos 1 + - - - + |Ty| cos ¢,,)€,
rae je ¢; yrao wamelhy Bekropa ¥; u €. Ilpumetumo ma je ¢; ncTtoBpeMeno yrao usmehy
BekTopa ; u 7. Kako Bexkropu @; oxpebhyjy monuron, ro je @; +---+d, = 0, omgocuo
(2) 0 =Pru(@ +---+an) =Pryd + -+ Prpn

= (|@1| cos @1 + -+ - + |@n| cos ¢, ).

— _,
Kako ¢y @; m ¥; Bekropum mctux nysuna, 7o u3 (2) u (1) caemn Pr; ¥ = 0 3a
IPOM3BOJBHY TpaBy [, a omarie ciean ma je U1 + -+ ¥, = 0. m
Canura maeja ce MOKe MCKOPUCTUTH U 33 MPOM3BOJbAH KOHBEKCAH MOJMENAD.

Pewewe 3adamra 1. Heka je | mpousBosmHa TpaBa y TPOCTOPY U € jeAMHAIHE
BekTOp ca mpase [. Tarobe, meka je m paBam HopMmaJaHa Ha [. Dupa ce opujenramm-
ja paBHE T Tako ga € ca m3abpaHOM OPHUjEeHTANUjoM 3a 7 daje OPUjeHTANM]y LEeJOr
mpocTopa. Kao u y mpeTxomHoM Ciaydajy je

N
Pr, ¥ :Prl(171+~~~+17n) =Py ¥+ --+Pr; 0,
= (] cos g + -+ [5] cos 6,)¢

C mpyre cTpase, ICTOBPEMEHO ce CTpaHa moamenpa S; HOPMANHO MPOjeKTyje Ha Mo-
aurou F; y paBHHU 7.

Baxro je mpumerntr ma je
Hospmuna(F;) = Mospmuna(S;)| cos ¢;|.

ITocmarpajmo cama mpecankaBame Pr; koje opujeHTHCaHe TOJUTOHE U3 IPOCTOPA HOP-
MaJHO IPOjeKTyje Ha PaBaH M IPHU YeMy je

(3) Pr, S; = llospmura(F;) = lospmura(S;) cos ¢;,

rze ce 3HaK + Oupa ako je yrao mamely ¢; u € omrap u 3HAK — y CYIPOTHOM CIIy4ajy.
Kama mpojexrosame Pr, mpumerumo Ha ey moamegapcKy DOBPII KOOHjaMo

(4) Prr(S1)+ -+ Pra(Sn) =0,

jep mpojeknmja mommempa ompehyje KOHBEKCAH MOJWIOH y PaBHH 7 TAKaB Ja Ce HA
CBaKy TAQUKy U3 YHYTPAIIBHOCTH TPOJEKTY]y TAUHO NBE TaUKe Ca MOJUeIapCKe MOBPIIN,
a \uMa oarosapajyhe crpame moamenpa ce mpojeknujom Pr, camkajy y cymporHe
Opojese.



IIpumep ropumthema BekTOpa 53

Cnura 9. IIpojexToBaibe monuenpa Ha paBaH Cuurka 10. Poranuja u cabupaibse BekTOpa
Axo mpumennmo (3), us popumyme (4) mobmjamo
Hospmuna(S; ) cos ¢y + - - - + Hospmuna(S, ) cos ¢, = 0.

C o63upom za je Iloppmuna(S;) = |¥;| caenn pememe 3azaTka 1. m

IIpumedba. Y upBoM pememy (MeTOIa pasiarama) IPOjeKTOBAmE Ce He KOPUCTH
MUPEKTHO. A IPUMETHMO [a U M3a TOT Pellelkha e HaJa3H IPOjeKToBame. Kopuctu
ce 3a JOKa3uBame MUCTPUOYTUBHOCTH BEKTOPCKOT MHOKEHA IpeMa cabupamy BEKTO-

pa.
5. JIuHeapHa mpecJIMKaBamba

3amaTag 2 MO¥e DOMONE I3 IPWIMKOM YBODema mojMa BEKTOPA CTYIEHTH CaMO-
cTaJHo, kopucrehn exemenTapuy reomerpujy, 0Dy 0 IMHEAPHUX NPECIMKABAMA U
BUXOBe yiore y reomerpuju. To ce maycTpyje caenehum pememem.

Tpehe pewewe Jadamrka 2. O3maunmo ca R poTanujy BEKTOpa PABHU 33 IPAB
yrao, R: V? — V2, Osze V? o3mauaBa CKyI BeKTOpa y paBEH. Kopmcrelinm enemen-
TapHy TeOMeTpHjy, MOILYITAPHOCT, je JHOCTABHO Ce MPOBEpPaBa Oa Ce pOoTaluja CIake
ca cabupameM BEKTOPa, O0JHOCHO

- -

R(@+ D) = R(@) + R(D)

L -
3a mpou3sBoJbHE BekTope @ u b (caura 10).

Kako je 36or npernocrasku 3amarka 2. R(d;) = ¥;, 360r (7) ce rBpheme 3anaTra
mobuja mpuMeHoM poTanuje R Ha 30up

@1+ +d, =0



