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�� Uvod

Va�an problem geometrije je razumeva�e prostora� Nastava analitiqke ge�
ometrije pru�a xiroke mogu�nosti da se kod studenata i uqenika razvije ose�aj
za prostor koriste�i vektorski i analitiqki aparat� U tu svrhu koristio sam
neobavezne� interesantne zadatke koji mogu pomo�i studentima i naprednijim
sred�oxkolcima da samostalno do�u do va�nih ideja� pojmova i tvr�e�a�

U radu se navode iskustva i ideje do kojih je doxlo nekoliko generaci�
ja studenata rexavaju�i slede�i zadatak N� B� Vasileva �objav	en u Kvantu�
M

�� 
�

��
��

Zadatak �� Neka je dat poliedar P � Svakoj �egovoj strani se pridru�uje
vektor� normalan na stranu� du�ine jednake povrxini strane i usmeren spo	a�
Odrediti zbir svih takvih vektora�

Istovremeno� studentima je bio ponu�en slede�i sliqan zadatak u ravni�

Zadatak �� Neka je dat konveksan ravan poligon �� Svakoj �egovoj strani
se pridru�uje vektor normalan na tu stranu� usmeren spo	a i du�ine jednake
du�ini te strane� Odrediti zbir svih takvih vektora�

Slika �� Poliedar P � poligon � i pridru�eni vektori
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Rexavaju�i navedeni zadatak� �egove specijalne sluqajeve i dvodimenzioni
analogon� studenti i �aci mogu samostalno do�i do slede�ih ideja� pojmova i
veza�

� razlaga�e poliedra i poligona na tetradre i trouglove�

� primene vektorskog proizvoda�

� veze izme�u vektora i �ihovih normalnih projekcija�

� veza izme�u povrxine poligona i �egove normalne projekcije�

� veza izme�u rotacije i vektora �linearno preslikava�e��

� mogu�nost da se dvodimenzioni problem rexi posmatra�em odgovara�
ju�eg trodimenzionog problema�

Ovaj problem je pogodan i za rad sa naprednijim sred�oxkolcima� Pogo�
dnim izborom zadataka i primera �aci i studenti se mogu navesti da samostalno
do�u i do drugih va�nih ideja i pojmova�

�� Naqini rexava�a

Najkra�i naqin za rexava�e ovog zadatka se zasniva na slede�oj fiziqkoj
interpretaciji� Posmatrajmo u nekom homogenom fluidu deo tog fluida koji
ima formu zadatog poliedra� Pritisak fluida na stranu tog poliedra propor�
cionalan je povrxini i usmeren normalno na stranu� Ukupan pritisak je upravo
odre�en zbirom svih takvih vektora� Kako iz iskustva znamo da se taj poliedar
u fluidu ne bi kretao� zak	uqujemo da je rezultuju�a sila� odnosno zbir tih

vektora jednak ���

Navedimo sada dve ��matematiqke� ideje koje se mogu koristiti za rexava�
�e ovog zadatka� Jedna ideja se zasniva na razlaga�u poliedra na tetraedre
�rexe�e objav	eno u Kvantu� �

����� Drugi naqin je vezan za posmatra�e svih
mogu�ih projekcija tra�enog zbira vektora� Drugi zadatak se mo�e jednostavno
rexiti i upotrebom rotacije� U narednim ode	cima se navode deta	i odgova�
raju�ih rexe�a�

Primedba� Pre nego xto pre�emo na rexava�e zadataka� potpunosti i pre�
ciznosti radi� definiximo vektor� Vektor je klasa ekvivalencije u odnosu na
slede�u relaciju definisanu na skupu ure�enih parova taqaka� Parovi �A�B�
i �A�� B�� su ekvivalentni ako i samo ako du�i AB� i BA� imaju zajedniqko
sredixte�

Primetimo najpre da je za proizvo	an paralelepiped tra�eni zbir �� te se
pokazuje da to va�i i u opxtem sluqaju�

	� Metoda razlaga�a

Neka Si� i � �� 	 	 	 � n� oznaqavaju strane poliedra P � �vi oznaqavaju odgova�

raju�e vektore� a
��

 P zbir svih vektora �vi�

nP
i��

�vi� Razlo�imo sada poliedar

P na uniju tetraedara T�� � � �� 	 	 	 � k tako da proizvo	na dva tetraedra su
disjunktna ili imaju zajedniqku stranu� ivicu ili vrh poliedra�



Primer korix�e�a vektora ��

Slika �� Razlaga�e poliedra na tetraedre

Na primer �slika ��� trostrana prizma se razla�e na tri tetraedra a pro�
izvo	an konveksan poliedar se najpre razla�e na piramide a one da	e na tetra�
edre� Sada se stranama proizvo	nog tetraedra T� dodeli odgovaraju�i vektor

i �ihov zbir se oznaqava sa
��

 T� � Poka�imo da se taj zbir uvek anulira�

Lema �� Neka je T tetraedar� Tada je
��

 T � ��

Dokaz� Oznaqimo temena tetraedra T sa O� A� B� C i
��
OA � �a�

��
OB � �b�

��
OC � �c�

Koriste�i definiciju vektorskog proizvoda dobijamo

��

 T � �u� � �u� � �u� � �u� � �b� �a� �c��b� �a� �c� ��b� �a�� ��c� �a��

Zbog distributivnosti vektorskog mno�e�a prema sabira�u vektora je

��

 T � �b� �a� �c��b� �a� �c��b� �c��b� �a� �a� �c � ���

xto je i trebalo proveriti u Lemi 
�
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Slika �� Tetraedar OABC Slika 	� Zajedniqka unutrax�a strana tetraedara

Rexe�e Zadatka 	 sada sledi iz qi�enice da je zbir vektora koji odgova�

raju svim tetraedrima jednak polaznom zbiru
��

 P �

��

 P �

kX

���

��

 T� � ���

Ova formula sledi iz slede�e analize� Strana tetraedra iz razlaga�a mora
le�ati na granici poliedra P ili u �egovoj unutrax�osti� Ako je u �egovoj
unutrax�osti� onda je ona zajedniqka za taqno dva tetredra te su �oj odgova�
raju�i vektori suprotni� slika ��

Strane tetraedra koje le�e na granici poliedra� pripadaju nekoj od strana
poliedra� na primer Si� Svaka takva strana pripada taqno jednom tetraedru
i zbir �ima odgovaraju�ih vektora je jednak vektoru strane Si� to jest �vi �
�u�� � � � �� �u�l � �videti sliku ���

Time je dokazano da je zbir svih pridru�enih vektora jednak ���

Slika 
� Razlaga�e strana tetraedra Slika �� Prizma pridru�ena poligonu
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Jedna od mogu�nosti za rexava�e Zadatka � je da se iskoristi prethodni
rezultat odnosno da se poligonu � pridru�i poliedar P na jednostavan naqin�

Rexe�e zadatka 
� Pridru�imo poligonu � prizmu P qija je baza � a
izvodnica normalna na � i jediniqne du�ine �slika ���

Na osnovu Zadatka 
 zbir svih pridru�enih vektora je ��� Primetimo da
se vektori koji odgovaraju osnovama ponixtavaju a vektori boqnih strana pri�
zme P se poklapaju sa vektorima pridru�enim stranama poligona �� xto daje
rezultat�

Primedba� Za primenu prve metode �razlaga�e� pretpostavka o konveksno�
sti nije neophodna� Ona se koristi u narednom rexe�u� Ovde je dovo	no za�
htevati da je graniqna poliedarska povrx orijentabilna� odnosno da dopuxta
razlaga�e na konveksne poliedre�


� Metoda projektova�a

Drugi naqin da se rexi zadatak se zasniva na projektova�u vektora
��

 P i

��

 � na prizvo	nu pravu� Ovde �emo najpre rexiti drugi zadatak�

Drugo rexe�e Zadatka 
� Izaberimo u ravni poligona � normalne prave
l i k i na �ima redom jediniqne vektore �e i �n �izabrane tako da ��e� �n� ima istu
orijentaciju kao i ��vi��ai���

Slika �� Projektova�e na prave l i k Slika 
� Projekcija poligona na ravan

Pokazuje se da je projekcija vektora
��

 � na osu l jednaka ��� Oznaqimo sa

�ai� � � i � n� vektor strane poligona �� a sa �vi� � � i � n� pridru�eni vektor

i
��

 � �

nP
i��

�vi�

Podsetimo se sada osnovnih osobina projektova�a vektora na osu� Oznaqimo
sa Prl normalnu projekciju vektora iz ravni na pravu l� Navedimo dva va�na
svojstva projektova�a �bez dokaza� u obliku slede�e leme�
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Lema �� Za proizvo�ne vektore �a i �b i pravu l je

�i� Prl��a��b� � Prl �a�Prl�b�

�ii� Prl �a � j�aj cos���e��a��e�

Tada je

Prl
��

 � � Prl��v� � � � �� �vn� � Prl �v� � � � ��Prl �vn���

� �j�v�j cos�� � � � �� j�vnj cos�n��e�

gde je �i ugao izme�u vektora �vi i �e� Primetimo da je �i istovremeno ugao izme�u
vektora �ai i �n� Kako vektori �ai odre�uju poligon� to je �ai� � � ���an � ��� odnosno

�� � Prk��a� � � � �� �an� � Prk �a� � � � ��Prk �an���

� �j�a�j cos�� � � � �� j�anj cos�n��n�

Kako su �ai i �vi vektori istih du�ina� to iz ��� i �
� sledi Prl
��

 � � �� za

proizvo	nu pravu l� a odatle sledi da je �v� � � � �� �vn � ���

Sliqna ideja se mo�e iskoristiti i za proizvo	an konveksan poliedar�

Rexe�e Zadatka 	� Neka je l proizvo	na prava u prostoru i �e jediniqni
vektor sa prave l� Tako�e� neka je � ravan normalna na l� Bira se orijentaci�
ja ravni � tako da �e sa izabranom orijentacijom za � daje orijentaciju celog
prostora� Kao i u prethodnom sluqaju je

Prl
��

 � � Prl��v� � � � �� �vn� � Prl �v� � � � ��Prl �vn

� �j�v�j cos�� � � � �� j�vnj cos�n��e�

S druge strane� istovremeno se strana poliedra Si normalno projektuje na po�
ligon Fi u ravni ��

Va�no je primetiti da je

Povrxina�Fi� � Povrxina�Si�j cos�ij�

Posmatrajmo sada preslikava�e Pr� koje orijentisane poligone iz prostora nor�
malno projektuje na ravan � pri qemu je

��� Pr� Si � �Povrxina�Fi� � Povrxina�Si� cos�i�

gde se znak � bira ako je ugao izme�u �vi i �e oxtar i znak � u suprotnom sluqaju�
Kada projektova�e Pr� primenimo na celu poliedarsku povrx dobijamo

��� Pr��S�� � � � ��Pr��Sn� � ��

jer projekcija poliedra odre�uje konveksan poligon u ravni � takav da se na
svaku taqku iz unutrax�osti projektuju taqno dve taqke sa poliedarske povrxi�
a �ima odgovaraju�e strane poliedra se projekcijom Pr� slikaju u suprotne
brojeve�
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Slika �� Projektova�e poliedra na ravan Slika ��� Rotacija i sabira�e vektora

Ako primenimo ���� iz formule ��� dobijamo

Povrxina�S�� cos�� � � � ��Povrxina�Sn� cos�n � ��

S obzirom da je Povrxina�Si� � j�vij sledi rexe�e Zadatka 
�

Primedba� U prvom rexe�u �metoda razlaga�a� projektova�e se ne koristi
direktno� Ali primetimo da i iza tog rexe�a se nalazi projektova�e� Koristi
se za dokaziva�e distributivnosti vektorskog mno�e�a prema sabira�u vekto�
ra�

�� Linearna preslikava�a

Zadatak � mo�e pomo�i da prilikom uvo�e�a pojma vektora studenti samo�
stalno� koriste�i elementarnu geometriju� do�u do linearnih preslikava�a i
�ihove uloge u geometriji� To se ilustruje slede�im rexe�em�

Tre�e rexe�e Zadatka 
� Oznaqimo sa R rotaciju vektora ravni za prav
ugao� R � V� �� V�� Ovde V� oznaqava skup vektora u ravni� Koriste�i elemen�
tarnu geometriju� podudarnost� jednostavno se proverava da se rotacija sla�e
sa sabira�em vektora� odnosno

R��a��b� � R��a� �R��b�

za proizvo	ne vektore �a i �b �slika 
���

Kako je zbog pretpostavki Zadatka �� R��ai� � �vi� zbog ��� se tvr�e�e zadatka
dobija primenom rotacije R na zbir

�a� � � � �� �an � ���


