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��� ME�UNARODNA MATEMATIQKA OLIMPIJADA

Jubilarna� ��� me�unarodna matematiqka olimpijada �MMO� odr�ana je u
Bukurextu u vremenu od 	�� do 

� jula 	���� godine� Na ovogodix�oj Olimpi

jadi uqestvovale su xestoqlane ekipe iz �	 zem�e sa svih kontinenata� Ekipu
Jugoslavije saqi�avalo je xest uqenika qetvrtog razreda Matematiqke gimna

zije u Beogradu� Svi su osvojili meda�e� i to Duxan �uki� zlatnu� Predrag
Glixi� i Ivan Mati� srebrne� a Rade Stanojevi�� Isidora Milin i Nikola
Petrovi� bronzane� U nezvaniqnom ekipnom plasmanu nax tim je ove godine za

uzeo qetrnaesto mesto� xto je u konkurenciji �	 ekipe veoma solidan plasman�
Najvixe uspeha imali su takmiqari Kine i Rusije�

Opxirniji tekst o ��� me�unarodnoj olimpijadi bi�e objav�en u prvom ovo

godix�em broju qasopisa TANGENTA�

Zadaci

�� Odrediti sve konaqne skupove S taqaka u ravni� koje sadr�e bar tri taqke
i zadovo�avaju slede�i uslov� za svake dve razliqite taqke A i B iz S�
simetrala du�i AB je osa simetrije skupa S� Estonija

�� Neka je n fiksiran ceo broj takav da je n � ��

�a� Odrediti najma�u konstantu C� tako da nejednakost
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va�i za sve realne brojeve x�� � � � � xn � ��

�b� Za tu konstantu C odrediti kada va�i jednakost� Po�ska

�� Data je kvadratna tabla n�n� gde je n fiksiran paran pozitivan ceo broj�
Tabla je pode�ena na n� jediniqnih kvadrata� Dva razliqita jediniqna
kvadrata na tabli su susedna ako imaju zajedniqku stranicu�

Oznaqeno je N jediniqnih kvadrata tako da je svaki jediniqni kvadrat
�oznaqen ili neoznaqen� susedan sa bar jednim oznaqenim kvadratom�

Odrediti najma�u mogu�u vrednost broja N � Belorusija

�� Odrediti sve parove �n� p� pozitivnih celih brojeva za koje va�i�

p je prost broj� n � �p i broj �p� ��n � � je de�iv sa np��� Tajvan

�� Dve kru�nice �� i �� nalaze se unutar kru�nice � i dodiruju � u razli

qitim taqkama M i N � redom� Kru�nica �� prolazi kroz centar kru�nice
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��� Prava koja sadr�i dve taqke preseka kru�nica �� i �� seqe � u taqkama
A i B� Prave MA i MB seku �� u C i D� redom�

Dokazati da je prava CD tangenta kru�nice ��� Rusija

�� Odrediti sve funkcije f � R� R� takve da je

f�x� f�y�� � f�f�y�� � xf�y� � f�x�� �

za sve x� y � R� Japan

Rexe�a zadataka

�� Za proizvo�ne taqke P i Q oznaqimo sa SPQ simetriju u odnosu na
simetralu du�i PQ� Neka je S konaqan skup taqaka u ravni koji sadr�i bar tri
taqke i zadovo�ava dati uslov i neka je T te�ixte skupa S� Za proizvo�ne dve
razliqite taqke A�B � S va�i SAB�S� � S� Odatle sledi da je i SAB�T � � T
i TA � TB� Prema tome� sve taqke skupa S pripadaju kru�nici sa centrom
T i predstav�aju temena konveksnog poligona� recimo A�A� � � �An� Simetrija
u odnosu na simetralu du�i A�A� preslikava svaku od dve poluravni qija je
granica prava A�A� u sebe� Neka je � ona od tih poluravni koja sadr�i teme A��
S obzirom da poluravan � ne sadr�i nijedno drugo teme n
tougla A�A� � � �An

�osim A�� A� i A��� i va�i SA�A�
�A�� � A�� to je SA�A�

�A�� � A�� Odatle
sledi da je A�A� � A�A�� Analogno dobijamo jednakosti A�A� � A�A� �
� � � � AnA� i kako temena poligona A�A� � � �An pripadaju jednoj kru�nici� to
je taj poligon pravilan� Lako se proverava da skup koji se sastoji od temena
pravilnog poligona zadovo�ava dati uslov�

�� Data nejednakost je homogena i simetriqna po promen�ivim x�� � � � � xn�
Prema tome� bez sma�e�a opxtosti razmatra�a mo�emo pretpostaviti da je
x� � x� � � � � � xn � � i x�� � � ��xn � �� U ovom sluqaju treba maksimizovati
zbir
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� pri qemu

jednakost va�i ako je �x�x� � ���� tj� x� � x� � ����

Neka je n � � i xk�� posled�a u nizu promen�ivih x�� � � � � xn koja je
razliqita od nule� Oznaqimo X � �x�� � � � � xk� xk��� �� � � � � �� i Y � �x�� � � � � xk�
xk��� �� �� � � � � ��� Dokaza�emo da je F �Y � � F �X�� Razmotrimo razliku
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smenu nekoliko puta dobijamo da je

F �x�� � � � � xn� � F �a� b� �� � � � � �� � ab�a� � b��
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Prema tome tra�ena konstanta je C � ��
� a jednakost se dosti�e ako i samo
ako su n � � od brojeva x�� � � � � xn jednaki nuli� a preostala dva su me�usobno
jednaka �nije isk�uqen sluqaj da su i oni jednaki nuli��

�� Obojimo po�a �jediniqne kvadrate� naizmeniqno belo i crno kao na xa

hovskoj tabli� tako da je do�e levo po�e crno� sl� 	�

Sl� � Sl� �

Neka je xn tra�eni najma�i broj� bn najma�i broj belih po�a koja moraju
biti oznaqena tako da svako crno po�e ima bar jedno oznaqeno susedno belo po�e
i� sliqno� neka je cn najma�i broj crnih po�a koja moraju biti oznaqena tako
da svako belo po�e ima bar jedno oznaqeno susedno crno po�e� S obzirom da
je n � �k� za neki prirodan broj k� to na tabli ima jednak broj belih i crnih
po�a� pa zbog simetrije table� lako zak�uqujemo da je bn � cn i xn � bn � cn�

Uoqimo bele dijagonale koje su ��paralelne� velikoj crnoj dijagonali� Nu

meriximo te dijagonale brojevima 	� 
� � � � � �k� U po�ima dijagonala koje su
oznaqene brojevima 
� �� � � � � �k oznaqimo redom 
� �� � � � � k� � � � � �� 	 po�a�
tako da nikoja dva oznaqena po�a nemaju zajedniqko teme �videti sliku 	� gde je
predstav�en sluqaj k � 	�� Pri tome je svako crno po�e susedno taqno jednom
oznaqenom belom po�u� Broj oznaqenih belih po�a u ovom primeru jednak je
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odakle zak�uqujemo da va�i nejednakost
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Da�e� lako je primetiti da u navedenom primeru ne postoji crno po�e koje je
susedno sa neka dva oznaqena bela po�a� Prema tome� neophodno je oznaqiti bar
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k�k � ���� crnih po�a� tako da za svako belo po�e postoji oznaqeno crno po�e�
tj�
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Iz nejednakosti �
� i ��� i qi�enice da je bn � cn� dobijamo da je bn � cn �
k�k � ��

�
� Konaqno� xn � bn � cn � k�k � ���

�� Oqigledno je da svaki par ��� p�� gde je p prost broj� zadovo�ava uslove
zadatka� Par ��� �� je tako�e rexe�e� Ako je n � � i p � �� onda je p neparan
broj� pa sledi da je i �p� ��n � � tako�e neparan broj koji nije de�iv sa �p���
Primetimo jox da broj ��� ��n � � � � nije de�iv sa n ni za jedno n � ��

Preostaje jox da potra�imo rexe�a �n� p� za koja va�i n � � i p � �� Prvo
�emo dokazati da je u tom sluqaju broj n de�iv sa p i da je n � �p� odakle sledi
i n � p� Zaista� ako je p � �� onda je �p� ��n � � neparan broj� Zato je i �egov
delilac n neparan� pa zbog uslova n � �p dobijamo da je n � �p� Oznaqimo sa q
najma�i prost delilac broja n� Iz uslova q j �p���n�� dobijamo �p���n � ��
�mod q�� a brojevi q i p � � su uzajamno prosti� Primetimo da je broj p � �
paran� pa q mora biti neparan� Kako je q najma�i prost delilac broja n� to su
i brojevi n i q � � uzajamno prosti� a odatle sledi da postoje celi brojevi u
i v za koje va�i un� v�q � �� � �� Iz ove jednakosti dobijamo da je u neparan
broj� jer je q � � paran� Zato va�e slede�e kongruencije

p� � � �p� ��un � �p� ��v�q��� � ����u � �v � �� �mod q��

odakle sledi da je broj p de�iv sa q� pa je p � q� Kako je q najma�i prost
delilac broja n� to broj � nije delilac broja n� Prema tome� n je de�iv sa
q � p i n �� �p�

Konaqno� iz uslova
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dobijamo da je p � � � �� tj� p � �� jer su svi sabirci u velikoj zagradi osim
posled�eg de�ivi sa p� Tako smo dobili i rexe�e ��� ���

Svi tra�eni parovi su� ��� p�� gde je p proizvo�an prost broj� �
�
� i ������

�� �Rexe�e Duxana �uki�a� Neka su P i Q taqke preseka kru�nica ��
i ��� a R taqka preseka pravih PQ i O�O�� Neka je HM�r�r� homotetija sa
centrom M i koeficijentom r�r�� Oqigledno je HM�r�r����� � �� Kako se pri
toj homotetiji taqke C i D preslikavaju redom u A i B� to va�i
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Za dokaz qi�enice da je prava CD tangenta kruga ��� dovo�no je dokazati da je
rastoja�e taqke O� od prave CD jednako polupreqniku r�� tj� d�O�� CD� � r��
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Odredimo prvo rastoja�e taqke M od prave AB� Korix�e�em kosinusne
teoreme dobijamo slede�e jednakosti �videti sliku 
��
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Da�e dobijamo rastoja�e pravih CD i AB�
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�� Oznaqimo c � f��� i A � ff�x� � x � Rg� Stav�aju�i x � y � �
dobijamo da je f��c� � f�c� � c� �� odakle sledi da je c �� �� Lako se odre�uje
restrikcija funkcije f na skup A� Zaista� za svako x � f�y� � A dobijamo da je
f��� � f�x� � x� � f�x� � �� tj�
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�
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Da�e� za y � � dobijamo da je f�x � c� � f�x� � cx � f�c� � �� Kako je c �� ��
to iz posled�e jednakosti dobijamo da je skup ff�x� c� � f�x� � x � Rg jednak
skupu R svih realnih brojeva� tj� A�A � fy� � y� � y�� y� � Rg � R�

Sada je lako odrediti vrednost f�x� za proizvo�an argument x � R� Iza

berimo brojeve y� i y� iz R tako da va�i x � y��y�� Koriste�i datu jednaqinu
i jednakost ��� dobijamo da je

f�x� � f�y� � y�� � f�y�� � y�y� � f�y��� ��	�
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Iz ��� i ��� dobijamo da je c � �� tj�

��� f�x� � ��
x�

�
� za sve x � R�

Lako se proverava da funkcija ��� zadovo�ava datu funkcionalnu jednaqinu�
Prema tome� funkcija data sa ��� je jedino rexe�e�


