SAOAIIN N3 MATEMATUKE

np Parko Tomuh, op IlaBne Mnanenosuh

40. MEBYHAPOJIHA MATEMATHNYEKA OJINMMIINJATTIA

Jybunapma, 40. mehynaponna maremaruuka omumnujaga (MMO) onpxana je y
Byrypemty y Bpemeny ox 10. mo 22. jyma 1999. romure. Ha osorommmmmoj Ommmmon-
jaou ydecTBOBaJe Cy mecTO4YIaHe ekume m3 81 3eMibe Ca CBUX KOHTHHEHATA. ERumy
JyrocunaBuje caunmaBaio je mecTt ydeHmra 4eTBpPTOr paspena Maremarndke rumua-
suje y Beorpany. Csu cy ocBojunu menasme, u 1o ymar Dykuh snatny, IIpenpar
Fanmuh n Vsar Maruh cpebpre, a Pame Cramojesuh, Ucumopa Mumaur nu Hurona
Ilerpouh GpoHzame. Y HE3BAHWYHOM EKUIMHOM IJIACMAHY HAII THM j€ OBE FOJUHE 3a-
y3e0 4eTPHAECTO MEeCTO, ITO je Y KOHKypeHnuju 81 exuie BeOMa CONUAAH IJIACMAH.
Hajsume ycmexa mmaau cy takmudapu Kume m Pycuje.

Ommuprujum Tekct o 40. mehyraponuoj onmumunujanu 6ulie 06jaB/men y mpBOM OBO-
romummeM 0pojy wacommca TAHT'EHTA.

3amamu

1. Ogmpemuru cBe KOHAYHE CKymOBe S Tadyaka y paBHU, KOje CaAp:ke Oap Tpu Tadkre
1 3a10BOMbaBajy ciaemehim ycios: 3a cBake mpe pasnmuure Tauke A m B u3 S,
cuMmerpaJa ayxu AB je oca cumerpuje ckyma S. Ecmonuja

2. Heka je n ¢urcupar neo 6poj Takas ma je n > 2.
(a) Ompenutu HajMamy koucranty C, TAKO Ha HEjeIHAKOCT

4
> xixj($?+$?)2<0< > xi)

1<i<j<n 1<ign
BaJKU 32 CBE peayHe OpojeBe X1, ..., Ty = 0.
(6) 3a Ty kouctanTy C OAPENUTH KaJa BAsKA jeIHAKOCT. IToncxa

3. Ilata je kBagpaTHa Tabna n X n, TAE je n (UKCHPAH TapaH TO3UTUBAH HEO OPOj.
Tabma je momesmena Ha n’ jeIWHWYHUX KBAIpaTa. JIBa Da3imunTa jeNMHIIHA
KBaApara Ha TaluM Cy cycedna aKO HMAjy 3ajeHNYKYy CTPAHUIY.

Oszmaueno je N jeqUHWYHWX KBALPATa TAKO Ja jé CBAKM jeAUHUIHN KBALPAT
(o3HAUEH UIM HEO3HAYEH) CycemaH ca 6ap jeJHIM O3HAYEHUM KBALPATOM.

Ompemutu mHajuamy moryhy spemmoct 6poja N. Lenopycuja
4. Oxpemutu cBe mapose (n,p) TO3UTUBHEX NEIUX DPOjeBa 3a KOje BaKM:

p je mpoct 6poj, n < 2p m 6poj (p — 1)™ + 1 je memms ca nP~ L. Tujean
5. IIse xpyxunne I'y m I'y manasze ce yryrap kpyxmune I' mw momupyjy I' y pazmm-

yntum Taukama M u N, penoMm. Kpyxanna 'y mposasu kpo3 neHTap Kpy:KHALE
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T'y. IIpaBa roja camp:ku mBe Tauke mpeceka kpyxkuuna 'y u I's ceue I' y Taurkama
Au B. IIlpae MAu MB cexy I'y y C u D, pegom.

Ilokasaru ma je mpasa C'D tamrenta kpy:kumme ['s. Pycuja
6. Ompenuru cse dpymrnuje f: R — R, Takse ma je

flx = fy) = F(fW) +2f(y) + f(z) =1

3a cee z,y € R. Janan

Pemema 3amaTaka

1. 3a mpomsBomHe Tauke P m () 03BaYMMO ca Spg CUMETDHjy y ONHOCY Ha
cumerpany nyxu PQ. Heka je S komauaH CKyn Tadaka y PaBHE KOJU CaIpxu Oap Tpu
TadYKe W 330BOJBABA JATH yCIOB U HEKA je T Te:kumTe ckyma S. 3a MIPOU3BOJBHE JIBE
pasnuuure tauke A, B € S Baxu Sap(S) = S. Omarne cremn na je u Sap(T) =T
u TA = TB. Ilpema Tome, cBe Tauke CKyma S OpUOanajy KPYKHALU Ca LEHTPOM
T u mpencraBibajy TeMEHA KOHBEKCHOT moaumroma, pemumo AjAs ... A,. Cumerpwuja
y OIHOCY Ha cuMmeTpayy ny:xkum A Az IpeciImkaBa CBAaKy OJX ABE MOJYPABHEU 4Hjad je
rpannna mpasa A; Az y cebe. Hera je o OHA 01 TUX MOMypABHE KOja CAIPKK TeMe As.
C o03upoM na moaypaBaH (v HE CAAp:KH HUjeIHO APyro reme n-toyraa Ai;As...A,
(ocum Aj, As w As), u Bamu Sa,a,(A1) = Az, 10 je Sa,4,(A2) = Ay, Omarme
cnemn ma je AyAs = AsAs. Amanormo mobmjamo jemmakoctm AsAs = AzA, =
--+ = A, A1 n xagro temena momurona Aj;A,...A, mpumaznajy jemHoj KpY:RHHUIU, TO
je Taj monurom mpaBmiaH. JIako ce mpoBepaBa Ja CKYI KOJI Ce CACTOjU OJ TeMeHa
IPABUIHOT MOJUTOHA 33J0BOJbABA NATU yCJIOB.

2. Jlara HEjeTHAKOCT j€ XOMOT€HA, W CUMETPUYHA MO0 TPOMEHIBUBUM I, ..., Tp-
IIpema ToMe, 0e3 cMamema ONITOCTH PAa3MATPama MOXKEMO MPETIOCTABUTH 1A je
T12x22...2%, 20wz +---+x, =1. Y oBOM cayuajy Tpeba MaKCHMUA30BATH
36mp

F(ay,...,xn) = Y mj(af +22).

1<i<j<n
. . 1 1
3a n = 2 mobujamo ma je x1wa(2? + 23) < 5(2x1x2)(1 — 2z129) < 3’ IpH 9eMy
jemHaKOCT BaXH ako je 2x1xe = 1/2, 1j. 11 = 22 = 1/2.
Heka je n > 3 m x4 mOclemma y HU3Y NIPOMEHBUBUX T1, ..., T, KOja je
pasamunta ox myue. Osmaunmo X = (21,..., Tk, Tkt1,0,...,0) 1Y = (21,..., 2+

Zr+1,0,0,...,0). Horasahemo ma je F(Y) > F(X). PasmorpuMo pa3auky

1) F)-F(X)

k-1
TpTht1 {B(xk + Tpg1) O @i —2f — x%_l_l}

=1

= T3yt {3(Th + Top1) (L — T — Tup1) — T — Tigy )

TrThi1 {(xk + xk+1)(3 — 4(.7?1C + xk+1)) + Zxkxk+1}.
1
U3 mejemmakoctn 1 > 21 + xp + Tpy1 = i(xk + Zp41) + T + Ty DOOHjaMO Ha je

> X + Tpt1, ma game u3 (1) cremu F(Y) — F(X) > 0. Hpumewyjyhn maseneny

Wl o
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CMEHy HEKOJWKO myTa I00umjamMo ma je

F(zy1,...,2,) < F(a,b,0,...,0) = ab(a® + b*)

1 1 11
= —=(2ab)(1 —2ab) < = =F|=,=,0,...,0].
SCab)(1 - 20) < g = F(5.3.0.....0)
[Ipema Tome Tpaxkena komcranra je C' = 1/8, a jegHAakOCT ce NOCTHKE AKO U CAMO
ako cy n — 2 ox GpojeBa xy, ..., T, jeOHAKW HYJHW, a OpeocTaa aBa cy mehycobHO
jemraka (HUje MCKBYUEH CIyYaj Aa CY U OHH jeHAKA HYIH).

3. O6ojumo noma (jeanHHYHE KBAIpaTe) HAU3MEHUYHO DEJIO M LPHO KAO HA IIa-
XOBCKOj Tabuu, Tako 4a je mHOme JIeBO MOJbe MPHO, Ci. 1.

Ca. 1 Cu. 2

Heka je z,, Tpaxkenu majmawu 06poj, b, Hajmamu Opoj Oenux mosma KOja MOpajy
OuTH O3HAYEHA TAKO Ja CBAKO IPHO MOJbe UMa Oap je JHO O3HAYEHO CyCeqHO 6eo moshe
7, CIMYHO, HEKA je ¢, HajMamu OPOj IPHUX IOJbA KOja MOpPajy OMTH O3HAYEHA TaKO
ma cBako Oemo mosbe mMa Hap jemHo o3HaYeHO cycemHo mpHO mose. C o63mpom ma
je n = 2k, 3a mekm npupoman 6poj k, To Ha Tabaum mMma jemHak O6poj Oeaux m MPHUX
mossa, ma 300r cumerpuje Tabie, Tako 3akmbydyjemo ma je b, = ¢, u T, = by + ¢y

Younmo Gesie nmjaroaJsie Koje cy ,mapajeine’ BeIUKOj NpHOj mujaronanu. Hy-
MEpUImuMO Te Aumjaronane Opojesmma 1, 2, ..., 2k. Y moskuma mujaroHasa Koje Cy
o3Hauene OpojeBuma 2, 4, ..., 2k osmaummo pemom 2, 4, ..., k, ..., 3, 1 moma,
TAKO Ja HUKOja NBA O3HAYEHA [OJba HEMAajy 3ajeHUYKO TeMe (BUAETU CIUKy 1, rae je
npexcrasiben ciaydaj k = 5). Ipu Tome je cBakO OpPHO mOJbe CyCEIHO TAYHO jeNHOM
o3HaveHoM OesoM mosby. Bpoj o3HAYeHHX Oemx moJba y OBOM MPUMEPY jemHAK je

k(k+1
24+4+--+k+---+34+1= %,
OJaKJIe 3aKBYUyjeMO Ha BAKU HEje THAKOCT
k(k+1
(2) b, < %

Ilame, Tako je IPUMETUTH Na Y HaBEeAEHOM IPUMEDPY He MOCTOjU IPHO TOJE Koje je
CyCemHO Ca HEeKa IBa O3HAYeHa Oema mosma. IIpema TOoMe, HEONMXOMHO je O3HAYUTH Gap
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k(k + 1)/2 uprux mOMma, TAKO Ja 33 CBAKO DEJIO MOJbE MOCTOjU O3HAYEHO IPHO MOJbE,

Tj.

k(k+1)

3 . >
(3) oz

U3 mejemmakxocru (2) u (3) w yumenune na je b, = ¢,, nobmjamo ma je b, = ¢, =
k(k+1)
2

4. Ounrnemno je ma csaku map (1,p), vae je p mpoct 6poj, 3aI0B0BABA YCIOBE
samaTtka. Iap (2,2) je rakohe pememe. Ako je n = 2 u p > 2, OHIA je p HENAPAH
6poj, ma cremr ma je m (p — 1)™ + 1 Takobe memapam 6poj koju Hmje memus ca 2P L.
Ipumernmo jom ga 6poj (2 —1)™ + 1 = 2 uuje nemus ca n HYE 3a jeqso n > 3.

. Konauno: z,, = b, + ¢, = k(k+1).

IIpeocraje jom ma moTpaKuMo pemema (1, p) 3a Koja Baxku n = 3 u p > 3. IIpso
hemo morazaTu ga je y ToM ciaydajy 6poj n memus ca p u ma je n < 2p, OJaKJIe CIIenn
u n = p. 3aucra, ako je p > 3, ouga je (p — 1)" + 1 memapan 6poj. 3aTo0 je u mEros
IeNUIAI 1 HemapaH, ma 300r ycaoBa n < 2p mobujamo ma je n < 2p. O3maummo ca ¢
HajMambu Ipoct genunan 6poja n. M3 yemosa ¢ | (p—1)™+1 mobujamo (p—1)" = —

(mod ¢), a 6pojesu ¢ u p — 1 cy ysajamuo mpocru. Ipmmerumo ma je 6poj p — 1
mapaH, ma ¢ Mopa butm Hemapan. Kako je ¢ HajMamu mpoct meamialn Opoja n, TO cy
u OpojeBu m m ¢ — 1 y3ajaMHO TPOCTH, a OJATIE CIEOU A MOCTOje meaum OpojeBm u
u v 3a Koje Baxu un + v(qg — 1) = 1. U3 ose jenmakoctu nobujamo ga je u Hemapas
6poj, jep je ¢ — 1 mapan. 3aro Bake ciemehie KOHIpyeHIUje

p=1=(p=1" (p=1""V = (-1 1"= =1 (mod g),

oJakme ciemum ma je Opoj p memwus ca ¢, ma je p = ¢. Kako je ¢ Hajmamm mpocT
menmnan 6poja n, To 6poj 2 muje memmnan Opoja n. Ilpema Tome, n je mesuB ca
q=pun#2p

Konauro, u3 ycmosa

. Zs (P - P p
» 1I(p—l)p+1=p2{p” — (1>p” 3+-~-+<p_3>p— <p_2>+1},

mobujamo ma je p— 1 =2, tj. p = 3, jep Cy CBU CabupLu y BENUKOj 3arpagu OCUM
nocienmer mepuBr ca p. Tako cmo nobwmiu u pememe (3,3).

Csu tpaxenu maposu cy: (1,p), rae je p npomssosan mpoct 6poj, (2,2) u (3,3).

5. (Pememe Aywana Byxuhia) Hexa cy P u ) rauke mpeceka kpy:xuuma L'y
u I';, a R rauka npeceka mpasux PQ u O102. Heka je Hy /., xomorermja ca
nenrpom M u xoedumumjentom 7/ry. Oumraemmo je Hys,/r, (1) = I'. Karo ce mpm
T0j xomoreruju Tauke C' u D mpecaukasajy pegom v A u B, T0 Baxu
MC MD r
— == CD || AB.
MA MB n
3a moka3 ummenune na je upaa C'D tamrenra kpyra '3, ZT0BOBHO je TOKA3aTH 1A je
pacrojame Tauke Oy ox npase C'D jemHako MOXYNPEYHUKY T'o, Tj. d(Oz,CD) = ro.
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Ognpemnmo mpBo pacrojame Tauke M ox mpase AB. Kopumhemem rocuuycue
teopeme nobujamo caenelie jegpakocru (Bumgern ciaumky 2):
d(M,AB) = d(O,,AB) — Oy M cos ZO,01 M
::()1Cb —-}265 4—()1AICOSAK?()1CE
=71 — 1908 Z0O102P + r1 cos ZOO1 0,

ity -1t =m)? 40— (r—72)’
=T -7
217 2ri(r —ry)
3 202 —2rry +2rre — 73 rra(2r; —12)
=r — == = .
TS 2(r —r1) 2ry(r —r1)
Hame nobujamo pacrojame npasux CD n AB:
dC,AB) = "= gy, apy = 2B
r 2r1 2rq
I KOHAYIHO
2 2
P 2
d(Oz,CD) = d(C’, AB) + R02 =Ty — — + = = Tra.
2T1 2T1

6. Osmaummo ¢ = f(0) w A = {f(z) : © € R}. Crasmajyhiu o =y =0
nobujamo ma je f(—c) = f(c) + ¢ — 1, onakne caegu na je ¢ # 0. Jlako ce oxpebyje
pecrpuknmja ¢pymrnumje f ma ckym A. 3amcra, 3a cBako © = f(y) € A mobujamo ma je
f0) = f(x) + 2% + f(z) - 1, 7j.

c+1 2

(4) )= 5= -5

Hame, 3a y = 0 nobujamo ma je f(z —c) — f(x) = cx + f(c) — 1. Kako je ¢ # 0,
TO U3 mocunenme jenHakocTu pobujamo na je ckyn {f(x —c¢) — f(z) : * € R} jennax
ckyny R cBux peannnx Gpojesa, tj. A — A= {y1 —y2: y1,92 € R} = R.

Capna je mako oxpenurtu Bpenuoct f(z) 3a mpoussossan apryment z € R. Uza-
Gepumo Gpojese ¥ u y» u3 R Tako ma Baxwm r = y; —y2. KRopucrehu maty jenmaumny
u jenmakoct (4) mobujamo ma je

(5) f(x) = flyr —y2) = f(y2) + vay2 + f(y1) — 1
c+1 43 c+1 g2
= -2 er. oy
5 2+y1y2+ 5 5
_ (j—y2)®  a?
=C 2 =C 2

U3 (4) u (5) mobujamo na je ¢ =1, j.

2
(6) f(x)zl—%, 3a cse T € R.

Jlako ce mposepasa ma (yEknumja (6) 3am0BOMbaBa AATY (YHKIUMOHAIHY j€IHAUUHY.
IIpema Tome, pymrnmja marta ca (8) je jeauHO pememe.



