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RJEXAVA�E JEDNE KLASE TRANSCENDENTNIH
JEDNAQINA I NEJEDNAQINA

�� Na klasifikacionom ispitu iz matematike za upis na tehniqke fakulte�
te� Matematiqki i fiziqki fakultet i Fakultet za fiziqku hemiju Univerziteta
u Beogradu� jedan od dvadeset zadataka je bio�

��� Broj rjexe�a jednaqine � cos�
x� � x

�
� �x � ��x je�

A� �� B� �� C� �� D� �� E� ve	i od �� N� ne znam


Kao xto je poznato� jedan i samo jedan od ponu�enih odgovora �A� B� C� D
ili E
 je taqan
 Zaokru�iva�e taqnog odgovora donosi � poena� a zaokru�iva�e
pogrexnog odgovora donosi ���	 od broja poena za taqan odgovor� dakle� ���

poena
 Jedan negativan poen se dobija ako se zaokru�i vixe od jednog odgovora
kao i u sluqaju nezaokru�iva�a nijednog odgovora


Zbog prirode ispita nije dobijena potpuna informacija o tome kako su kan�
didati rjexavali ovaj zadatak �a i druge zadatke
� ali� s obzirom da je ta�
qan odgovor zaokru�ila pribli�no tre	ina kandidata� s velikom pouzdanox	u
mo�emo zak�uqiti da je ovaj zadatak predstav�ao ozbi�an problem kandida�
tima
 Kako je vrlo vjerovatan razlog to xto je naqin rjexava�a ovog i �emu
sliqnih zadataka malo neuobiqajen� u ovom qlanku upravo �elimo analizira�
ti rjexava�e takvih zadataka
 Ti zadaci predstav�aju jednu klasu transcen�
dentnih jednaqina i nejednaqina
 Postupak rjexava�a se zasniva na nala�e�u
ekstremnih vrijednosti funkcija koje figurixu u jednaqinama� odnosno nejedna�
qinama
 Najqex	e je to i jedini naqin rjexava�a


�� Neka je data jednaqina

��� f�x� � g�x��

gdje su f�x� i g�x� neke funkcije
 Neka je bar jedna od �ih transcendentna�

Neka je Df oblast definisanosti funkcije f�x�� a Dg oblast definisanosti
funkcije g�x�
 Skup X � Df � Dg je oblast dopustivih vrijednosti� jedna�
qine ��

 Ako je X � �� onda jednaqina ��
 nema rjexe�a
 Neka je X �� �
 Ako

������������ godine
�Postupak se mo�e primijeniti i kada nijedna od funkcija f�x� i g�x� nije transcen�

dentna� Rjexava	e takvih zadataka je
 po pravilu
 jednostavnije�
�Koristi se i termin oblast definisanosti�



�� A� Zoli�

postoji xr � X za koje je ��f�xr� � g�xr�� � �� onda ka�emo da je xr rjexe�e je�
dnaqine ��

 Rijexiti jednaqinu ��
 znaqi na	i sva �ena rjexe�a ili dokazati
da jednaqina ��
 nema rjexe�a ako ih zaista nema
 Skup svih rjexe�a jednaqine
��
 oznaqi	emo sa Xr
 Jasno je da je Xr � X


Neka jedna od funicija u jednaqini ��
� na primjer f�x�� ima maksimum� tj

neka postoji vrijednost xmax � Df za koju je max f�x� � f�xmax� � fmax� a druga
funkcija g�x� ima minimum� tj
 neka postoji xmin � Dg za koju je min g�x� �
g�xmin� � gmin
 Razmotri	emo slijede	e sluqajeve


���� a� fmax � gmin i xmax � xmin
 Jednaqina ��
 ima rjexe�e x � xmax �
xmin �sl
 �
a




a
 b

Sl� �

���� b� fmax � gmin i xmax �� xmin
 Jednaqina ��
 nema rjexe�a �sl
 �
b




Primjer �� Rijexiti jednaqinu � cos�
x� � x

�
� �x � ��x


Rjexe�e
 Zapiximo datu jednaqinu na slijede	i naqin

cos�
x� � x

�
�

�x � ��x

�
�

Funkcija f�x� � cos�
x� � x

�
je definisana za svako x � ������ i zadovo�ava

uslov � � f�x� � �
 f�x� � �� tj
 max f�x� � �� za
x� � x

�
� �k�� k � Z


Funkcija g�x� �
�x � ��x

�
�

ex ln � � e�x ln �

�
� ch�x ln �� je definisana za

svako x � ������ i zadovo�ava uslov � � g�x�� pri qemu je min g�x� � �� za
x ln � � �� odnosno za x � �


Kako je u oblasti dopustivih vrijednosti date jednaqine X � Df � Dg �
������� max f�x� � � � min g�x� jedino za x � �� to zak�uqujemo da jednaqina
ima jedno jedino rjexe�e x � �� tj
 od ponu�enih odgovora taqan je odgovor
pod B�
 �



Rjexava	e jedne klase transcendentnih jednaqina i nejednaqina ��

Primjer �� Rijexiti jednaqinu sinx� cosx �
p
� � sin� �x


Rjexe�e� Funkcija f�x� � sinx � cosx �
p
� sin

�
x�

�

�

�
je definisa�

na za svako x � ������ i pri tome je max f�x� � max
p
� sin

�
x�

�

�

�
�

f
��
�
� �k�

�
�
p
�� k � Z� dakle� xmax �

�

�
� �k�� k � Z� fmax �

p
�


Funkcija g�x� �
p
��sin� �x je definisana za svako x � ������ i pri tome

je min g�x� � min�
p
� � sin� �x� � g

�
m
�

�

�
�
p
�� m � Z� dakle� xmin � m

�

�
�

m � Z� gmin �
p
�


Sada imamo fmax �
p
� � gmin
 Iz jednakosti xmax � xmin� tj
 iz

�

�
��k� �

m
�

�
� dobijamo � � 
k � �m� k � Z� m � Z
 Dobijena Diofantova jednaqina

�m� 
k � �� k � Z� m � Z� nema rjexe�a� tj
 ne mo�e biti xmax � xmin� pa data
jednaqina nema rjexe�a
 �

Primjer �� Rijexiti jednaqinu log�x� � 
x� �
p
�x� x� � �


Rjexe�e� Oblast definisanosti funkcije f�x� � log�x� � 
x� je Df �

���� ��	 �
���� a oblast definisanosti funkcije g�x� �
p
�x� x� � � je Dg �

����� ��
 Kako je X � Df � Dg � �� tj
 kako je oblast dopustivih vrijednosti
date jednaqine prazan skup� to data jednaqina nema rjexe�a
 �

���� a� fmax � gmin i xmax � xmin
 Jednaqina ��
 nema rjexe�a �sl
 �
a




a
 b
 v


Sl� �

���� b� fmax � gmin i xmax � xmin
 Jednaqina ��
 nema rjexe�a �sl
 �
b




���� v� fmax � gmin i xmax � xmin
 Jednaqina ��
 nema rjexe�a �sl
 �
v




Primjer �� Rijexiti jednaqinu� exp
x� �

x�
� x� � �x� �


�Jednostavnosti radi
 pixemo et � exp�t�



�� A� Zoli�

Rjexe�e� Funkcija exp
x� �

x�
je definisana za svako x � R n f�g �za

x � � mo�e se uzeti lim f�x� � �� � f���� kada x 
 ��� tj
 funkcija se mo�e
dodefinisati u nuli

 max f�x� � f��� � exp����� � ���
� � � � 


Funkcija g�x� � x� � �x � � � �x � ��� � � je definisana za svako x � R

min g�x� � g��� � �


Kako je max f�x� � f��� � exp����� � ���
� � � � � � � g��� � min g�x�� to
data jednaqina nema rjexe�a� iako je xmax � � � xmin
 �

Primjer �� Rijexiti jednaqinu exp���x� ���� � ln�e� � x��


Rjexe�e� U ovom sluqaju max f�x� � max exp���x � ���� � f��� � � �
� � g��� � min ln�e� � x�� � min g�x�
 Jednaqina nema rjexe�a �fmax � gmin�
xmax � xmin



���� fmax � gmin
 Jednaqina ��
 mo�e imati rjexe�a �sl
 �
a

� a mo�e i
nemati rjexe�a �sl
 �
b




a
 b

Sl� 


U ovom sluqaju� uopxte govore	i� ovim postupkom nije mogu	e rijexiti je�
dnaqinu ��

 Me�utim� uz dopunska ispitiva�a osobina funkcija f�x� i g�x�
mogu	e je utvrditi koliko rjexe�a ima jednaqina ��
 i� xto je vrlo va�no� pro�
cijeniti pribli�ne vrijednosti rjexe�a
 Radi toga treba posmatrati izraze
fmax � g�xmax� i f�xmin� � gmin
 Ovdje to ne	emo razmatrati
 Tom pita�u bi
trebalo dati vixe prostora i koristiti drugaqiji i slo�eniji matematiqki
aparat


�� Poka�imo kako se izlo�enim postupkom mogu rijexiti neke nejednaqine
oblika

��� f�x� � g�x� �ili f�x� � g�x�



Neka su oblasti definisanosti funkcija f�x� i g�x� redomDf i Dg
 Oblast do�

pustivih vrijednosti nejednaqine ��
 je skup Xn � Df �Dg
 Skup svih vrije�
dnosti xrn � Xn za koje je ��f�xrn� � g�xrn�� � � �ili ��f�xrn� � g�xrn�� � �
�
u oznaci Xrn� je skup svih rjexe�a nejednaqine ��

 Jasno je da je Xrn � Xn




Rjexava	e jedne klase transcendentnih jednaqina i nejednaqina ��

Primjer �� Rijexiti nejednaqinu

sinx� cosx �
p
�� � �x� x� �

p
� � �x� x��

Rjexe�e� Oblast definisanosti funkcije f�x� � sinx � cosx je Df �
fx � �� � x ��g
 Iz uslova ��� �x� x� � �x������ x� � � i �� �x� x� �
�x � ���� � x� � � nalazimo da je oblast definisanosti funkcije g�x� �p
�� � �x� x� � p� � �x� x�� Dg � ���� �� � ���� �� � ���� ��
 Dakle� oblast

dopustivih vrijednosti zadate nejednaqine je Xn � Df�Dg � fx � �� � x � � g

Kako je f�x� � sinx � cosx �

p
� sin

�
x�

�

�

�
� to je max

���x�� f�x� �

f����� �
p
�
 Poka�imo da je g�x� � � za �� � x � �
 Zaista�

p
�� � �x� x� �p

� � �x� x� za x � ���

 Zbog toga mo�emo posmatrati funkciju g��x� �

�
p
�� � �x� x� � p

� � �x� x��� � �
p
�x � ����� x� �

p
�x� ����� x��� �

�
p
�x� ����� x��

p
�x � ����� x����� � �
 Dakle� g��x� � �
 Kako je g�x� � ��

to je g�x� �
p
�� odnosno min

���x�� g�x� �
p
�
 Na osnovu svega zak�uqujemo

da je max f�x� �
p
� �

p
� � min g�x�� pa je data nejednaqina taqna za sve

dopustive vrijednosti� dakle za �� � x � �
 �

Primjer �� Rijexiti nejednaqinu
�p

�x� x� � �
� sin

�x

�



Rjexe�e
 Funkcija f�x� �
�p

�x� x� � �
je definisana za svako x � ��� ���

a funkcija g�x� � sin
�x

�
za svako x � ������
 Dakle� oblast dopustivih

vrijednosti date nejednaqine je Xn � fx � � � x � � g

Funkcija f�x� �

�p
�x� x� � �

�
�p

�� �x� ���
dosti�e minimum za x � �

i pri tome je min f�x� � f��� � �


Funkcija g�x� � sin
�x

�
dosti�e maksimum za

�x

�
�

�

�
��k�� tj
 za x � ��
k�

k � Z� i pri tome je max g�x� � g���
k� � �
 Jedino x � � pripada oblasti Xn


Imamo� dakle� min f�x� � f��� � � � g��� � max g�x�� tj
 data nejednaqina
ima jedno jedino rjexe�e x � � i tada se� zapravo� svodi na jednakost
 �

Navedimo nekoliko zadataka�

�
 � sin� x� � sin� x � � sin� �x


�
 cosx� cos� �x� �


�
 � sin� x � ��x�

�
 cos��m� ��x� cos �nx � ��� m�n � Z

�
 sin �x� sinx � � � cos� x


�
 log�x� �� �
p
�� x� x�


�
 � exp��x�� � exp�x� � exp��x�



