HACTABA MATEMATUWKE Y CPEIIHOJ IITKOJIN

ap Apud 3onuh

PJEIITABAILE JEIHE KJIACE TPAHCIHIEHIAEHTHWUX
JEIJHAYVMHA N1 HEJEJITHAYNMHA

0. Ha xnacuuranmoHOM HCOUTY U3 MaTeMAaTHKe 3a YIUC HAa TeXHHYKe (DaKyJjTe-
te, Maremarnukn n pu3ndkn pakyrTeTr u Paxynrer 3a UMUKy xeMujy Y HUBEp3UTETA
y Beorpany1 jelaH on IBaeceT 3amaTaka je omo:
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20. Dpoj pjewsena jednaune 2 cos? — =37 +377 je:

A)0; B)1; C)2; D)3; E)sehim oxg 3; N) me snam.

Kao mro je mosmaro, jeman u camo jeman on monyhemmx oxrosopa (A, B, C, D
unn E) je Tavan. 3a0KkpyKUBamEe TAYHOT OATOBOPA JOHOCH 8 MOEHA, & 320KPYKUBAE
norpemuor oarosopa morocn —10% ox Gpoja moera 3a Tavam 0AroBOp, makue, —0,8
mOeHA. JemaH HEraTWBAH MOEH ce JA00uja aKO Ce 3a0KPY:KU BUIIE OI jeIHOT OATrOBOPA
Ka0 U y CIy4ajy He3aOKPYy:RKUBabha HUjeTHOT OATOBOPA.

36or mpupoe HCuuTa HEje NOOUjeHa NOTIYHA HHYOPMALIja O TOME KAKO Cy KaH-
NUIATH pjellaBajiu OBaj 3alaTak (a W ApPyre 3aJaTke), aam, ¢ 0D3UPOM Za je Ta-
YaH OATOBOP 3a0KPY:EMIa NPpuOIMmEKHO TpehmHa KAHIMAATA, ¢ BEIUKOM MOY3TAaHOMNY
MOKEMO 3aKBYUHTH A je OBAj 3aJaTak OpeIcTaBbao 030MmbaH mpobieM KaHIuIa-
tuma. Kakxo je Bpmo BjepoBaTaH pasior TO INTO jeé HAYUH PjEIIaBamkha OBOT U EHEMY
CAVYHUX 330aTaKa MAJ0 HEYOOWUajeH, y OBOM UIAHKY YIPABO KEIMMO AHAJU3UPA-
TH pjemaBame TAKBUX 33aJaTaka. U 3aJany IPeICTaB/bajy jeaHy KiIacy TPaHCIEH-
MEHTHUX jelHAYNHA U HejemHaumHa. [[ocTymak pjemaBama Ce 3aCHHBA HA HAJIAKEHY
eKCTPEMHUX BPHjeJHOCTH (PYHKNMja KOje (UIYDHUITY y jeIHAYMHAMA, OXHOCHO HEjeTHA-
ynHama. Hajuemhe je To u jequau HaumH pjemaBama.

1. Heka je mata jemmaumna

(1) f(z) = g(x),

raje ¢y f(x) m g(x) mexe ¢ymrmmje. Heka je Gap jemma oX WUX TpaHCIEHIeHTHA .
Heka je D; obnacr me¢uumcamoctu ¢ymrmuje f(z), a D, oburacT nedpuUHECAHOCTH
dyuknmje g(z). Cxyn X = Dy N D, je obaacm donycmusuz epujednocmu’ jenna-
qume (1). Aro je X = &, onga jenmaqmua (1) mema pjemema. Heka je X # &. Axo

101.07.1994. romuHe

“TlocTymak ce Moyke IPUMUjEHUTH U Kajla HujenHa o ¢pyHrnuja f(x) u g(x) Huje TpaHCcumeH-
IeHTHa. PjemaBaibe TaKBUX 3a/aTaKa je, IO IIPABUIY, jeIHOCTABHU]eE.

3Kopuctu ce u Tepmun obaacm dedunucanocmu.
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nocroju =, € X 3a xoje je 7(f(z,) = g(x,)) = T, onna kaxemo 1a je x, pjemene je-
nuavunne (1). Pujemwrn jemnauuny (1) smaum maliu cBa mena pjemema wiu gokazaru
na jenpavnna (1) mema pjemema ako ux 3amcra Hema. CKyI CBEX pjelema jeJHAYUHE
(1) osmaumhemo ca X,. Jacuo je ma je X, C X.

Hexka jemsa ox ¢pyuunuja y jenmauumnu (1), ma mpumjep f(x), uma Makcumywm, Tj.
HEKA TOCTOJH BPHJENHOCT Tmax € Dy 32 k0jy je max f(z) = f(Tmax) = fmax, & Zpyra
(yEEnEja g(r) MMa MUHEMYM, Tj. HEKA HOCTOJH Tmin € D, 32 kojy je min g(z) =
9(Tmin) = gmin- Pasmorpuliemo camjenehe ciydajese.

1.1. a) fiiax = Gmin ¥ Tmax = Tmin. Jemsaduna (1) uMa pjememe T = Tyax =
ZTmin (cia. 1.a)).

a) 6)
Can. 1

1.1. 6) fmax = Ymin ¥ Tmax 7 Tmin. Jexaaunna (1) Hema pjemema (ca. 1.6)).

2
[TPUMJEP 1. Pujemnru jemmaunny 2 cos? x—;—ﬁc =3"+37".

Pjewewe. 3anumumo maTy jegHaduHy Ha camjegenu HAYIMH

R i

cos =
3 2
) P+,
Pymrmmja f(x) = cos? je mepunucana 3a cBako r € (—00,00) U 3a10BOJHABA
2
. +
yeaos 0 < f(z) < 1. f(z) =1, 1j. max f(x) =1, 3a e 2km, k € Z.
3¢ 3-z zIn3 —xln3

$yurnuja g(zr) = +2 = +26 = ch(zln3) je medunucama 3a

cBako T € (—00,00) u 3a10B0masa ycaos 1 < g(z), upu wemy je ming(z) = 1, 3a
zIn3 =0, ogaocuo 3a x = 0.

Kaxo je y obmactu momycrusux BpujemHOCTH mare jemaumse X = Dy N D, =
(—00,00), max f(z) =1 = min g(z) jemuro 3a x = 0, TO 3aKBYIyjeMO Ia je HAUMHA
uMa jemHo jemuuo pjememe r = 0, Tj. ox mOHyDheHUX OArOBOpa TAdYaH je OATOBOP
mox B). A
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IIPUMJIEP 2. Pujemutn jemmaumny sinz + cosz = /2 + sin? 2.

Pjewene. ®ymkmumja f(r) = sinxz + cosr = /2 sin (x+ g) je mepummca-
Ha 3a CBaKO & € (—00,00) u mpm Tome je max f(x) = max+/2 sin (x+ %) =

T T

f (Z + 2k7r) =2, k € Z, narue, Tmax = 1 +2km, k € Z, fumax = V2.

®ynrnmja g(z) = /2+sin® 22 je mepumancana 3a cako x € (—00, 00) I IPH TOME
je min g(z) = min(yv/2 + sin?2z2) = ¢ (m%) = V2, m € Z, pakune, Tmin = mg7
m e Zv Jmin = \/E

Caga uMaMO fiax = V2 = Jmin- VI3 JeIHAKOCTH Tax = Tmin, Tj- U3 %4— 2km =

mg, mobujamo 1 4+ 8k = 2m, k € Z, m € Z. Ilobujena IlmodpanroBa jemHadmua

2m —8k =1,k € Z, m € Z, uema pjemema, Tj. HE MOXKE DUTH Tmax = Tmin, Ta TATA
jemHAYMHA HEMA, pjemema. A

[IPUMJIEP 3. Pujemutn jemmauunny log(z? — 5x) = 9r — 22 — 4.

Pjewemwe. Obnact medummcaroctn dymxnumje f(x) = log(z? — 5z) je Dy =

(—00,0) U (5,00), a obracr peduancaroctu pysknmje g(z) = V9x — 22 —4 je D, =
[1/2,4]. Kako je X = Dy N D, = @&, 1j. Kako je 00IaCT TOLYCTHBHX BPUjeIHOCTH
JaTe je[HAYMHE TPA3aH CKYN, TO NATa jeIHAYMHA HEMA pjemema. A

2.1. a) fmax < Ymin 4 Tmax = Tmin. Jespaumaa (1) mema pjemema (cia. 2.a)).

a) 0) B)
Cu. 2

2.1. 8) fmax < Ymin ¥ Tmax < Tmin. Jemnaduna (1) mema pjemema (cia. 2.6)).

2.1. B) fmax < Ymin 1 Tmax > Tmin. Jexgaunda (1) Hema pjemema (ci. 2.8)).
. . 4 z—1 9
IIPUMJEP 4. Pujemurn jensaduny” exp —— = 2~ — 4z + 6.
x

*JennocraBHocTU pajay, mumemo e' = exp(t)
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r—1

2
x = 0 moxe ce yzern lim f(z) = 40 = f(0), raga @ — +0, 1j. pyHERHja ce MOXxe
noxepunncarn y Hynm). max f(x) = f(2) = exp(1l/4) =1,284... .

Pjeweme. Pymrmmja exp je mepummcama 3a csako x € R\ {0} (3a

dymxmnja g(z) = 22 — 4x + 6 = (x — 2)? + 2 je medummcama 3a cBako r € R.
min g(z) = ¢(2) = 2.

Kako je max f(z) = f(2) = exp(1/4) = 1,284... < 2 = ¢(2) = ming(z), 0
IaTa jeIHAYNHA HeMa pjellemba, HAKO jé Tmax = 2 = Tmin. O

[IPUMIEP 5. Pumjemutu jemmaunny exp(—(zr — 1)%) = In(e? + 22).

Pjeweme. Y osom cayuajy max f(z) = maxexp(—(z —1)?) = f(1) =1 <
2 = g(0) = minln(e? + z%) = ming(x). Jemmaumma mema pjemema (fmax < Jmins
Tmax > xmin)-

2.2, fmax > Gmin. Jemsaumna (1) moxke mmaru pjemema (ci. 3.a)), a MOke u
HeMarn pjememna (cia. 3.0)).

a) 6)
Cu. 3

Y oBoMm cayuajy, yonmre ropopehu, oBuM moctynkom Huje Moryhe pujemutu je-
nuavnny (1). Mebyrum, y3 momyucka ucnmtuBama ocobuna ¢yskmuja f(z) m g(z)
morylie je yrBpanTu Konuko pjemema uMa jeasadmua (1) u, mTo je BPIO BaKHO, IPO-
OujeHnTH IpuUONMKHEE BPUjeNHOCTH pjemerha. Pamu Tora Tpeba mocMaTpaTn m3pase
Sfmax — 9(Tmax) T f(Zmin) — gmin- OBHje To Hehemo pasmarparm. Tom muramy Ou
Tpebano maTH BUIIe TPOCTOPA W KOPUCTHTH APYTAdMjI U CIONKEHUjH MATEMATHIKA
amapar.

3. IorammMo KaKO Ce M3IOXKEHNM IOCTYIKOM MOTY DHjelNTH HeKe HejeTHAUNHE
00mKa

(2) fl@) <g(z)  (mmm f(z) < g(2)).

Hexa cy obuactu ne¢unncanocru ¢pyurunja f(z) u g(z) pexom Dy u D,. Obaacm do-
nycmueus epujednocmu vejensaunte (2) je ckyn X,, = Dy N D,. Cryn cBux Bpumje-
IHOCTH Ty, € X, 3a k0je je 7(f(xrn) < g(2rn)) = T (nmm 7(f(xrn) < g(xr0)) =T),
y osHanu X,.,, je CKyl CBUX pjemema Hejennauumne (2). Jacwo je ma je X,., C X,.
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IIPuMJIEP 6. PujemnTn mejernavnny

sinx+cosx<\/12+4x—x2—\/3+2x—:r2.

Pjewemwe. Ob6mact nedumucanoctu ¢yurmuje f(z) = sinx + cosx je Dy =
{r; —c0o<w<oo}. Usycmosa 12+4x — 22 = (2 +2)(6—2) >0m 3+2x — 22 =
(x + 1)(3 — ) > 0 mamasumo ga je obmact medurucanoctu ¢ymrnuje g(r) =
V12 44z — 22 — 3+ 2z — 2%, D, = [-2,6] N [-1,3] = [-1,3]. Hakxe, obmact
IOLYyCTHBHX BPHjeIHOCTH 3a1are Hejennaunse je X, = DyND, ={z; -1 <z <3 }.

Kako je f(r) = sinz + cosz = /2 sin (x+£), TO je max_igogs f(z) =
f(r/4) = /2. Tokazumo ma je g(x) > 0 3a —1 < = < 3. 3amcra, V12 + 4o — 22 >
V3+2r—22 3a x > —4,5. 360r Tora Momemo mocMarpartm Gymkmmjy ¢2(r) =
(VI2+4z—22 — V3422 —22)2 = (J(@+2)(6-2) — /(z+1)(3—-2))? =
(V(@+1)(6 —z)—/(z +2)(3—2))?+3 > 3. Haxrxe, g°(z) > 3. Kaxo je g(z) > 0,
10 je g(z) > V3, ommocro min_j<,<39(z) = /3. Ha ocmoBy cBera 3axmydyjemo
ma je max f(r) = V2 < /3 = ming(z), ma je maTa HejegHAUMHA TadUHA 33 CBE
IOMyCTHUBE BpUjenHocTH, makie 3a —1 < o < 3. A

. . 1 . T
IIpuMJIEP 7. PujemnTn Heje fHAUMHEY ————— < Sin —.

4y — 22 -3 4

Pjewewe. Pyuxumja f(z) = je mepunucana 3a csako x € (1,3),

4y — 22 — 3
. . T
a (ymrnmja g(z) = sin =~ 3a CBaKO ¥ € (—00,00). Ilarue, obmact HOLyCTHBHX
BpUjenHOCTH maTe HejenHaumue je X, = {z;1 <z <3}
_ 1 _ 1
CWVaAr—a2 -3 1-(z—-2)
u upu ToMme je min f(z) = f(2) = 1.

Oyurnuja f(z) MOCTIZKE MEHHMYM 33 & = 2

dymrnuja g(z) = sin % JOCTILKE MAKCHIMYM 33 %T = g—l-ler7 Tj. 3a x = 2+8k,
k € Z, n upu tome je max g(z) = g(2+8k) = 1. Jemuno x = 2 npunaga obaacru X,,.

Nmawmo, nakne, min f(z) = f(2) = 1 = ¢(2) = max g(x), 1j. naTa HejexHavuna
UMa jeIHO jeAUHO pjemerme T = 2 W Taga Ce, 3aIpaB0, CBONW HA, jeTHAKOCT. A\

Hasemmmo HEKOINMKO 3amaTaka:
6sin® z + 4sin? x = — sin? 3.
cos x + cos? 2z + 2.

3sin? z = —222.

cos(2m + 1)x + cos2nx = —2, m,n € Z.
sin3x +sinz = 2 + cos? x.

log(z — 1) > V2 —a — a2

2 exp(—2?) < exp(z) + exp(—z).

No ol w =



