HACTABA MATEMATUWEKE Y CPEIIHOJ IITKOJIN

mp Eyren Benpan

PENIABAKE JETHAYMHE a® = b (mod p*)

Y oBom pany he Ourtu m3BemeHa pekypeHTHA (opMmyna 3a nobujame pemema
jenmHAYMHE

(1) a®=0b (mod p*),

rae ¢y a u b meaw Gpojesu, p u k npupoxau Opojesu, a p mpoct 6poj. Buhe, maxie,
IOKa3aHo na ce moMmoly pemema jemnmadmue (1) Moke mocTa Jak0 NOOWTH pelIeme
jemmaumre a® = b (mod p*+1), mro 3maum ma ce momohy pemema jemmaumme a® =

(mod p) Mowme mobutu pememe jemmaumme a® = b (mod p?), a momohy pemema
ose mohm 10 pemema jemmaumie a® = b (mod p®) m Tako mame, pemom. O mojmy
KOHTPYeHIHje [0 MOAYILY U HBeHUM OCHOBHUM CBOjCTBHMA IMTAJAL MOKe BEIETH y [1]
ox crpare 46 mo crpare 56, kao u y [3].

Ilobhumo on Bakme meduuumnuje. Herka je m mpupomanm 6poj Behm ox 1 u a meo
6poj, TakaB ga Cy @ W m PenaTHBHO IPOCTH, Tj. Ha je HuX0B Hajsehwm 3ajeqauykn
nenunan jempak 1, mro hiemo mucatu osako: (a,b) = 1. Hera je d majMamu mpu-
pomar 6poj Takas ma a’ = 1 (mod m) (rakas 6poj MOX AATOM MPETIOCTABEOM YBEK
nocroju). Tazxa kaxemo ga je d ped esemenma a Winm ma a NPunada udLoHcuoyy d
no modyay m. To samucyjemo oBako: 7., (a) = d.

Y Be3m ca mMOjMOM pena eleMeHTa 3HAJYajHa je

TEOPEMA 1. (i) Axo rp(a) = d, onda cy bpojesu a, a?, ..., a1 no napo-
BUME HEKONZDYERMNU 1O MOOYAY 1.

(ii) Axo je rm(a) =d un buro xoju npupodan 6poj, onda je popmyaa a™ =1
(mod m) mauna axo u camo axo d | n.

Jloxas. (i) masogmmo cBohemem mA MpoTWBpewROCT. Heka je CympOTHO MpeTmo-

crapmm, a® = a* (mod m) m 0 < k < s < d. Tama, 36or (a,m) = 1 Baxn a®** =
(mod m), a To Ou 3maumIO KA je s —k pen ememenTa a, mTo je, 30or 0 < k < s < d
memoryhe.

(i) IIpernoctaBumo npso ma d | n. Taza umamo 7,(a) = d un =dk, k € Z.
3aro je a® = a*? = (a?)F = 1¥ = 1 (mod m). Hakxe, a® =1 (mod m). O6parso,
weka je a” = 1 (mod m). Hogemumo n ca d ca octatkom: n =dg+71, 0 < r < d.
Taza 1 = a" = a¥t" = (a?)? - a” = a” (mod m). Iomro je 1 = a” (mod m),
0<r<dud=rny(a), To r e Moxke Gurn pex exementa a (mod m), ma r = 0. To
3Ha4n 1a n = dg, OOHOCHO d | n.
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Tpema Ojmeposoj reopemn ([1], crpana 51) Bamu a?™ =1 (mod m), (a,m) =
1, rme je p(m) Ojuaeposa KapakTepuUCTHEA IPUPOAHOr GPOja M, OZHOCHO GPOj CBUX
IpupomHENX OpojeBa MAmUX O M KOJjU Cy peJaTHuBHO mpocTu ca m. llo3mara je
penanuja

(2) e(p")=p"'(p—1),  pmpoct 6poj.

Ha ocmosy teopeme 1 (ii) kao u OjimepoBe Teopeme IakO ce 3akbydyje Oa Pel He-
kor enementa tpeba rpaxutu Mely meamommma 6Gpoja p(m). ITomenumo jom u 0By
nepununujy. AKO je pex eneMeHTa ¢ @O MOAYILy M jegHak @(m), Tama ce g 30Be
NPUMUMUBHU KOPEH NO MOOYAY M.

TEOPEMA 2. Hexa je (a,m) =1 ud =r,(a). Popmyaa a® = a* (mod m) je
maswrna ako u camo axo k = s (mod d).

Jokaz. U3 a® = a* (mod m) u, ma npumep, k > s, 36or (a,m) = 1 cremn

a*=* = 1 (mod m). Tama, mpema teopemu 1 (i), d | (k — s) ma crora k = s
(mod d).

O6parHo, Heka je k = s (mod d). Tanma d | (k — s), ogsocuo k —s =dl, | € Z.
3aro je a* ¢ = a¥ = (a?)! =1 (mod m) ma oryma a* = a* (mod m). m

ITocaEIUIA. Axo je p npocm 6poj u a NPUMUMUBHY KOPEH MO MOOYAY P,
mada a® = a® (mod p) axo u camo axo k= s (mod p — 1).

Hloucrta, ako je @ MPUMUTUBHE KODEH IO MOXYJIY P, OHNA je peXn eleMeHTa a
jemmax p(p) =p—1.m

Cana hiemo nokasatu Teopemy nomohy koje ce pemema jemaadusue (1) mory mahn
DEKyDEeHTHOM (hOPMYJIOM: akKO 3HAMO pememe Ty jemmaumie a” = b (mod pF), omma

nomohy mera Moxemo Hahim pememe 75,1 jemmaumme a® = b (mod p**!), ako omo
IOCTOjH.
TEOPEMA 3. Axo a** = b (mod p*) uw rp(a) = d, onda uz a™*+' = b

(mod pF*Y) caedu da je xpyy = xp +dv, v € Z.

Joxas. Kopucrehn nedurunujy KOErpyeHnuje mo MOy Iy, HCKAa3 TEOPEMe MOMKe-
MO OBAKO 3aIHCATH:

(a®™ =D+ prn A rpr(a) =d) = (a™+' = b4 p" T = 241 = 2 + dv),

n,l,v cy memn 6pojeu. Cuemyjyhu b us a® = b+p*l y dopmyny a®+1 = b+ pFti]
nobujamo a®F+1 = a”F —pFn+p*tll ommocHo, exBuBaNenTHO a7F+! = a®F —pF(n—pl),
1j. a®*+1 = a®* (mod p*). OBo je, mpema Teopemnu 2, eKBUBAJICHTHO Ca

(3) Th+1 = Tk (HlOd d)7

rae je d =7 (a). To smaum na je d jeman ox memmmama 6poja o(p*) = pF~1(p —1).
Popuyna (3) ce Moxke mucaru y o0IUKY

(4) Tpt1 = g + dv, veELZ,

mTo je m Tpebaso JokazaTy. W
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Jlokaszana TeopeMa MMa UMIUIAKANWjCKA ODJIUK, MTO 3HAYM Aa Cy hopmyiom (4)
onpebenn kammumaru“ 3a pemema jemmadmue (1). IHowmcra, ako cy Fi m Fo mse
popmyie (jemmauune) a R(F;), R(F2) CKyIOBH HUXOBUX PelleHa, OHIA BAKU

(Fi = F) = (R(F) C R(F)).
Bpoj v y dpopmyan (4) moxe ce mahu ,upobameM* uiu u3 yciosa
(5) a”* " =p  (mod p*t1).
Axo je pex enementa a mo Moxyry ptt! jemmak r, omma BaEm W OTpaEmUeme
(6) Tp+dv <,

qume ce Opoj ,KaEmmmaTa“ Koje je moTpebHO IPOBEPpUTH MOKe CMamuUTH. TeopeMmy 3
MOKEMO KODHCTHUTH ¥ 32 HAJAKEHEe Peja HEKOT eleMeHTa I0 MOZyty pr.

ITpuMEP 1. Halim pexn exementa 2 mo: a) mod 7, 6) mod 49 u 8) mod 343.

a) Kako ¢(7) = 6, a npupoxau peamonu 6poja 6 cy 1, 2, 3 u 6, T0 cy onga u
KaEIuIATH 3a pex exementa 2. ,IIpoGamem“ ce Hamasu ma je r7(2) = 3. To smaun
na je 3 pememe jenmaumne 2° =1 (mod 7) y mormyrom cucteMy octaTaka mod 7.

6) Canma, y crBapm, 3HaMO NApPTUKYJIapHO pememe xr1; = 3 jeamaumne 2° = 1

(mod 7). Homro je r7(2) = 3, xopucrehu Teopemy 3, dpopmyna (4), Moxemo mo-
TPAXKUTH pememe T2 jenqpadnne 2° =1 (mod 49) y obnury zo = 3+ 3t, t € Z. Kaxo
To Tpeba ma Oyge pex emementa 2 mo mod 49, a pex ememenTa je mpema (OpPMYIH
(2) memmnan Gpoja ¢(49) = 7-6 = 42, To Mopa BaxkuTH 22 € {1,2,3,6,7,14,21,42}.
Ho, 30or x5 = 3 + 3t cumcak ,kapmumara“ ce csomu Ha 3, 6, 21, 42. ,IIpobamem™
HauxaszuMo fAa je 21 majMamu 6poj koju 3amoBosbasa jemmaduny 2° = 1 (mod 49) na
je 3ato rq9(2) = 21.

B) Kaxko jenmaunna 2° =1 (mod 49) uma naprukyisapao pememe o = 21, onga,
npema Gopmyau (4) reopeme 3, pememe jegnaumne 2° =1 (mod 343) (ako mocroju)
Mopa OuTu 0bIuKa

(%) r3 =21421u, ué€Z

[omTo je p(343) = ¢(73) = 72 - 6 = 294, T0 je pen exementa 2 mod 343 memmran
Opoja 294 mro 3maUM 1A je

(%) xs € {2,3,6,14,21,42,49, 98, 147, 294}

Cucrem Qopmyna (x), (*%) je 3agoBosben axo u camo ako xrz € {21,42 147,294},
[Iposepom mamasumo ma je r343(2) = 147. A

I[TPUMEP 2. Pemutn mo x y motnyHOM cucTteMy octaTaka mod 343 jemnadmny
2% = 338 (mod 343).

IIpsu xopax. Habemo naprurymnapuo pememe jenpaunue 2* = 338 (mod 7). To
pelIeme 03HaYMMO Ca X1. 3aTO o1 = 1 U, IpemMa IpPeTXOAHOM mpumepy, r7(2) = 3.
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Apyeu xopax. Ipema Gpopmynu (4), Teopema 3, ciean ga pememe To jeTHAUU-
me 2 = 338 (mod 49) mopa umaru obauk xo = 1+ 3¢, t € Z. Ilomro je mpema
npumepy 16 749(2) = 21, To 360r dpopmyne (6) mopa Guru 1 + 3t < 21 ma cy 3a-
T0 RammumaTu“ 3a pememe 1, 4, 7, 10, 13, 16 u 19. Jlakom mpoBepoM HAIA3UMO
210 = 338 (mod 49) ma je 10 pememe jemmaumme 2° = 338 (mod 49). Ommre mapa-
MeTapCKo pememe oBe jemmauune y Z je 10 + 21t jep je rag(2) = 21.

Tpehu xopax. Karo je x2 = 10, a mpema mpumepy 1B je r343(2) = 147, 1o je
npema teopemu 3, popmyna (4)

r3=104+21u, uw€Z

a mpema dopmyian (6) je
10 + 21u < 147

olakie mobujamo ,kKamamuare” 3a pememe jegmaumne 2° = 338 (mod 343): 10, 31,
52, 73, 94, 115 m 136. Hemocpemso Hamasmmo ma je Tausa popumyma 2'0 = 338

(mod 343), wro 3maun na je 10 maprukymnapro, a 10 4+ 147¢, ¢t € Z oumte pememe
jemmaunne 2° = 338 (mod 343). A

ITpuMEP 3. Pemutu no x € Z jemmauuny 9°* =4 (mod 121).

IIpeu xopax. Iaprurymapro pememe jenauumse 9 = 4 (mod 11) je 2. Pexn
exementa 9 mod 11 je 5. Hamme, ,kapmmmatu 3a pej ejgeMeHTa cy meaumonu Opoja
o(11) = 10.

Apyeu xopax. pema teopemu 3, popmyna (4) moryha pemema jennaqune 9* =
4 (mod 121) cy Tama onucama (opMyIOM

(%) T, =245t tel

Morpaxumo orpanudeme y cuuciy popmyiue (6). Ipema Gpopmynn (2) pexn exementa
9 mod 121 manasumo mebhy nemmommma Gpoja p(121) = 11-10 = 110. To cy 6pojesn
1, 2, 5, 10, 22, 55 u 110. Jlakom mposepoMm Hamazumo 7121(9) = 5. To smaun
Ia BPEIHOCT 3a Tp Mopa Outu mamehy 0 u 5, omgocuo 0 < xo < 5 mam, 360r (*)
0 < 2+5t <5, te Z. OBaj cucrem Hejengauymea mMa jequuo pememe t = 0,
mebytmv 92 # 4 (mod 121), na jemmaumra 9% = 4 (mod 121) mema pemema. [lo Tor
3aK/bYUKA JONA3MMO I m3pauymasameM spexmoctn 9° = 1, 9' =9, 92 =81, 93 = 3,

9* = 27 (mod 121). akne, aujeana BpegrocT cremena Gpoja 9 mod 121 mmje 4. A
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