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REXAVA�E JEDNAQINE ax � b �modpk�

U ovom radu �e biti izvedena rekurentna formula za dobija�e rexe�a
jednaqine

��� ax � b �mod pk��

gde su a i b celi brojevi� p i k prirodni brojevi� a p prost broj� Bi�e� dakle�
dokazano da se pomo�u rexe�a jednaqine ��� mo�e dosta lako dobiti rexe�e
jednaqine ax � b �mod pk���� xto znaqi da se pomo�u rexe�a jednaqine ax � b

�mod p� mo�e dobiti rexe�e jednaqine ax � b �mod p��� a pomo�u rexe�a
ove do�i do rexe�a jednaqine ax � b �mod p�� i tako da	e� redom� O pojmu
kongruencije po modulu i �enim osnovnim svojstvima qitalac mo�e videti u 
��
od strane �
 do strane �
� kao i u 
���

Po�imo od va�ne definicije� Neka je m prirodan broj ve�i od � i a ceo
broj� takav da su a i m relativno prosti� tj� da je �ihov najve�i zajedniqki
delilac jednak �� xto �emo pisati ovako� �a� b� � �� Neka je d najma�i pri�
rodan broj takav da ad � � �mod m� �takav broj pod datom pretpostavkom uvek
postoji�� Tada ka�emo da je d red elementa a ili da a pripada izlo�iocu d

po modulu m� To zapisujemo ovako� rm�a� � d�

U vezi sa pojmom reda elementa znaqajna je

Teorema �� �i� Ako rm�a� � d� onda su brojevi a� a�� � � � � ad�� po paro�
vima nekongruentni po modulu m�

�ii� Ako je rm�a� � d i n bilo koji prirodan broj� onda je formula an � �
�mod m� taqna ako i samo ako d j n�

Dokaz� �i� izvodimo svo�e�em na protivreqnost� Neka je suprotno pretpo�
stavci� as � ak �mod m� i � � k � s � d� Tada� zbog �a�m� � � va�i as�k � �
�mod m�� a to bi znaqilo da je s� k red elementa a� xto je� zbog � � k � s � d

nemogu�e�

�ii� Pretpostavimo prvo da d j n� Tada imamo rm�a� � d i n � dk� k � Z�
Zato je an � akd � �ad�k � �k � � �mod m�� Dakle� an � � �mod m�� Obratno�
neka je an � � �mod m�� Podelimo n sa d sa ostatkom� n � dq � r� � � r � d�
Tada � � an � adq�r � �ad�q � ar � ar �mod m�� Poxto je � � ar �mod m��
� � r � d i d � rm�a�� to r ne mo�e biti red elementa a �mod m�� pa r � �� To
znaqi da n � dq� odnosno d j n�



Rexava�e jednaqine ax � b �mod pk� �	

Prema Ojlerovoj teoremi �
��� strana ��� va�i a��m� � � �mod m�� �a�m� �
�� gde je ��m� Ojlerova karakteristika prirodnog broja m� odnosno broj svih
prirodnih brojeva ma�ih od m koji su relativno prosti sa m� Poznata je
relacija

��� ��pk� � pk���p� ��� p prost broj�

Na osnovu teoreme � �ii� kao i Ojlerove teoreme lako se zak	uquje da red ne�
kog elementa treba tra�iti me�u deliocima broja ��m�� Pomenimo jox i ovu
definiciju� Ako je red elementa g po modulu m jednak ��m�� tada se g zove
primitivni koren po modulu m�

Teorema �� Neka je �a�m� � � i d � rm�a�� Formula as � ak �mod m� je
taqna ako i samo ako k � s �mod d��

Dokaz� Iz as � ak �mod m� i� na primer� k � s� zbog �a�m� � � sledi
ak�s � � �mod m�� Tada� prema teoremi � �ii�� d j �k � s� pa stoga k � s

�mod d��

Obratno� neka je k � s �mod d�� Tada d j �k � s�� odnosno k � s � dl� l � Z�
Zato je ak�s � adl � �ad�l � � �mod m� pa otuda ak � as �mod m��

Posledica� Ako je p prost broj i a primitivni koren po modulu p�
tada ak � as �mod p� ako i samo ako k � s �mod p� ���

Doista� ako je a primitivni koren po modulu p� onda je red elementa a

jednak ��p� � p� ��

Sada �emo dokazati teoremu pomo�u koje se rexe�a jednaqine ��� mogu na�i
rekurentnom formulom� ako znamo rexe�e xk jednaqine ax � b �mod pk�� onda
pomo�u �ega mo�emo na�i rexe�e xk�� jednaqine ax � b �mod pk���� ako ono
postoji�

Teorema �� Ako axk � b �mod pk� i rpk �a� � d� onda iz axk�� � b

�mod pk��� sledi da je xk�� � xk � d�� � � Z�

Dokaz� Koriste�i definiciju kongruencije po modulu� iskaz teoreme mo�e�
mo ovako zapisati�

�axk � b� pkn � rpk �a� � d� �� �axk�� � b� pk��l �� xk�� � xk � d���

n� l� � su celi brojevi� Sme�uju�i b iz axk � b�pkl u formulu axk�� � b�pk��l

dobijamo axk�� � axk�pkn�pk��l� odnosno� ekvivalentno axk�� � axk�pk�n�pl��
tj� axk�� � axk �mod pk�� Ovo je� prema teoremi �� ekvivalentno sa

�
� xk�� � xk �mod d��

gde je d � rpk �a�� To znaqi da je d jedan od delilaca broja ��pk� � pk���p� ���
Formula ��� se mo�e pisati u obliku

��� xk�� � xk � d�� � � Z�

xto je i trebalo dokazati�
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Dokazana teorema ima implikacijski oblik� xto znaqi da su formulom ���
odre�eni ��kandidati� za rexe�a jednaqine ���� Doista� ako su F� i F� dve
formule �jednaqine� a R�F��� R�F�� skupovi �ihovih rexe�a� onda va�i

�F� �� F�� �� �R�F�� � R�F����

Broj � u formuli ��� mo�e se na�i ��proba�em� ili iz uslova

�	� axk�d� � b �mod pk����

Ako je red elementa a po modulu pk�� jednak r� onda va�i i ograniqe�e

��� xk � d� � r�

qime se broj ��kandidata� koje je potrebno proveriti mo�e sma�iti� Teoremu �
mo�emo koristiti i za nala�e�e reda nekog elementa po modulu pk�

Primer �� Na�i red elementa � po� a� mod 
� b� mod �� i v� mod 
�
�

a� Kako ��
� � �� a prirodni delioci broja 
 su �� �� � i 
� to su onda i
kandidati za red elementa �� ��Proba�em� se nalazi da je r���� � 
� To znaqi
da je � rexe�e jednaqine �x � � �mod 
� u potpunom sistemu ostataka mod 
�

b� Sada� u stvari� znamo partikularno rexe�e x� � 
 jednaqine �x � �
�mod 
�� Poxto je r���� � 
� koriste�i teoremu �� formula ���� mo�emo po�
tra�iti rexe�e x� jednaqine �

x � � �mod ��� u obliku x� � 
�
t� t � Z� Kako
x� treba da bude red elementa � po mod ��� a red elementa je prema formuli
��� delilac broja ����� � 
 � � � ��� to mora va�iti x� � f�� �� 
� �� 
� ��� ��� ��g�
No� zbog x� � 
 � 
t spisak ��kandidata� se svodi na �� 
� ��� ��� ��Proba�em�
nalazimo da je �� najma�i broj koji zadovo	ava jednaqinu �x � � �mod ��� pa
je zato r�	��� � ���

v� Kako jednaqina �x � � �mod ��� ima partikularno rexe�e x� � ��� onda�
prema formuli ��� teoreme �� rexe�e jednaqine �x � � �mod 
�
� �ako postoji�
mora biti oblika

��� x� � �� � ��u� u � Z�

Poxto je ��
�
� � ��
�� � 
� � � � ���� to je red elementa � mod 
�
 delilac
broja ��� xto znaqi da je

���� x� � f�� 
� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��
� ���g�

Sistem formula ���� ���� je zadovo	en ako i samo ako x� � f��� ��� ��
� ���g�
Proverom nalazimo da je r������ � ��
� 	

Primer �� Rexiti po x u potpunom sistemu ostataka mod 
�
 jednaqinu
�x � 

� �mod 
�
��

Prvi korak� Na�emo partikularno rexe�e jednaqine �x � 

� �mod 
�� To
rexe�e oznaqimo sa x�� Zato x� � � i� prema prethodnom primeru� r���� � 
�
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Drugi korak� Prema formuli ���� teorema �� sledi da rexe�e x� jednaqi�
ne �x � 

� �mod ��� mora imati oblik x� � � � 
t� t � Z� Poxto je prema
primeru �b r�	��� � ��� to zbog formule �
� mora biti � � 
t � �� pa su za�
to ��kandidati� za rexe�e �� �� �� ��� ��� �
 i ��� Lakom proverom nalazimo
��
 � 

� �mod ��� pa je �� rexe�e jednaqine �x � 

� �mod ���� Opxte para�
metarsko rexe�e ove jednaqine u Z je �� � ��t jer je r�	��� � ���

Tre�i korak� Kako je x� � ��� a prema primeru �v je r������ � ��
� to je
prema teoremi �� formula ���

x� � �� � ��u� u � Z

a prema formuli �
� je

�� � ��u � ��


odakle dobijamo ��kandidate� za rexe�e jednaqine �x � 

� �mod 
�
�� ��� ���
��� ��� ��� ��� i ��
� Neposredno nalazimo da je taqna formula ��
 � 

�
�mod 
�
�� xto znaqi da je �� partikularno� a �� � ��
t� t � Z opxte rexe�e
jednaqine �x � 

� �mod 
�
�� 	

Primer �� Rexiti po x � Z jednaqinu �x � � �mod �����

Prvi korak� Partikularno rexe�e jednaqine �x � � �mod ��� je �� Red
elementa � mod �� je �� Naime� ��kandidati� za red elementa su delioci broja
����� � ���

Drugi korak� Prema teoremi �� formula ��� mogu�a rexe�a jednaqine �x �
� �mod ���� su tada opisana formulom

��� x� � � � 	t� t � Z�

Potra�imo ograniqe�e u smislu formule �
�� Prema formuli ��� red elementa
� mod ��� nalazimo me�u deliocima broja ������ � �� � �� � ���� To su brojevi
�� �� �� ��� ��� �� i ���� Lakom proverom nalazimo r������ � 	� To znaqi
da vrednost za x� mora biti izme�u � i �� odnosno � � x� � 	 ili� zbog ���
� � � � 	t � 	� t � Z� Ovaj sistem nejednaqina ima jedino rexe�e t � ��
me�utim �� 
� � �mod ����� pa jednaqina �x � � �mod ���� nema rexe�a� Do tog
zak	uqka dolazimo i izraqunava�em vrednosti �
 � �� �� � �� �� � ��� �� � 
�
�� � �
 �mod ����� Dakle� nijedna vrednost stepena broja � mod ��� nije �� 	

LITERATURA


�� I� Niven� S� Zuckerman� H� Montgomery� An Introduction to the Theory of

Numbers� New York �����


�� G� H� Hardy� E� M� Wright� An Introduction to the Theory of Numbers� Oxford
��
��


�� V� Mi�ci�c� Z� Kadelburg� Uvod u teoriju brojeva� Beograd ���
�


