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O ULOZI MATEMATIKE U NASTAVI PROGRAMIRA�A

Me�u uqenicima sred�ih xkola koji se zainteresuju za programira�e� ma�
tematika se qesto shvata kao dosadna� apstraktna i neprimen�iva gimnastika
uma� koja nema mnogo veze sa pisa�em programa� Me�u nekima od ovih uqenika
kao da vlada mix�e�e da se veliki programer postaje tako xto se nauqi na�
pamet xta koji interapt radi� ili sa kog porta se oqitavaju koje informacije
o pojedinom ure�aju� Mnoge od �ih vixe interesuje kako ostaviti neku vrstu
potpisa na raqunaru� tako da svima bude jasno ko je to uradio� a malo kome
� kako je to uradio ili kako ukloniti ��potpis�� Naravno da ovi �aci takvim
zna�em odskaqu od ostalih �aka u ode�e�u� a neretko izaziva�u div�e�e ili
zavist� xto ih qini va	nima� Kad je ovakvo zna�e dovo�no da se bude va	an�
qemu onda uqe�e matematike
 Matematika se te	e savladava� jer zahteva vixe
napora uma� a i nema bax vid�ive veze sa oduxev�e�em koje osetite kada na
raqunaru uradite nexto �makar i destruktivno� xto ostali ne umeju�

U ovom tekstu 
e biti navedeno nekoliko zadataka� koji se svi mogu zada�
vati u sred�im xkolama� Svi ovi zadaci se primenom matematike mogu rexiti
na elegantniji� jednostavniji i�ili efikasniji naqin� tako da se za ma�e vre�
mena dolazi do rexe�a koje je po mnogo qemu superiornije od onog� koje bi se
dobilo bez potrebnog zna�a matematike� Uqenik koji rexi zadatak na loxiji
naqin� mo	e braniti svoje rexe�e priliqno uporno� jer ono zaista radi lepo na
primerima koji se mogu ruqno proveriti� a ako na malo ve
im primerima radi
sporo� treba nabaviti br	i raqunar� Ono xto obiqno nije jasno� je da razlike
mogu biti tolike� da loxije rexe�e za nexto ve
e ulazne podatke mo	e biti
potpuno neupotreb�ivo�

Primena matematike u programira�u daje priliku uqenicima koji se opre�
dele za ovakav naqin rada� da se i oni pohvale zna�em� koje je u programira�u
bar isto toliko va	no kao i ono pomenuto� pa da tako i oni budu va	ni� Pro�
grami ovih uqenika 
e mo
i mnogo toga xto ne mogu programi �ihovih drugova�
koji mo	da poznaju vixe tehniqkih deta�a o raqunaru� vixe raznih programskih
okru	e�a i biblioteka �xto su bez sum�e korisna zna�a�� ali slabije znaju ili
slabije koriste matematiku� Pri tome ne
e biti dodatnog posla i glavobo�e za
�ude koji po xkolama odr	avaju raqunare� Naprotiv� neka originalna rexe�a
mogu biti vrlo korisna u praksi�

Ci� ovog teksta je da kod uqenika zainteresovanih za programira�e raz�
vije i podr	i uvere�e� da se kroz primenu matematike mogu ista
i upravo u



O ulozi matematike u nastavi programira�a ��

programira�u� i to qesto na jedan zdraviji naqin� nego xto je na primer� one�
mogu
ava�e normalnog funkcionisa�a raqunara�

Princip uk�uqe�a�isk�uqe�a

Sred�e vrednosti

Data je trodimenziona matrica A dimenzija N � N � N � Ispisati
elemente i indekse svih elemenata a�i� j� k� matrice A� koji su jednaki ari�
tmetiqkoj sredini svih onih elemenata a�p� q� r� za koje je p �� i� q �� j�
r �� k�

Zadatak se lako mo	e rexiti� tako xto se za svaki element matrice A
izraquna odgovaraju
a sred�a vrednost� i uporedi se sa teku
im elementom�
Takvo rexe�e bi zahtevalo tri ug�e	dena ciklusa za izbor elementa koji se
proverava� i jox tri u dubinu za raquna�e sred�e vrednosti� xto je ukupno �
ciklusa� Za N reda veliqine ��� takav algoritam je texko upotreb�iv� jer je
potrebno ivrxiti broj operacija reda veliqine ����� a to bi verovatno trajalo
predugo�

Jasno je da se veliki broj sabira�a u prethodnom rexe�u ponav�a� Do
potrebne sred�e vrednosti mo	emo do
i i na drugi naqin� a to je da od je�
dnom izraqunatog zbira svih elemenata oduzmemo one kojima se bar jedan indeks
poklapa sa odgovaraju
im indeksom teku
eg elementa� Takvih elemenata ima
znatno ma�e� tako da bi za sabira�e bila dovo�na dva ciklusa umesto tri�
Me�utim� da bi se raquna�e svelo na minimum� mo	emo jox neke potrebne sume
izraqunati unapred� i time izbe
i bilo kakve dodatne cikluse� Tada 
e se po�
trebne sred�e vrednosti izraqunavati jednom naredbom� U tu svrhu� potrebne
su nam�

� sume ��slojeva� ili ��ravni� u sva tri pravca� odnosno�

� za dato i � suma a�i� j� k� za sve j� k�

� za dato j � suma a�i� j� k� za sve i� k�

� za dato k � suma a�i� j� k� za sve i� j�

� zatim� sume vrsta i kolona� tj� ��pravih� u sva tri pravca� odnosno�

� za dato j� k � suma a�i� j� k� za sve i�

� za dato k� i � suma a�i� j� k� za sve j�

� za dato i� j � suma a�i� j� k� za sve k�

� i konaqno suma svih elemenata�

Radi pam
e�a svih ovih suma� pogodno je opseg indeksa � �� N po svakoj di�
menziji proxiriti na � �� N � Element kome je neki od indeksa jednak �� koristi
se kao suma svih polaznih elemenata matrice �onih sa nenultim indeksima��
kojima se odgovaraju
i indeksi poklapaju sa nenultim indeksima tog elemen�
ta� Tako na primer� a��� j� k� jednak je sumi ��prave� koja se dobija za sve i i
fiksirane j� k� a a��� j� �� je suma ��ravni� svih a�i� j� k� sa datim j�
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Ostaje da vidimo kako se izraqunava zbir elemenata a�p� q� r�� za koje je
p �� i� q �� j� r �� k� Taj zbir je mogu
e izraqunati koriste
i poznati princip
uk�uqe�a�isk�uqe�a� Najpre od sume svih elemenata oduzmemo sume a�i� �� ��
a��� j� �� a��� �� k�� ravni u kojima se nalaze elementi sa bar jednim istim indeksom
kao kod a�i� j� k�� Me�utim� tada smo elemente sa dva poklop�ena indeksa oduzeli
� puta� pa ih sada treba dodati� tj� treba dodati sume a�i� j� �� a��� i� k� a�i� �� k��
Pri tome je sam element a�i� j� k� dodat � � � 	 � � � puta� pa ga treba jox
jednom oduzeti� Tako dolazimo do tra	ene sume� Jednakost koja se u programu
proverava� dobija se kada sam element a�i� j� k� i sred�u vrednost pomno	imo sa

N����� jer toliko ima sabiraka u sumi� Time smo izbegli potrebu za de�e�em
i upotrebom realnih brojeva�

var

a� array������� ������ ������ of integer�

i� j� k� n� n�� integer�

begin

write	
n�
�� readln	n�� n���	n
���	n
���	n
���

for i��� to n do

for j��� to n do

for k��� to n do

if	i�j�k��� then a�i�j�k����

else

begin

write	
a�
� i�
�
� j�
�
� k�
��
��

readln	a�i� j� k���

a���������a��������a�i�j�k��

a�i�������a�i������a�i�j�k��

a���j�����a���j����a�i�j�k��

a�����k���a�����k��a�i�j�k��

a�i�j�����a�i�j����a�i�j�k��

a���j�k���a���j�k��a�i�j�k��

a�i���k���a�i���k��a�i�j�k��

end�

for i��� to n do

for j��� to n do

for k��� to n do

if 	n��a�i�j�k��a�������
	a�i������a���j����a�����k��

�a�i�j����a���j�k��a�i���k� 
a�i�j�k�� then

writeln	
a�
� i�
�
� j�
�
� k�
��
� a�i�j�k���

end�

Delimiqne sume

Na osnovu date matrice A dimenzija N�N � treba formirati matricu
B istih dimenzija� takvu da je b�i� j� jednak sumi onih a�p� q�� za koje je i � p�
i	 j � p	 q�
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Ponovo imamo jedno jednostavno i neefikasno rexe�e� da za svako i� j�
pro�emo kroz potreban deo matrice A� i izraqunamo b�i� j� sa dva pomo
na ci�
klusa�

var

a�b� array�������� ������� of integer�

n� i� j� p� q� qlast� integer�

begin

write	
n�
�� readln	n��

for i��� to n do

for j��� to n do

begin

write	
a�
� i�
�
� j�
��
��

readln	a�i� j���

b�i�j�����

for p��� to i do

begin

if n�	i�j
p� then

qlast��n

else

qlast �� i�j
p�

for q��� to qlast do

b�i�j���b�i�j��a�p�q��

end�

end�

for i��� to n do

begin

for j��� to n do write	b�i�j�����

writeln�

end�

end�

Kao i u prethodnom zadatku� i ovde imamo ponav�a�e istih sabira�a� Mno�
ga od tih sabira�a postaju suvixna� ako iskoristimo prethodno izraqunate
zbirove� Upotrebi
emo ponovo princip u�uqe�a�isk�uqe�a� Razmotimo najpre
sluqaj kada element a�i� j� nije iviqni� Zbirovi b�i� j � �� i b�i� �� j 	 �� �ozna�
qeni na slici� sadr	e sve sabirke iz zbira b�i� j� osim samog elementa a�i� j��
Me�utim� sabravxi ova dva zbira� elemente koji se nalaze u �ihovom preseku
raqunamo dva puta� pa treba oduzeti zbir b�i � �� j�� koji predstav�a taj pre�
sek� Razradom deta�a� dobijaju se sve potrebne formule �pretpostav�a se da je
N � ���

b��� �� � a��� ���

b��� j� � b��� j � �� 	 a��� j� 
j � ���

b�i� �� � b�i� �� �� 	 a�i� �� 
� � i � N��

b�i� j� � b�i� j � ��� b�i� �� j� 	 b�i� �� j 	 �� 	 a�i� �� 
� � i � N� � � j � N��

b�i� N � � b�i� N � �� 	 a�i� N � 
� � i � N��
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Ove formule ne samo da daju mogu
nost uxtede vremena �dvostruki ciklus
umesto qetvorostrukog�� nego i prostora� jer se sada sve operacije mogu izvesti
u istoj matrici� ako se elementi b izraqunavaju red po red� sleva na desno� Na
osnovu svega reqenog� program se lako mo	e napisati�

Pohlepan algoritam

U slede
em primeru ilustruje se dokaziva�e korektnosti i primena tako�
zvanog pohlepnog �engl� greedy� algoritma�

Najve�a zarada na poslovima sa rokom

U jedinici vremena mo�e da se obavi jedan posao� Dato je N poslova�
koji imaju rokove� i�ti posao treba obaviti najkasnije u trenutku �vre�
menskoj jedinici� di� � � i � N � di je prirodan broj� Zarada na i�tom poslu
je Ri novqanih jedinica �� � i � N� ako je posao obav�en na vreme� inaqe
je 	� Na
i jedan redosled obav�a�a poslova tako da se maksimizira zarada�

Napomena� obiqno postoji izvesna zarada pri svakom poslu� pa i pri onom
koji kasni� Da ne bismo gubili na opxtosti� zaradu mo	emo razdvojiti na
fiksni i promen�ivi deo� Fiksni deo zarade je onaj koji se svakako ostvaruje
�minimalna ili garantovana zarada�� a promen�ivi deo dobijamo kada zaradu
na poslu obav�enom na vreme uma�imo za vrednost fiksne zarade� Nakon toga
se mo	emo skoncentrisati na maksimizaciju promen�ivog dela zarade�

Problem je formulisan nexto apstraktnije� me�utim lako se dolazi do raz�
nih interpretacija� Na primer� u sluqaju fotokopirnice vremenska jedini�
ca mo	e biti � sata� u sluqaju mikroprocesora � mikrosekunda� a u sluqaju
gra�evinske firme mesec dana� Isto tako� posao mo	e biti kopira�e k�ige�
izvrxava�e dela programa� ili grad�a objekta� Realna situacija je nexto ide�
alizovana time xto se smatra da svi poslovi u datom primeru jednako traju� i
da se obav�aju jedan po jedan bez zastoja�

Potrebno je naqiniti optimalan izbor poslova koji 
e biti obav�eni na
vreme� Preciznije� za svaku jedinicu vremena treba izabrati po jedan posao�
tako da svaki izabrani posao bude obav�en na vreme� a da zbir zarada na iza�
branim poslovima bude xto ve
i�

Neka je dat jedan redosled nekih poslova� u kome se svi izabrani poslovi
obav�aju na vreme� Isti poslovi se mogu obaviti i u redosledu u kome veliqine
di rastu� Zaista� neka je u polaznom redosledu posao p bio obav�en u trenutku
tp� a posao q u trenutku tq� gde je tp � tq i dp � dq� Drugim reqima� prvo je
obav�en posao p� koji mo	e vixe �ili isto� da qeka� Oba posla su obav�ena
na vreme� odnosno va	i tp � dp� tq � dq� Na osnovu ovih relacija slede dva
zak�uqka� Prvo� tp � tq � dq� tj� posao q se mo	e obaviti u trenutku tp jer je i
u eventualno kasnijem trenutku tq bio obav�en na vreme� Drugo� tq � dq � dp�
xto znaqi da se posao p mo	e obaviti u vreme tq� jer je u to vreme bio uspexno
obav�en posao q� koji mo	e ma�e �ili isto� da qeka� Prema tome� ako neki skup
poslova mo	e da se obavi na vreme� onda redosled obav�a�a uvek mo	e da se
izmeni tako da se ispoxtuje princip ��najpre najhitniji�� Koriste
i kontra�
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poziciju prethdnog zak�uqka� dolazimo do jasnije formulacije� ako neki skup
poslova ne mo	e da se obavi na vreme poxtuju
i princip ��najpre najhitniji��
onda ne mo	e da se obavi ni u jednom redosledu�

Radi jednostavnosti izra	ava�a uvedimo slede
e definicije� skup poslova

emo zvati izvod�ivim� ako se svi poslovi iz tog skupa mogu obaviti na vreme�
u protivnom� skup je neizvod�iv� Za izvod�iv skup poslova ka	emo da je nedo�
pu�iv� ako pridru	iva�em skupu bilo kojeg od preostalih poslova skup postaje
neizvod�iv� Sada mo	emo formulisati tvr�e�e� svi izvod�ivi nedopu�ivi
skupovi imaju isti broj elemenata� Doka	imo ovo tvr�e�e�

Neka su A i B dva izvod�iva nedopu�iva skupa poslova� i neka su poslovi
ak � A� k � ��M i bk � B� k � �� N � pore�ani po hitnosti� Pretpostavimo da
A ima ma�e elemenata od B� tj� M � N � Jasno je da za svako k va	i d
ak� � k�
Neka je k najma�i broj za koji va	i 
�j� k � j � M �� d
aj� � j� To znaqi
da je k�ti posao posled�i koji se ne mo	e odlagati� ili ako se svi poslovi
mogu odlagati� tada je k � �� Da ne bismo izdvajali sluqaj k � �� mo	emo
smatrati da postoji fiktivni posao a�� koji se obav�a u trenutku � �i nosi
zaradu ��� Poslova bk��� bk��� � � � � bN � ima vixe nego ak��� ak��� � � � � aM � jer
je N � M �mogu
e je da ovih drugih i nema� ako je k � M � ali taj sluqaj ne
zahteva zasebno razmatra�e�� Zbog toga me�u poslovima bk��� bk��� � � � � bN �
postoji bar jedan koji nije me�u ak��� ak��� � � � � aM � neka je to bX � Kako je
d
ak� � k � X � d
bX�� to je posao ak hitniji od bX � pa bX nije ni me�u
prvih k poslova u A �oni su jox hitniji nego ak�� dakle uopxte nije u skupu A�
Umetnimo posao bX u skup A� tako da su poslovi i da�e pore�ani po hitnosti�
Time se u skupu A odla	u za jednu jedinicu vremena samo neki od poslova nakon
k�tog� a va	i 
�j� k � j � M �� d
aj� � j� pa se ovim umeta�em ne
e
naruxiti izvod�ivost poslova u A� Ovo je u kontradikciji sa pretpostavkom
da je A nedopu�iv skup� xto dokazuje da ne mo	e biti M � N � Na isti naqin
nije mogu
e ni M � N � pa je M � N �

Dokazali smo da se pri svakom izvod�ivom i nedopu�ivom izboru poslova
obavezno obav�a isti broj poslova� oznaqimo ga sa S� To znaqi da je svaki
izvod�iv skup sa ma�e od S poslova uvek dopu�iv� Zbog toga je mogu
e u plan
uk�uqiti najpre posao koji donosi najve
u zaradu� zatim prvi slede
i posao po
veliqini zarade� koji se mo	e obaviti zajedno sa prvim poslom �ne naruxava
izvod�ivost�� itd� Preciznije� potrebno je izvrxiti slede
e korake�

� Urediti poslove tako da zarade pri �ihovom uspexnom obav�a�u opadaju�

� Uvrstiti u plan anga	ova�a prvi posao�

� Za svaki slede
i posao X redom�

� Privremeno umetnuti posao X u niz A izabranih poslova� tako da u
nizu A izabranih poslova kraj�i rokovi rastu�

� Ako u novom nizu A poslova svaki posao mo	e da se obavi na vreme�
tj� 
�k� dk � k� privremeno dodati posao X ostaje u spisku izabranih�
inaqe se brixe iz spiska�
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Doka	imo da navedeni postupak daje optimalan izbor poslova� oznaqen sa A�
Neka je neki drugi izbor poslova B optimalan� Pore�ajmo poslove u skupovi�
ma A i B po veliqini profita u opadaju
i redosled� Neka je prvo neslaga�e
elemenata nizova na poziciji i �� � i � r�� tj� neka se prvih i � � poslova u
ova dva skupa poklapa� i neka ai � A i bi � B predstav�aju prvi par razliqi�
tih elemenata ovih skupova� Dokaza
emo najpre da posao bi nije vredniji od ai�
Pretpostavimo da je bi vredniji od ai� Za i � � to je nemogu
e� jer je a� najvre�
dniji posao� Sa druge strane� za i � � bi bi �prema naqinu bira�a posla ai��
ako je vredniji� qinio sa prvih i� � poslova skupa A neizvod�iv skup poslova�
Kako isti poslovi postoje i u skupu B� sledilo bi da je B neizvod�iv skup�
Dakle� bi nije vredniji od ai� Dodajmo sada posao ai u skup B� Ako skup B
postaje neizvod�iv� bi
e potrebno ukloniti jedan posao iz skupa B� ali to ne
mora biti nijedan od prvih i � � poslova� jer je ai sa �ima saglasan� Odavde
sledi da uklo�eni posao nema ve
u vrednost nego ai� pa se ovom zamenom ukupan
profit ne sma�uje� Nakon ove zamene� uoqimo novi indeks i sa istom osobinom� i
ponovimo postupak� Dolazimo do zak�uqka da skup poslova A daje profit ve
i
ili jednak kao u B� odakle sledi da je i skup A optimalan�

Matematiqko razmatra�e koje izneto u ovom zadatku� daje jedan efikasan
naqin za rexava�e klase problema� koji je poznat kao pohlepan algoritam �gre�
edy algorithm�� Osnovna ideja je jasna� u svakom trenutku qiniti izbor koji je
lokalno optimalan� odnosno koji trenutno najvixe uve
ava veliqinu koja se mak�
simizira �najma�e uve
ava� ako se radi o minimizaciji�� a ne naruxava uslove
koje treba da ispuni naqi�eni izbor� Pohlepni algoritmi su vrlo efikasni� i
primen�ivi u mnogim zadacima� ali u mnogim zadacima i nisu� Prepoznava�e
i dokaziva�e ispu�enosti uslova potrebnih za garanciju da pohlepnim algori�
tmom zaista dobijamo rexe�e� pretpostav�a izvesno zna�e matematike� Kako je
razmatra�e sliqno u mnogim problemima� stvorena je qvrsta teorijska osnova
sa potrebnim algebarskim strukturama� koja znatno olakxava potrebnu analizu�

Neko ko matematiku ne poznaje dovo�no za ovakav naqin rexava�a zadataka�
mo	da bi zadatak rexavao qak i bektrekom� xto je jedan od najsporijih naqina
da se ovakav zadatak rexi�

Ostali primeri

Sledi jox nekoliko zadataka jednostavne formulacije� koji se mogu jedno�
stavno i rexiti� ali nije odmah jasno da je takvo rexe�e ispravno� Stoga je
ve
a pa	�a posve
ena naqinu razmix�a�a i dokazu korektnosti ponu�enih re�
xe�a� Rexe�a zadataka ��sre
a� i ��disjunktne du	i� mogu biti neefikasna u
specijalno konstruisanim primerima� ali se �ihova efikasnost mo	e pobo�xa�
ti pa	�ivijim izborom poqetne podele� kao i izborom iterativnog koraka�

Optimalno spariva�e brojeva

Dat je niz od �N elemenata� Potrebno je formirati N parova� ta�
ko da najve
i zbir para elemenata bude xto ma�i� Na primer� za brojeve
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�� �� �� �� �� 
 jedno optimalno spariva�e je 
�� ��� 
�� ��� 
�� 
�� jer max
� 	 ��
� 	 �� � 	 
� � �� a svako drugo spariva�e daje isti ili ve
i zbir�

Razmotrimo jednostavan sluqaj� kada imamo samo � broja� Neka su to �po�
re�ani u rastu
i redosled� a�� a�� a� i a�� Imamo tri mogu
a spariva�a�


a�� a��� 
a�� a��� X � max
a� 	 a�� a� 	 a�� � a� 	 a�� jer a� � a�� a� � a��


a�� a��� 
a�� a��� Y � max
a� 	 a�� a� 	 a�� � a� 	 a�� jer a� � a�� a� � a��


a�� a��� 
a�� a��� Z � max
a� 	 a�� a� 	 a���

Kako je a� 	 a� � a� 	 a� � X� a� 	 a� � a� 	 a� � X� sledi Z � X� Sliqno�
va	i� a� 	 a� � a� 	 a� � Y � a� 	 a� � a� 	 a� � Y � odakle sledi Z � Y �

Zak�uqujemo da je tre
e spariva�e optimalno� Vixe od toga� ako u zada�
tku sa ve
im brojem parova brojeva izdvojimo dva para� najve
i zbir se ne
e
pove
ati �a mo	e se sma�iti� kada brojeve iz ova dva para presparimo tako da
su u jednom paru prvi i qetvrti� a u drugom paru drugi i tre
i po veliqini�

Pre�imo sada na opxti sluqaj� Posmatrajmo par brojeva u kome se nalazi
najmani broj i par u kome se nalazi najve
i broj� Ako to nije isti par� onda
izvo�e�em opisane razmene� mo	emo dobiti novo spariva�e koje nije loxije od
polaznog� Izostavimo zatim iz razmatra�a najma�i i najve
i broj� pa ponovi�
mo postupak� Dolazimo do zak�uqka da se optimalno spariva�e mo	e dobiti
na slede
i jednostavan naqin� sortiramo brojeve u rastu
i poredak� a zatim
sparimo prvi sa posled�im� drugi sa pretposled�im� � � � N �ti sa N 	 ��vim�

Uporedimo ovo elegantno rexe�e sa dugotrajnim isprobava�em raznih mo�
gu
ih spariva�a brojeva� pa 
e biti jasnije koliko je u programira�u va	na
primena matematike�

Disjunktne du�i

Data su dva niza� A i B� od po N taqaka u ravni� Spariti svaku
taqku iz niza A sa taqno jednom taqkom iz niza B� tako da se dobije N
disjunktnih du�i�

Neka je dato jedno bijektivno spariva�e taqaka i time N du	i� Ukoliko
postoji par du	i koje se seku� mo	emo tim du	ima razmeniti B krajeve� tako
da se posle ove razmene dobija par disjunktnih du	i� Nazovimo ovaj postupak
raskrxta�em du	i� Primetimo da se novodobijene du	i mogu se
i sa nekim od
preostalih du	i� sa kojima se dve polazne du	i nisu sekle� Zbog toga se postav�
�a pita�e� da li se raskrxta�em pojedinih parova uopxte mo	e do
i do skupa
me�usobno disjunktnih du	i� odnosno da li bi odgovaraju
i iterativni postu�
pak bio konaqan� Mogu se postaviti i druga pita�a� na pr� da li je potrebno
raskrxtati du	i koje ispu�avaju neki dodatni uslov �na pr� raskrxtati du	i
u nekom posebnom redosledu� da bi postupak bio konaqan� i sl� ali kada damo
�mo	da neoqekivano jednostavan� odgovor na prvo postav�eno pita�e� mnoga od
ovih dodatnih pita�a postaju suvixna�

Dve du	i koje se seku mo	emo shvatiti kao dijagonale konveksnog qetvoro�
ugla� Raskrxta�em takvih du	i� par dijagonala zame�ujemo parom naspramnih



�� M� Vugdelija

stranica� koje �prema nejednakosti trougla� imaju ma�i zbir du	ina nego di�
jagonale� Spariva�a taqaka ima konaqno mnogo �taqnije 
�N���N ��� a mogu
ih
zbirova du	ina tako dobijenih N du	i mo	e biti najvixe isto toliko� pa i
tih zbirova ima konaqno mnogo� Kako se svakim raskrxta�em du	i ukupan zbir
du	ina sma�uje� on je razliqit od svih prethodnih� pa zbog toga postupak ne
mo	e trajati neograniqeno� To znaqi da prime�uju
i raskrxta�e u bilo kom
redosledu� moramo do
i do spariva�a u kome su sve du	i disjunktne�

Sre�a

U druxtvu od N poznanika neki se simpatixu� a neki ne� Stepen sim�
patije izme�u dve osobe zadaje se celim brojem� razliqitim od � �xto je
taj broj ve
i� osobe se vixe simpatixu� i obrnuto�� Potrebno je podeliti
ovih N �udi u dve grupe� Pri tome se sre
a svake osobe izraqunava kao zbir
stepena simpatija sa �udima iz iste grupe minus zbir stepena simpatija
sa �udima iz suprotne grupe� Rasporediti sve osobe u dve grupe� tako da
nijedna osoba ne bude nesre
na� tj� da sre
a svake osobe bude nenegativan
ceo broj�

Pridru	imo svakoj podeli �udi na dve grupe slede
u matricu A� ako su
osoba i i osoba j u istoj grupi� elementu A
i� j� dode�ujemo vrednost jednaku
stepenu simpatije izme�u i�te i j�te osobe� a ako su u raznim grupama� dode�uje�
mo mu suprotnu vrednost� Tada je zbir i�te kolone �ili i�te vrste� jer je matrica
A simetriqna� jednak sre
i i�te osobe� Primetimo i to� da prelaskom i�te osobe
u suprotnu grupu� svi brojevi i�te vrste i i�te kolone me�aju znak� Zak�uqujemo
da prebaciva�em ��nesre
ne osobe� u suprotnu grupu� ta osoba postaje ��sre
na��
Naravno� tada 
e mo	da neke druge osobe postati nesre
ne �zbir nekih drugih
kolona mo	e postati negativan�� Mo	emo li dokazati da postupak zasnovan na
ovoj ideji ne
e trajati beskonaqno dugo


Kada na�emo kolonu sa negativnim zbirom �nesre
nu osobu�� pa svim bro�
jevima te kolone i odgovaraju
e vrste promenimo znak� zbir svih elemenata
matrice postaje ve
i� i time razliqit od svih prethodnih� Kako podela u grupe
ima konaqno mnogo �taqnije �N���� to i zbirova svih elemenata matrice ima ko�
naqno mnogo �najvixe isto toliko�� S obzirom da se posle svakog ��usre
ava�a�
neke osobe dobija novi zbir� sledi da je postupak konaqan� Prema tome� pre ili
kasnije moramo do
i do matrice bez negativnog zbira kolone� a time i do podele
bez nesre
nih osoba� Mogu
e je da ovako dobijena podela nije optimalna� tj� da
je mogu
e sta�e ve
e ��opxte sre
e�� me�utim takvo sta�e se nije ni tra	ilo u
zadatku�

Najma�i broj koji nije zbir ostalih

Dat je niz A od N prirodnih brojeva� Na
i najma�i prirodan broj koji
se ne mo�e predstaviti kao zbir nekih elemenata niza� Svaki element
niza mo�e uqestvovati najvixe jedan put kao sabirak u jednom zbiru�

Pretpostavimo radi analize� da su elementi niza sortirani u rastu
i
�taqnije neopadaju
i� poredak� Oznaqimo zbir prvih k elemenata niza sa Sk�
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k � �� N �S� � ��� Pretpostavimo da�e da je za neko k� svaki element niza
zak�uqno sa k�tim najvixe za � ve
i od zbira svih pethodnih elemenata niza� a
da je k 	 ��vi element niza za vixe od jedan ve
i nego zbir Sk prvih k eleme�
nata� Doka	imo da se svi brojevi od � do Sk mogu dobiti sabira�em nekih od
prvih k elemenata niza� i za to je dovo�no prvih j elemenata ako je dati broj
ma�i ili jednak Sj � U svrhu dokaziva�a pretpostavimo suprotno� da se neki
prirodan broj ma�i ili jednak Sj ne mo	e dobiti sabira�em nekih od prvih j
elemenata niza� � � j � k� Neka je X najma�i takav broj� Tada jasno X �� Sp za
sve p� jer bi inaqe X bio dobijen sabira�em prvih p elemenata niza� Neka je
Sj�� � X � Sj �u protivnom izaberimo ma�e j�� Kako je j � k� iz definicije
broja k sledi Sj�� 	 � � aj � i zato aj � X � Sj � Oduzima�em aj od sva tri
izraza iz ove dvostruke nejednakosti� dobijamo � � X � aj � Sj � aj � Sj���
Kako je X�aj � X� a X je najma�i broj koji se ne mo	e dobiti� X�aj se mo	e
dobiti pomo
u nekih od prvih j � � elemenata niza �mo	da nijednog�� a tada je
X mogu
e dobiti dodava�em aj na taj zbir� Dobijena kontradikcija dokazuje
tvr�e�e�

Primetimo jox da se za Sk	� � ak�� broj X � Sk	� ne mo	e dobiti sabi�
ra�em elemenata niza� Zaista� elementi koji su ve
i od X ne mogu uqestvovati
u zbiru� a elementi koji su ma�i ili jednaki X nisu dovo�ni �Sk � X��

Iz navedenog razmatra�a sledi zak�uqak� tra	eni broj X jednak je najma�
�em Sk	� koje je ma�e od ak��� � � k � N � odnosno jednak je SN 	�� ako takvog
Sk 	 � nema�

Tako dolazimo do jednostavnog algoritma �pretpostavka je da su elementi
pore�ani po veliqini� u protivnom bi bilo potrebno koristiti niz� da bi se
elementi sortirali u rastu
i poredak��

var

M� i� n� prvine� longint�

nasao�boolean�

begin

write	
n� 
�� readln	n��

i���� prvine���� nasao��false�

while 	i��n� and not nasao do

begin

write	
M�
� i��� 
�� 
��

readln	M��

if	M�prvine� then nasao��true

else begin prvine��prvine�M� i��i�� end�

end�

writeln	
Trazeni broj je 
� prvine��

end�


