HACTABA MATEMATUWURE HA ARYJITETUUMA

np Baamumup Jankosuh

HEIIPEKMIHOCT 1 IN®EPEHIINJABNJIHOCT
KOHBEKCHUX ®YHKIINJA

KouBekcue ¢ymkmumje ce mojaBmbyjy y pasHuM ODIACTHMA MATEMATHKE, KAKO y
OHIM KOjé WMAjy UYHCTO TEOPHUjCKH KapakTep, TaKO W Yy OHUM KOjeé CY MOTUBUCAHE
ANIVKATUBHOM mOTpebama. Y TpaauquOHAJIHO] YIOEHWYKOj] JUTEPATYPU OHE CY Be-
oma cnabo obpabene; majuemhe ce me mme mame on NepUHUNUje KOHBEKCHUX (YHK-
O¥ja U KPUTEPUjyMa KOHBEKCHOCTH MCKAa3aHHX HOMONy m3BOmA HPBOT W APYIOr Pena.
EnxemenTapua nmurama Be3aHa 3a HENPEKUIHOCT U AU(EPEHHjAOMIHOCT ce yOommTe He
pasmatpajy. llum oBOr umaHkKa je ma ce TOOYHU Ta MPA3HUHA.

Teopeme koje cy HemocpegHe TOCTeIUIe TPETXOMHIX TeopeMa JaTe cy 0e3 moka-
3a. CraBoBE O Mamer 3HadYaja 3a KOHIENNujy GOPMYIUCAHU CY KAO 3aJAlM.

1. ITojam KOHBEKCHe (pyHKIUje

Heka je I unrepBan peanme mpase u Heka je f peanHa (yHEIuUja koja je meu-
mucasa Ha I. Ako je 3a x,y € I u p,q € R, roju 3an0Bomasajy yciaose p,q > 0 un
p+ q = 1, 3a10BOJbEHA HEjE THAKOCT

(1) flpx +qy) < pf(z) +af(y),
3a QyHRIU]y f KaKeMO Ha je KOHBEKCHA, a aKO je 3aJ0BOJBEHA HEjeJTHAKOCT
(2) flpx +qy) > pf(z) + af(y),

3a ¢ymrnujy f kakeMo ma je KOHKaBHA. lloJ mpermocTaBRaMa KOje Ce ONHOCE Ha
O6pojese p u ¢, 3aM0BOJBEHE CY HEjETHAKOCTH

min{z,y} < pr + qy < max{z,y},

Te CTOra MHTEpPBAJ [ 3ajeHO Ca TAvyKaMa & W Y CAAPKA U TAYKy pT + qy. Ako je
3a z,y € I u p,q € R, xoju 3a10B0ibaBajy ycaose £ = y, p,q > 0unp+q =1,
3aI0BOJbEHA HEjeTHAKOCT

flpx +qy) < pf(x)+qf(y),

3a QyHRIU]y f KaKeMO Ja je CTPOro KOHBEKCHA, a aKO je 3a0BOJbEHA HEjeTHAKOCT

flpx+qy) > pf(x) +af(y),
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3a GyHEOUjy f KakeMO ma je cTporo komkasHA. Ako jesax,y € lup,q€ R, p,q >0
u p+ q =1, 3aT0BOBEHA JeTHAKOCT

flpx +qy) = pf(x) +qf(y),

3a ¢ymrmujy f raxkemo ma je apuma. [lakne, 3a dymrmujy f raxemo ma je aduma
YKOJUKO je KOHBEKCHA M KOHKABHA MCTOBPEMEHO.

SAJAIN:

1. JlokasaTu na cTPOra KOHBEKCHOCT (CTPOTA KOHKABHOCT) MOBJIAYM KOHBEKCHOCT
(koHKABHOCT).

2. Ilokazartnu na je peasHa (GyHknuja f, negurucana Ha wHTEpBaXy I, apuHa ako
u caMo ako mocroje k,n € R, raksu ma je f(x) = kx + n 3a cBako x € I.

3. Hexa je f koHBekcHA (yHENUja Ne¢UHUCAHA HAa MHTEPBANY [a,b]. Ako moctoje
p,q € R, raksu 1a je p,q¢ > 0, p+q = 11u ga je f(pa+qb) = pf(a)+qf(b), noxaszarn
ma je pyurnuja f aguma.

4. IlokazaTu 1a je KOHBEKCHA (PyHKNUja f CTPOTO KOHBEKCHA aKO M CaMO aKo HIje
ajUHA HE Ha jeJHOM IOIMHTEDPBAIY CBOTA JOMEHA.

5. Ilokazaru ma je peamna ¢yurmumja f, Koja je mepuHmCaHA HA UHTEPBAIY,
KOHKaBHA, (CTPOTO KOHKABHA) aKO U CAMO ak0 je (yHKnuja —f KOHBEKCHA (CTPOTO
KOHBEKCHA).

Heka je I unrepBan peanme mpase u Heka je f peanna (yHEIuja koja je me¢u-
mucana Ha I. [lox momemenoM pasmmkoM (yHEKnUje f moxpasymeBaMo ()yHKIH)Y

fy) — f=z)
y—2x

;o ryel,x#y.

Ouurmenso je ma je osa ¢yHknmja cuMeTpmdyHa. HeOmXomHW M NOBOJBHE YCIOBH 3a
MOHOTOHOCT ()YHKIUje MPEKO MOAebEHE PA3NUKe (OPMYIUCAHU CY ¥ 3TATKY 6 U JTaKO
ce MOKa3yjy:

3AIATAK 6. Hexka je I untepBas peasHe mpaBe W Heka je [ peanana (yHROUja
koja je mepumucana ma I. Jlokazarw ma je dpymknmja f omamajyha, pacryha, crpo-
ro omamajyha, crporo pacrtyha ako m caMo ako joj je mOJe/beHA PA3NUKA MArha HMJIN
jemHaka ox myne, seha mianm jenHaka on Hyne, Mama OX Hyie, Beha ox Hyxe, pecrmek-
TUBHO.

Heonxoman u noBOBAH YCIOB 32 KOHBEKCHOHOCT ()YHKNUjE MPEKO MOAELHEHE Pa3-
auke mar je y ciaemehoj teopemu:

TEOPEMA 1. Peaana gynwyuja f defunucana na unmepsany I je xonsercra
aKO U CaMO aKO je mena nodemena passuka pacmyha gynxyuje no ceaxoj ceojoj
nPOMENHUBO].

Osa teopema je mociemuna ciaenehe meme:
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JIEMA. Peaana gynxuyuja f dedunucana na unmepsanay I je xonsexcna axo
U Camo ako je jedna 00 caedehur nejednarocmu.:

@f%:fwgf%:f@’
f@:ﬂmgf%:§@
C)ﬂw—f@)gﬂw—f@)
Yy—x y—z
3060080meMG 30 CBAKO T,Y,z €1, x < z < y.

b)

2

2

Joxas. Heka je ¢pymrnumja f romsekcma. Ako x,y,z € I 3am0BoJbaBajy yCIOB
r < z < Y, TaJa BaXKHU HejeTHAKOCT

3 z) <
3) 1) < 2= pla) + 2
Saucra, p = (y — 2)/(y —x) u ¢ = (2 — z)/(y — x) 3amoBomwasajy ycaose p,q > 0,
p+q=1upzr+qy =z, na je sejengaroct (3) mocrexuna mejenparoctu (1).

Baxun u obparno rBpheme: ako mejemmarocr (3) Baxku 3a x,y,z € I, v < z < y,
OHIA je (yHKNUja f KOHBEKCHA. 3amMCTa, ako T,y € I u p,q € R 3a10BOBABAJY yCIOBE
x<y,pg>0up+g=1,omma3az=prt+qyBaxnz <z<y,p=(y—2z)/(y—x)
nq=(z—2x)/(y— x), na je mejenuarocr (1) mocrenuna Hejenuaroctu (3).

IIpeocraje jom ma ce mokaxke na je HejemqHAKOCT (3) €KBUBAJEHTHA Ca CBAKOM OJ
Hejemgakoctu a), b) u c). Taj geo mokasa je jemmocrasas, na hemo ra m3ocraBuru. B

SAIATAK 7. Heka cy I m J mBa muTepBajia koju mMajy Oap ABE 3ajeqHUUYKE
Tauke U HEeKa je peasHa ¢yHknuja f, koja je medmumcana Ha [ U J, KOHBEKCHA Ha
uurepBasuma [ u J. Jlokazaru ma je pymnknmja f komBekcHA Ha mHTepBaJy I U J.

2. HenpekmnaHoCT KOHBEKCHe (YHKIUje

TEOPEMA 2. FKowsexcna dynryuja f, xoja je defunucana na omeoperom
unwmepsany I, sadosomasa JIunwuyos ycaos 1a C8AKOM 36MBOPEROM NOOUHMED-
eany unmepaana I.

Jokas. Hera je [a,b] C I. Tloctoje A, B € I, raksu 1a je A < a < b < B. Ako

¢y x,y € [a,b], onna Baxkn

fla) = F(4) _ ()~ f(a)
a—A = y—x = B-b

Axo peasan 6poj L 3a10BObaBA HEjETHAKOCTH

fl&) = £(4) _ f(B) = f(b)

—L <
= a—A = B-b

OHIA je
|f(y) = f(x)] < Lly — x|, x,y€lab]. m
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TEOREMA 3. Koneexcha gynxyuja f dedunucana na omeopernom unmepeany
I je nenpexudna.

TEOPEMA 4. 3a xonsexcny pynxyujy f, dedunucany na omsoperom urmep-
eaay I, eaxcu jedan 00 caedehiur ycaosa:

a) dynxyuja f je xoncmanmua.

b) Pynxyuja f cmpozo onada.

c) Pynruuja f cmpozo pacme.

d) ITocmoju mavka a € I maxea da ynkyuja f 0o mauxe a cmpoeo onada, a
00 mavke a je KORCMAHMHAQ.

e) Iocmoju mauxa b € I maxsa da je gynryuja f 0o mauxe b Koncmanmma,
a 00 mauke b cmpozo pacme.

f) Hocmoje mauke a,b € I, a < b, maxee da Pynryuja f do mauke a cmpoeo
onada, usmelhy mavaxa a u b je Koncmanmmna u 00 mauke b cmpozo pacme.

Zoxas. Axro je momemena pasnuka QpyHknuje f yBek jemHaKa HYId, OHAA je (YHK-
uuja f xomcranTHA (yCcaoB a)). AKO je mozesseHa pasmmka yHKnUje f yBEK Mama O
Hyne, oEga je pyrknuja f crporo omagajyhia (ycuos b)). Ako je momemena pasnmka
¢yuruuje f ysek Beha ox myme, onga je ¢pymknumja f crporo pacryha (ycuos c)).

Heka je momemena pasmmka (yHknmje f yBek Mama WIH jeHAKA O HYyJe, IPU
yeMy OHA y3:UMa M BPEIHOCT Maimkby OX Hyle U BpeaHocT jenuaky myiau. [lokazahemo
na je raga 3amoBosmen ycaos d). Ilocroje a,b € I, a < b, Taksu ma je f(a) =
f(b)(=C). Ceyn {z € I'| f(x) = C} je satBOpeH u orparnmder oxo3no y I, ma 3ato
nMa MuEEMYM. MOMKEMO mpeTmoCcTaBbaTH HA jé (4 HajMama Tadka OBOT CKyma. AKO
r,y€l, z <y<a, ogna je

1) = ) _ f@) = f(2)

X
y—2x a—1x

< 0.
Caemn ma je f(y) > f(x). Hpema Tome dpymrmuja f cTporo omama o0 Tauke a. Ao

jex €1, a < x, nMmaMo na je

fb) = fla) _ f(b) = f(2)

b—a = b—=z

0= <0.

Cuemn na je f(x) = C. Ipema Tome, pyHENUja f je KOHCTAHTHA AECHO OJ TAYKE G.

Heka je momemena pa3nuka gyrrnuje f ysek Beha uiu jeagaka o HysIe, IPU 4eMy
OHA y3WMa ¥ BpeaHOCT Behy OX HyJe m BPeIHOCT jenHaky Hymum. Ha ciamdan HAYHH
KA0 y MPETXOJHOM CIy4ajy MOke Ia ce TOKake I3 je Taka 3aT0BOJEH YCIOB €).

Hera nmonemena pasmuka pyHEnuUje f y3uMa U MO3UTUBHE U HETATUBHE BPEHOCTH.
Ioxazahemo ma je rana 3amosomen ycuaos f). Ilocroje o, o', 3,3 € I taksu na Baskn

fle) — f(a') f(B) = f(8)
—Y << —.
a—af 5=
Moskemo mpermoctasmaTu na je o < o < ' < 3. Kako je, npema Teopemu 3, pyHk-
nuja f HempekwIoHA Ha MHTEPBANY [, 3], TO OHA JOCTHXE MUHEMYM HA TOM HHTEDPBAIY
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y Hekoj Taurn c. C obsmpom ma je f(a) > f(a') u f(B) > f(5'), T0je a < ¢ < B,
u upu tome je f(c) < f(a), f(3). Hera z,y € I 3anosomasajy ycaos < y < .
IToctoju z € I, TakBo ma je x,a < z < c. mamo ma je

F) - f@) _ £(0) - £(2)

X
y—x c—z

<0.

Ha ocmoBy mperxomumx pasmarpama (caydajesu b) um d)), 3akmydyjemMo na mocroju
a €1, a< ¢, TakBo na QyHKNUja f NO Tauke a CTPOrO ONALA, a HA WHTEPBALY [a, C]
je xoucranTtHa. Heka x,y € I 3amoBomasajy yciaoB ¢ < x < y. Iloctoju z € I, TakBo
m je ¢ < z <y, 3. Umamo na je

) = f@) | F) = f(e)

=z
y—x z—c

> 0.

Ha ocmoBy mperxomuux pasMaTpama (CIydajeBd C) W €)), 3aKBYUyjeMO O3 IOCTOjI
bel,b>c, rakso ga je GyHknuja f Ha HHTEPBANY [c, b] KOHCTAHTHA, a A OX Tadke
b crporo pacre. m

TEOPEMA 5. Koneexcha gynkyuja f, dedunucana na unmepsany (a,b), a,b €
R, uma zpanunne epednocmu y mavkama a u b.

3AIATAK 8. Heka je pymkmuja f: [a,b] — R (a,b € R) koHBeKcHA Ha WHTED-
Bany (a,b). IlokasaTu ma je f KOHBEKCHA Ha MHTepBaiy [a,b] ako W caMO ako meHe
TPAHMYHE BPEIHOCTH y TaykaMa @ # b 3aI0BOJbABAJY HEjeTHAKOCTH

lim f(2) < f(a), lm f(2) < (D)

3. MudepeHunjadUIITHOCT KOHBEKCHUX (QYHKIITja

TEOPEMA 6. Koneexcha fynryuja f, defunucana na omsopenom unmepeany
I, uma aesu u decHu u3600 Yy cearoj mauwku uwmepeasa I, u npu mome 8axnCu

fl(z) < filx), zel

Joxas. Heka je x € I. Aro y,z € I 3am0oBosmaBajy yciaos y < x < z, OHIA je

1) = ) _ f() = )

X
y—x z—x

Kaxo je momemena pasnuka ¢yrrnuje f pacrtyha ¢yHEIUja MO CBakOj CBOjOj IPOMEH-
JBUBOj, TO MOCTOje KOHAYHN JUMECH W 33J0BOJHABAjy HEjeTHAKOCT
z)— f(z — f(z
o TE =@ o f) = @)
=T — Z—x y—z+ y—
TEOPEMA 7. 3a xonsexcny pynxyujy f, dedunucany na omsoperom urmep-
eany I, saxncu:
fly) — f(@)

fi(@) < T <fLly); wmyel,x<y.
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Zoxas. Hera x,y € I 3am0BomaBajy ycuos ¢ < y u HeKa je v < z < y. Kako je

Fi@) = lim, f(zz):i”(x), f(zz):i‘(r) < f(y;:i‘(r)7
TO je

Jlpyra HejemHAKOCT ce MOKa3yje Ha CINYAH HAYWH. W
TEOPEMA 8. 3a xonsexchy gynrxyujy f, dedunucany na omsoperom unmep-
sanry I, pynxuuje fL u fi cy pacmyhe.

TEOPEMA 9. Hexa je f wonsexcrna dynryuja dedunucana na omeoperom
unmepeany 1. Axo je x € I, onda je

(4) fLz) = fL(a=) =
() filz) = fl(a+) =

Loxas. Hexa jey €I, v <y. U3
file) < fL(y) < f1(y)

TPAHUYHUM MPEIA30M Yy — T+ mobumjamo ma je

file) < fL(z+) < filz+).
Hexa y,z € I, x <y < z. Taza je
f2) = fly)
)
I'pasnunmm npenazom y — xr+ mobujamo xa je

fily) <

a 0JaBle, TPAHUYHAM MPEIa3oM z — T+ nobumjamo na je

fila+) < fi(w).

U3 moxasamux mejemmaxoctu caemu (5). Jemmakoctu (4) ce mokasyjy Ha CIMdYaH HAI-
XUH. B

TrEOPEMA 10. Hexa je peasna dynxyuja f, xoja je dedunucana na omeo-
penom unmepeany I peanne npase, xoneexcrna. Axo je x € I, onda cy caedefiu
YCAOBU EKBUBANEHMNU:

a) Pymkyuja f je dufepenyujabuina y mauku .
b) Pynxyuja f. je menpexudna y mauxu x.

c¢) Pynruuja f je nenpexudra y mauxu .
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TEOPEMA 11. Konsekcha dynryuja f, defurucana na omeopenom unmep-
sany I, je dufepenyujabusna y c8uM oCuM Y HajouUE NPELPOJUBO MHO20 MAUAKG
unmepeana I.

TEOPEMA 12. Hexa je f xonsexcha gymxyuje dedunucana na omeopenom
unmepeany I. Axo je [a,b] C I, onda je

b b
(6) / £ () = / fi@) = £(b) - f(a).

Jokas. Pynkumja f' je MOHOTOHA Ha MHTEPBAIY [a, b], ma je 3aT0 METErpabuIHA
Ha ToM mHTepBaxy. Heka je a = xg < 1 < 22 < -+ < &, = b nogena uuTepBaia
[a,b] u meka cy s u S moma u ropma mHETErpaiHa cymMa (Gyuknuje f’ y ommocy Ha Ty
noJery. Taua je

n—1
S—Zf (zj)Az; < Z (zj+1) — f(z;)] = f(b) — f(a),
7=0 7=0
n—1 n—1
S= Z fL(zjp1)Ar; > Z (zj41) — f(z;)] = f(b) = f(a).
7=0 7=0

U3 mejemmaroctu s < f(b) — f(a) < S cmemm na je npsu on marerpana y (6) jemmax
npupamrajy ¢yakunmje f Ha marepsauy [a,b]. Ha caudan maums Moxe ma ce mORake
Ja UCTO TO BA)KW U 3a APYru maTerpan y (6). m

Heka je peamna ¢pyurnuja f medpurmcana ma ckynmy D C R. Aduna Ppynrmmja
(7) A(x) = k(z —c) + f(c)

y Tauku ¢ € D y3uma ucty Bpemnoct kao u ¢pyuknmja f. Pehm hemo ma je A aduma
¢yHKOZja ocaoHNA (YHKNUje f Y TAYKW ¢ YKOJWMKO 33 CBAKO T € D Baxu

(8) f(x) = Al).

TEOPEMA 13. Hexa je f xonsexcha gynxyuje defunucana na unmepeany I.
Taoa je dynwruuja A dedunucana ca (7) aduna dynryuje ocaonya dywxyuje f y
mavru ¢ € int I axo u camo axo je f' (c) <k < fi(c).

Jokaz. Hexka je f' (c) <k < fi(c). Axo je x € int ], onma 3a = < ¢ Baxn

f(@) = fle) _ 4

T e < fL(e) <k,
a 3a T > C BAXH

T =15 ey >

Fopme 1Be HejeIHAKOCTH NOBIAYE A HejeaHAkoCT (8) Baxkm 3a ¥ € intl, x # c.
Axo je x = ¢y (8) Bakn 3mak jemmaxoctu. Ako umTepBan I CAOpPKE HEKA O CBOJUX
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Kpajesa, 300r memperuguocTu aduue pyurnuje A u tBphema 3amarka 3, HejeTHAKOCT
(8) Basku uw y TOM Kpajy.

Hera je A aduua ¢pymrnuja ocmorna ¢yurnuje f y taukn c¢. Akojex € I, x < ¢,
u3 HejemHaxocru (8) caexu za je

flz) = f(o)

r—cC

<k,
OJaKie IPAHMYHAM Ipena3oM T — c_ pobujamo ma je f'(c¢) < k. Axo je z € I,

x > ¢, u3 HejenHakocTu (8) MMaMO ma je

flz) = f(o)

r—cC

>k

b

ma IPAENYHEM TpPeTasoM © — ¢4 gobujamo ma je f)(c) > k. m
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