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NEPREKIDNOST I DIFERENCIJABILNOST
KONVEKSNIH FUNKCIJA

Konveksne funkcije se pojav�uju u raznim oblastima matematike� kako u
onim koje imaju qisto teorijski karakter� tako i u onim koje su motivisane
aplikativnim potrebama� U tradicionalnoj u�beniqkoj literaturi one su ve�
oma slabo obra�ene� najqex�e se ne ide da�e od definicije konveksnih funk�
cija i kriterijuma konveksnosti iskazanih pomo�u izvoda prvog i drugog reda�
Elementarna pita	a vezana za neprekidnost i diferenijabilnost se uopxte ne
razmatraju� Ci� ovog qlanka je da se popuni ta praznina�

Teoreme koje su neposredne posledice prethodnih teorema date su bez doka�
za� Stavovi od ma	eg znaqaja za koncepciju formulisani su kao zadaci�

�� Pojam konveksne funkcije

Neka je I interval realne prave i neka je f realna funkcija koja je defi�
nisana na I� Ako je za x� y � I i p� q � R� koji zadovo�avaju uslove p� q � � i
p� q � �� zadovo�ena nejednakost

��� f�px� qy� � pf�x� � qf�y��

za funkciju f ka
emo da je konveksna� a ako je zadovo�ena nejednakost

��� f�px� qy� � pf�x� � qf�y��

za funkciju f ka
emo da je konkavna� Pod pretpostavkama koje se odnose na
brojeve p i q� zadovo�ene su nejednakosti

minfx� yg � px� qy � maxfx� yg�

te stoga interval I zajedno sa taqkama x i y sadr
i i taqku px � qy� Ako je
za x� y � I i p� q � R� koji zadovo�avaju uslove x �� y� p� q � � i p � q � ��
zadovo�ena nejednakost

f�px� qy� � pf�x� � qf�y��

za funkciju f ka
emo da je strogo konveksna� a ako je zadovo�ena nejednakost

f�px� qy� � pf�x� � qf�y��
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za funkciju f ka
emo da je strogo konkavna� Ako je za x� y � I i p� q � R� p� q � �
i p� q � �� zadovo�ena jednakost

f�px� qy� � pf�x� � qf�y��

za funkciju f ka
emo da je afina� Dakle� za funkciju f ka
emo da je afina
ukoliko je konveksna i konkavna istovremeno�

Zadaci�

�� Dokazati da stroga konveksnost �stroga konkavnost
 povlaqi konveksnost
�konkavnost
�

�� Dokazati da je realna funkcija f � definisana na intervalu I� afina ako
i samo ako postoje k� n � R� takvi da je f�x� � kx� n za svako x � I�

�� Neka je f konveksna funkcija definisana na intervalu 
a� b�� Ako postoje
p� q � R� takvi da je p� q � �� p�q � � i da je f�pa�qb� � pf�a��qf�b�� dokazati
da je funkcija f afina�

�� Dokazati da je konveksna funkcija f strogo konveksna ako i samo ako nije
afina ni na jednom podintervalu svoga domena�

�� Dokazati da je realna funkcija f � koja je definisana na intervalu�
konkavna �strogo konkavna
 ako i samo ako je funkcija �f konveksna �strogo
konveksna
�

Neka je I interval realne prave i neka je f realna funkcija koja je defi�
nisana na I� Pod pode�enom razlikom funkcije f podrazumevamo funkciju

f�y�� f�x�

y � x
� x� y � I� x �� y�

Oqigledno je da je ova funkcija simetriqna� Neophodni i dovo�ni uslovi za
monotonost funkcije preko pode�ene razlike formulisani su u Zadatku � i lako
se dokazuju�

Zadatak �� Neka je I interval realne prave i neka je f realna funkcija
koja je definisana na I� Dokazati da je funkcija f opadaju�a� rastu�a� stro�
go opadaju�a� strogo rastu�a ako i samo ako joj je pode�ena razlika ma	a ili
jednaka od nule� ve�a ili jednaka od nule� ma	a od nule� ve�a od nule� respek�
tivno�

Neophodan i dovo�an uslov za konveksnonost funkcije preko pode�ene raz�
like dat je u slede�oj teoremi�

Teorema �� Realna funkcija f definisana na intervalu I je konveksna
ako i samo ako je �ena pode�ena razlika rastu�a funkcija po svakoj svojoj
promen�ivoj�

Ova teorema je posledica slede�e leme�
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Lema� Realna funkcija f definisana na intervalu I je konveksna ako
i samo ako je jedna od slede�ih nejednakosti�

a�
f�z�� f�x�

z � x
�

f�y�� f�x�

y � x
�

b�
f�z�� f�x�

z � x
�

f�y�� f�z�

y � z
�

c�
f�y�� f�x�

y � x
�

f�y�� f�z�

y � z
�

zadovo�ena za svako x� y� z � I� x � z � y�

Dokaz� Neka je funkcija f konveksna� Ako x� y� z � I zadovo�avaju uslov
x � z � y� tada va
i nejednakost

��� f�z� �
y � z

y � x
f�x� �

z � x

y � x
f�y��

Zaista� p � �y � z���y � x� i q � �z � x���y � x� zadovo�avaju uslove p� q � ��
p� q � � i px� qy � z� pa je nejednakost ��
 posledica nejednakosti ��
�

Va
i i obratno tvr�e	e� ako nejednakost ��
 va
i za x� y� z � I� x � z � y�
onda je funkcija f konveksna� Zaista� ako x� y � I i p� q � R zadovo�avaju uslove
x � y� p� q � � i p�q � �� onda za z � px�qy va
i x � z � y� p � �y�z���y�x�
i q � �z � x���y � x�� pa je nejednakost ��
 posledica nejednakosti ��
�

Preostaje jox da se poka
e da je nejednakost ��
 ekvivalentna sa svakom od
nejednakosti a�� b� i c�� Taj deo dokaza je jednostavan� pa �emo ga izostaviti�

Zadatak �� Neka su I i J dva intervala koji imaju bar dve zajedniqke
taqke i neka je realna funkcija f � koja je definisana na I � J � konveksna na
intervalima I i J � Dokazati da je funkcija f konveksna na intervalu I � J �

�� Neprekidnost konveksne funkcije

Teorema �� Konveksna funkcija f � koja je definisana na otvorenom
intervalu I� zadovo�ava Lipxicov uslov na svakom zatvorenom podinter�
valu intervala I�

Dokaz� Neka je 
a� b� � I� Postoje A�B � I� takvi da je A � a � b � B� Ako
su x� y � 
a� b�� onda va
i

f�a�� f�A�

a�A
�

f�y�� f�x�

y � x
�

f�B�� f�b�

B � b
�

Ako realan broj L zadovo�ava nejednakosti

�L �
f�a�� f�A�

a�A
�

f�B�� f�b�

B � b
� L�

onda je
jf�y�� f�x�j � Ljy � xj� x� y � 
a� b��
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Teorema �� Konveksna funkcija f definisana na otvorenom intervalu
I je neprekidna�

Teorema �� Za konveksnu funkciju f � definisanu na otvorenom inter�
valu I� va�i jedan od slede�ih uslova�

a� Funkcija f je konstantna�

b� Funkcija f strogo opada�

c� Funkcija f strogo raste�

d� Postoji taqka a � I takva da funkcija f do taqke a strogo opada� a
od taqke a je konstantna�

e� Postoji taqka b � I takva da je funkcija f do taqke b konstantna�
a od taqke b strogo raste�

f� Postoje taqke a� b � I� a � b� takve da funkcija f do taqke a strogo
opada� izme	u taqaka a i b je konstantna i od taqke b strogo raste�

Dokaz� Ako je pode�ena razlika funkcije f uvek jednaka nuli� onda je funk�
cija f konstantna �uslov a�
� Ako je pode�ena razlika funkcije f uvek ma	a od
nule� onda je funkcija f strogo opadaju�a �uslov b�
� Ako je pode�ena razlika
funkcije f uvek ve�a od nule� onda je funkcija f strogo rastu�a �uslov c�
�

Neka je pode�ena razlika funkcije f uvek ma	a ili jednaka od nule� pri
qemu ona uzima i vrednost ma	u od nule i vrednost jednaku nuli� Dokaza�emo
da je tada zadovo�en uslov d�� Postoje a� b � I� a � b� takvi da je f�a� �
f�b��� C�� Skup fx � I j f�x� � Cg je zatvoren i ograniqen odozdo u I� pa zato
ima minimum� Mo
emo pretpostav�ati da je a najma	a taqka ovog skupa� Ako
x� y � I� x � y � a� onda je

f�y�� f�x�

y � x
�

f�a�� f�x�

a� x
� ��

Sledi da je f�y� � f�x�� Prema tome funkcija f strogo opada do taqke a� Ako
je x � I� a � x� imamo da je

� �
f�b�� f�a�

b� a
�

f�b�� f�x�

b� x
� ��

Sledi da je f�x� � C� Prema tome� funkcija f je konstantna desno od taqke a�

Neka je pode�ena razlika funkcije f uvek ve�a ili jednaka od nule� pri qemu
ona uzima i vrednost ve�u od nule i vrednost jednaku nuli� Na sliqan naqin
kao u prethodnom sluqaju mo
e da se doka
e da je tada zadovo�en uslov e��

Neka pode�ena razlika funkcije f uzima i pozitivne i negativne vrednosti�
Dokaza�emo da je tada zadovo�en uslov f�� Postoje �� ��� �� �� � I takvi da va
i

f���� f����

�� ��
� � �

f���� f����

� � ��
�

Mo
emo pretpostav�ati da je � � �� � �� � �� Kako je� prema Teoremi �� funk�
cija f neprekidna na intervalu 
�� ��� to ona dosti
e minimum na tom intervalu
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u nekoj taqki c� S obzirom da je f��� � f���� i f��� � f����� to je � � c � ��
i pri tome je f�c� � f���� f���� Neka x� y � I zadovo�avaju uslov x � y � c�
Postoji z � I� takvo da je x� � � z � c� Imamo da je

f�y�� f�x�

y � x
�

f�c�� f�z�

c� z
� ��

Na osnovu prethodnih razmatra	a �sluqajevi b
 i d

� zak�uqujemo da postoji
a � I� a � c� takvo da funkcija f do taqke a strogo opada� a na intervalu 
a� c�
je konstantna� Neka x� y � I zadovo�avaju uslov c � x � y� Postoji z � I� takvo
da je c � z � y� �� Imamo da je

f�y�� f�x�

y � x
�

f�z�� f�c�

z � c
� ��

Na osnovu prethodnih razmatra	a �sluqajevi c
 i e

� zak�uqujemo da postoji
b � I� b � c� takvo da je funkcija f na intervalu 
c� b� konstantna� a da od taqke
b strogo raste�

Teorema �� Konveksna funkcija f � definisana na intervalu �a� b�� a� b �

R� ima graniqne vrednosti u taqkama a i b�

Zadatak 	� Neka je funkcija f � 
a� b� � R �a� b � R
 konveksna na inter�
valu �a� b�� Dokazati da je f konveksna na intervalu 
a� b� ako i samo ako 	ene
graniqne vrednosti u taqkama a i b zadovo�avaju nejednakosti

lim
x�a

f�x� � f�a�� lim
x�b

f�x� � f�b��

�� Diferencijabilnost konveksnih funkcija

Teorema �� Konveksna funkcija f � definisana na otvorenom intervalu
I� ima levi i desni izvod u svakoj taqki intervala I� i pri tome va�i

f �
�
�x� � f ���x�� x � I�

Dokaz� Neka je x � I� Ako y� z � I zadovo�avaju uslov y � x � z� onda je

f�y�� f�x�

y � x
�

f�z�� f�x�

z � x
�

Kako je pode�ena razlika funkcije f rastu�a funkcija po svakoj svojoj promen�
�ivoj� to postoje konaqni limesi i zadovo�avaju nejednakost

lim
z�x�

f�z�� f�x�

z � x
� lim

y�x�

f�y�� f�x�

y � x
�

Teorema �� Za konveksnu funkciju f � definisanu na otvorenom inter�
valu I� va�i�

f ���x� �
f�y�� f�x�

y � x
� f �

�
�y�� x� y � I� x � y�
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Dokaz� Neka x� y � I zadovo�avaju uslov x � y i neka je x � z � y� Kako je

f ���x� � lim
z�x�

f�z�� f�x�

z � x
�

f�z�� f�x�

z � x
�

f�y�� f�x�

y � x
�

to je

f ���x� �
f�y�� f�x�

y � x
�

Druga nejednakost se dokazuje na sliqan naqin�

Teorema 	� Za konveksnu funkciju f � definisanu na otvorenom inter�
valu I� funkcije f �

�
i f �� su rastu�e�

Teorema 
� Neka je f konveksna funkcija definisana na otvorenom
intervalu I� Ako je x � I� onda je

f �
�
�x� � f �

�
�x�� � f ���x����
�

f ���x� � f �
�
�x�� � f ���x������

Dokaz� Neka je y � I� x � y� Iz

f ���x� � f �
�
�y� � f ���y�

graniqnim prelazom y � x� dobijamo da je

f ���x� � f �
�
�x�� � f ���x���

Neka y� z � I� x � y � z� Tada je

f ���y� �
f�z�� f�y�

z � y
�

Graniqnim prelazom y � x� dobijamo da je

f ���x�� �
f�z�� f�x�

z � x
�

a odavde� graniqnim prelazom z � x� dobijamo da je

f ���x�� � f ���x��

Iz dokazanih nejednakosti sledi ��
� Jednakosti ��
 se dokazuju na sliqan nac�
hin�

Teorema ��� Neka je realna funkcija f � koja je definisana na otvo�
renom intervalu I realne prave� konveksna� Ako je x � I� onda su slede�i
uslovi ekvivalentni�

a� Funkcija f je diferencijabilna u taqki x�

b� Funkcija f �
�
je neprekidna u taqki x�

c� Funkcija f �� je neprekidna u taqki x�
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Teorema ��� Konveksna funkcija f � definisana na otvorenom inter�
valu I� je diferencijabilna u svim osim u najvixe prebrojivo mnogo taqaka
intervala I�

Teorema ��� Neka je f konveksna funkcija definisana na otvorenom
intervalu I� Ako je 
a� b� � I� onda je

���

Z b

a

f �
�
�x� �

Z b

a

f ���x� � f�b�� f�a��

Dokaz� Funkcija f �
�
je monotona na intervalu 
a� b�� pa je zato integrabilna

na tom intervalu� Neka je a � x� � x� � x� � � � � � xn � b podela intervala

a� b� i neka su s i S do	a i gor	a integralna suma funkcije f �

�
u odnosu na tu

podelu� tada je

s �

n��X
j��

f �
�
�xj��xj �

n��X
j��


f�xj���� f�xj�� � f�b�� f�a��

S �
n��X
j��

f �
�
�xj����xj �

n��X
j��


f�xj���� f�xj�� � f�b�� f�a��

Iz nejednakosti s � f�b�� f�a� � S sledi da je prvi od integrala u ��
 jednak
priraxtaju funkcije f na intervalu 
a� b�� Na sliqan naqin mo
e da se doka
e
da isto to va
i i za drugi integral u ��
�

Neka je realna funkcija f definisana na skupu D � R� Afina funkcija

��� A�x� � k�x� c� � f�c�

u taqki c � D uzima istu vrednost kao i funkcija f � Re�i �emo da je A afina
funkcija oslonca funkcije f u taqki c ukoliko za svako x � D va
i

��� f�x� � A�x��

Teorema ��� Neka je f konveksna funkcija definisana na intervalu I�
Tada je funkcija A definisana sa ��
 afina funkcija oslonca funkcije f u
taqki c � int I ako i samo ako je f �

�
�c� � k � f ���c��

Dokaz� Neka je f �
�
�c� � k � f ���c�� Ako je x � int I� onda za x � c va
i

f�x�� f�c�

x� c
� f �

�
�c� � k�

a za x � c va
i
f�x� � f�c�

x� c
� f ���c� � k�

Gor	e dve nejednakosti povlaqe da nejednakost ��
 va
i za x � int I� x �� c�
Ako je x � c u ��
 va
i znak jednakosti� Ako interval I sadr
i neki od svojih
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krajeva� zbog neprekidnosti afine funkcije A i tvr�e	a zadatka �� nejednakost
��
 va
i i u tom kraju�

Neka je A afina funkcija oslonca funkcije f u taqki c� Ako je x � I� x � c�
iz nejednakosti ��
 sledi da je

f�x�� f�c�

x� c
� k�

odakle graniqnim prelazom x � c� dobijamo da je f �
�
�c� � k� Ako je x � I�

x � c� iz nejednakosti ��
 imamo da je

f�x�� f�c�

x� c
� k�

pa graniqnim prelazom x� c� dobijamo da je f ���c� � k�
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