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OBNOVITE�SKE TEME NASTAVE MATEMATIKE

�� Od samih poqetaka ovog veka ispo�avaju se� na organizovani naqin ten�
dencije usmerene ka reformi nastave matematike u sred�im xkolama� Prvobi�
tno� te tendencije mogu se svrstati u slede�e glavne tokove�

veziva�e nastave matematike sa matematikom kao naukom� a iz qega su re�
zultirali u to vreme novi sred�oxkolski predmeti� kao xto su analitiqka
geometrija i kalkulus�

veziva�e teorije sa primenama� a posebno uskla	iva�e nastave matematike
i fizike i uvo	e�e elemenata teorije verovatno�e�

uspostav�a�e veze me	u pojedinim matematiqkim predmetima� iz qega je
rezultirao jedinstveni kurs matematike� posebno u mla	im razredima�

izmene metoda izlaga�a� istica�em prednosti intuitivno�logiqkog pristu�
pa� a potiskiva�em uqe�a memorisa�em i uve
bava�em� uz zalaga�e za konkret�
no�induktivni u mla	im razredima� i apstraktno�deduktivni metod u starijim
razredima�

izostav�a�e ��pre
ivelih� sadr
aja� uvo	e�e bifurkacije� sa razliqitim
sadr
ajima za sve razgranatije tipove sred�ih xkola�

Najmarkantnija sadr
ajna obnova bila je uvo	e�e pojma funkcije� ne samo
tamo gde se� kao u kalkulusu� jav�a osnovnim objektom� ve� pro
ima�em tim
pojmom svih drugih sadr
aja xkolskog kursa matematike� Kao inicijator ove
obnove� Feliks Klajn na Hajdelberxkom kongresu �
��� godine istiqe ��funkciju
kao dominantni pojam savremene matematike� i za �u vezani obrazovni ci�
��razvija�a funkcijskog mix�e�a�� I sad� skoro vek potom� moglo bi se re�i
da ni ta velika tema jox nije u potpunosti naxla svoje pravo mesto� naroqito
gledana raspore	eno uz druge konkretne sadr
aje�

���� Da bismo sagledali obnovite�sku ulogu koju je pojam funkcije imao�
dovo�no bi bilo uporediti danax�e u�benike sa onim iz proxlog veka� Potpuna
poredba vodila bi nas u jedno dugo izlaga�e� pa �emo se ovde ograniqiti na neke
tipiqne aspekte�

Od vremena vavilonskih glinenih tableta i Ahmesovog papirusa vextina
rexava�a jednaqina razvijala se u posebnu doktrinu sa sve nejasnijim obrisi�
ma� Otvaralo se pita�e vrste problema koje tu treba uk�uqiti �sem klasiqnog
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sluqaja algebarskih jednaqina�� a tako	e i pita�e metoda rexava�a� Ovo po�
sled�e je naroqito aktualizovano otkri�em nemogu�nosti rexe�a u radikalim
algebarskih jednaqina stepena vixeg od qetiri�

Raxqix�ava�e dolazi sa opxtim pojmom funkcije� te kad god je veza y �
f�x� prihvat�iva kao funkcija� uslov f�x� � � je prihvat�iv kao jednaqina� a
noviji izraz nula funkcije i arhaiqniji koren jednaqine dobijaju ekvivalentno
znaqe�e� Time se krug problema izuzetno proxiruje� a metode rexava�a sve
vixe teme�e na ispitiva�u toka funkcije i �enim tako dobijenim svojstvima�
Dakle� pomenuta doktrina ne vodi ni do kakve teorije jednaqina� ve� se proble�
mi te vrste razbijaju po drugim oblastima matematike �algebarske jednaqine�
trigonometrijske jednaqine itd�� Tako	e� imali bismo sliqan osvrt govore�i
o nejednaqinama i metodama �ihovog rexava�a�

Vietova slovna algebra �logistica speciosa� dugo je smatrana neuteme�enom� a
to uteme�e�e tek je naxla u aksiomama algebarskih struktura �ure	enih po�a��
Sliqnu sudbinu imala je i �ena didaktiqka transformacija koja se danas� u
naxim programima� jav�a kao tema pod naslovom ��algebarski izrazi�� Ne mnogo
ranije� tu temu su zvali ��opxti brojevi� �verovatno slede�i ideju Vietovih
specija�� a zaista se operisalo sa �ima po ��pravilima bez rezona��

Praktikova�e procedure da se za dati �algebarski� izraz p�a� b� � � � � od�
re	uje �egova brojevna vrednost y� pri datim vrednostima promen�ivih a� b�
� � � nije nixta drugo doli istica�e funkcije y � p�a� b� � � � � u procedural�
nom obliku bez pomi�a�a tu� tog tako opxteg pojma� Naqini kako operixemo
sa izrazima vezuju se spontano sa naqinima operisa�a sa �ihovim brojevnim
vrednostima� tj� operisa�a sa brojevima� Zbir ili proizvod dva izraza sledi
ideju o zbiru� odnosno proizvodu dve funkcije onako kako se te operacije sa
funkcijama definixu taqka�po�taqka� I taj smisao formira se proceduralno� a
xto znaqi kroz pravilno vo	ene aktivnosti i ne putem formalnih definicija�
Tako je� na primer� za uqenika izraz �ab���a�b zbir izraza �monoma�� A � �ab�

i B � �a�b� a zatim se A � B do
iv�ava kao zbir dva nespecifikovana broja�
i zato se� kad treba� mo
e koristiti jednakost A � B � B � A� jer to uqenik
uzima kao pravilo razmene mesta sabiraka�

Qak bi i to pravilo bilo ��bez rezona�� ako bi se nametalo kao slovna jedna�
kost� Zato to i takva pravila moraju se uspostaviti jox u aritmetici� rade�i
sa posebnim brojevima i kao spo�na istina vezana za brojeve kao opa
ajne poj�
move sa znaqe�em u okru
uju�oj realnosti� Korix�e�em slova u toj ranoj na�
stavi razvija se ideja o promen�ivoj� tek sa kojom �e rad sa izrazima i kasnije�
uvo	e�e pojma funkcije biti xkolske teme sa na vreme priprem�enim smislom�

Postoji jox jedan posebni vid u kome se jav�a pojam funkcije� a koji se ne�
dovo�no istiqe �programima i u nastavi�� To je pojam konaqnog niza� koji mo
e
imati svoje osmix�eno mesto ve� u starijim razredima osnovne xkole� Naravno�
cifarski zapisi prirodnih brojeva jesu takvi primeri� ali mnogi kombinator�
ni zadaci vode do re	a�a i drugih elemenata koji nisu cifre� Istim skupom
slova� recimo sa fa� n� sg� mo
emo napisati razliqite reqi kao xto su ��san��
��sana�� ��ananas� i mnoge druge �ne tra
e�i �ihovo znaqe�e� i razlikuju�i ih
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po rasporedu slova i du
ini� Zadaci kao xto su nala
e�e broja razliqitih re�
qi du
ine dva� tri� itd� napisanih datim skupom slova� pa ispisiva�e svih tih
reqi u nekom poretku i po nekoj proceduri su instruktivne ve
be koje ne slu
e
samo kao predigra za slo
enije probleme koje kasnije sadr
i ��kombinatorika�
kao posebna tema�

Mi smo se ograniqili da govorimo ovde samo o onim skrivenijim efekti�
ma koje je imalo unoxe�a pojma funkcije u xkolsku nastavu matematike� Kroz
dugogodix�u xkolsku praksu� graduira�em i didaktiqkim oblikova�em� ova ob�
novite�ska tema je� ma�e�vixe� ipak naxla svoje pravo mesto i ne predstav�a
ozbi�niji problem ni uqeniku ni predavaqu�

�� Pedestih godina ovog veka jav�a se novi trend u obnovi nastave mate�
matike� motivisan radom na logiqkoj sre	enosti i strukturisanosti same ma�
tematike kao nauke� a koji naroqito intenzivno poqi�e Dedekindovom teorijom
realnih brojeva i izdvaja�em pojma skupa kao najopxtijeg u odnosu na ostale
pojmove klasiqne matematike� Ka
imo opisno xta pod tim treba podrazumevati�
Eto� kao xto se nekad na geometrijske objekte poqelo gledati kao da su sastav�
�eni od taqaka� od tada se na sve matematiqke objekte poqi�e da gleda kao da su
sastav�eni od elemenata� koji qine skup� a elementi su me	usobno organizovani
i tu organizaciju zovemo datom strukturom� Tako skupovi sa zadatom relacijom
poretka primeri su ure	ajnih� sa operacijom algebarskih� a sa odstoja�em me�
triqkih struktura� Kad god uopxtavamo� to radimo zanemaruju�i neka svojstva�
a kad kod matematiqkih objekata zanemarimo sva strukturna svojstva� osta�e
samo amorfni skup� U tom smislu pojam skupa i jeste opxtiji od svih drugih
pojmova klasiqne matematike� Da�e� dva istorodna objekta za koje postoji pre�
slikava�e jednog u drugi koje je ��� i na i koje quva strukturu �quva poredak�
rastoja�e ili prolazi kroz operaciju� nazivaju se izomorfnim� a izomorfne
objekte smatramo esencijalno jednakim unutar date teorije� Sagledava�e mate�
matike na bazi ovakvih univerzalnih shema inspirisalo je obnovite�ske ideje
u univerzitetskoj nastavi� a zatim i sred�oxkolskoj nastavi� odakle se sve to
reflektovalo i prema osnovnoxkolskoj nastavi� Pojavile su se nove velike teme
��Teorija skupova� i ��Matematiqka logika�� oblikovane prema OECD	Synopses

��
�� Bez dovo�no pro
ima�a sa tradicionalnim sadr
ajima� uz u to vreme
nedovo�no priprem�enim predavaqkim kadrom� ove nove teme su godinama bile
velika mora i za uqenike i za predavaqe�

Mnogi od najistaknutijih matematiqara istupaju protiv tog novog trenda�
ne zala
u�i se za povratak na staro� ve� otvaraju�i pita�a mere i mesta tih
novih sadr
aja� Izdvojimo istupa�a H� Frojdentala �H� Freudenthal� koji je
zahtevao da nove sadr
aje prati i nova metodika koja bi dovela do prave didak�
tiqke transpozicije tih tema� kao i oxtroumni kriticizam R� Toma �R� Thom�
izreqen na II me	unardonom kongresu posve�enom nastavi matematike� odr
anom
u Ekseteru �Engleska� �
��� godine� gde on ustaje protiv preranih generali�
zacija i odvaja�a apstrakcija od konkretnih sadr
aja�� Taj kongres je imao

�Moderna matematika � da li postoji
� Nastava matematike� XXIII� � ������� 	����
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prelomnu ulogu i posle �ega naglo raste interes za kognitivne procese i nivoe
u nastavi odre	ene ne samo razvojnim faktorima ve� i analizom saznajnih pro�
cesa� a xto nastavu matematike teme�i xire od osla�a�a na samu matematiku
kao nauku�

���� Tema ��Skupovi� je raspore	ena programima po svim razredima osnovne
i sred�e xkole� U poqetku to su konkretni primeri grupa materijalnih obje�
kata ili slikama predstav�enih znakova koji slu
e da se za �ih ve
u ideje o
poqetnim� prirodnim brojevima� Kasnije se jav�aju primeri sa elementima koji
su sintaktiqki znaci �slova� brojevi� ili geometrijske taqke� Sam pojam skupa�
kao najopxtiji� ima primere na svim nivoima apstraktnosti� poqev od grupa ma�
terijalnih objekata� pa do sluqajeva gde su elementi klase ekvivalencije onih
objekata koji su i sami matematiqki pojmovi visokog stepena apstraktnosti�

U nastavi� imaju�i u vidu da ideja o skupu prethodi ideji o broju� is�
po�avala se nerazumna tendencija operisa�a sa skupovima i obostrano jedno�
znaqnim korespondencijama� a taj ekstremizam je ponekad vodio do ��izlaga�a�
o kardinalnim brojevima i u ni
im razredima osnovne xkole iako sve to nije
uprox�avalo nego� nasuprot� optere�ivalo je procese uqe�a�

Mesta gde su sadr
aji ove teme imali znaqajne efekte� ve
u se za elemente
kombinatorike i teorije verovatno�e� kao xto god slu
e postepenom logiqkom
sre	iva�u� posebno gde se govori o skupovima taqaka istiqu�i �ihova karakte�
riziraju�a svojstva� Generalno govore�i� ova tema je naxla svoju pravu meru u
teku�oj xkolskoj nastavi� pa �emo se u ovom izlaga�u okrenuti slede�oj temi
za koju se� na
alost� ne bi to isto moglo re�i�

���� Logika se� eksplicitno� jav�a po prvi put u nastavi matematike u
prvom razredu sred�ih xkola i to u vidu jednog sasvim izdvojenog bloka� Iz�
laga�e obiqno teqe vrlo elegantno� Za iskaz �ili propoziciju� ka
e se da je
tvr	e�e koje je taqno ili la
no i ne mo
e istovremeno biti i jedno i dru�
go� Izrazi ��tvr	e�e�� ��taqan� i ��la
an� su primitivni pojmovi� odnosno �ih
ne definixemo� Slo
eni iskazi� odnosno logiqki veznici� definixu se dobro
poznatim tablicama� u kojima se istinosne vrednosti� neiskusnom qitaocu i po�
sebno uqeniku� mogu uqiniti proizvo�no odabrane� To je naroqito sluqaj sa
implikacijom� kad se tvr	e�a kao xto su

� � � �� � � �� � � � �� � � �

vrednuju kao taqna� a sa pozicije bla
enog neiskustva i bez obzira na uzrast�
ona se pre do
iv�avaju kao besmislena�

Primetimo tako	e da kad tablice ��prevedemo� na prirodni jezik� tj� is�
ka
emo ih reqenicama� tada �e za iskaze p i q�

�a� disjunkcija biti taqna kad su p ili q taqni iskazi�

�b� konjunkcija biti taqna samo kad su p i q taqni iskazi�

�v� implikacija biti la
na samo ako je p taqan� a tada je q netaqan iskaz�

�g� negacija ��ne p� biti taqna� kad je �ena negacija �tj� p� netaqan iskaz�
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Iz gore navedenog vidimo da ni na ovaj naqin� tj� putem tablica� ne mo
emo
sasvim izbe�i intuitivno znaqe�e pomenutih veznika�

Iskustvo pokazuje da uqenici mogu da dobro savladaju ovo gradivo u ovom
okviru i uspexno rexavaju zadatke gde� primera radi� treba dokazati da je neka
slo
enija iskazna formula tautologija� ali texko�e se jav�aju kad to gradivo
treba da se uspexno primeni na ostale sadr
aje� �Prema nekim istra
iva�ima�
provedenim u Francuskoj� situacija je sliqna i sa decom usporenom u razvoju��
Razlog xto je to tako treba tra
iti u qi�enici da je ve�ina tvr	e�a u mate�
matici iskazana u vidu reqenica qiji su subjekti retoriqke promen�ive �a xto
je tako qesto u geometriji� ili putem predikatskih formula sa jednom ili vi�
xe promen�ivih� Odnos opxtosti je sliqan onom koji imaju izrazi sastav�eni
od konstanti� a xto odgovara iskaznim formulama� prema izrazima u kojima se
jav�aju promen�ive� a xto odgovara predikatskim formulama�

Uzmimo jedan konkretan primer� pa� recimo� pogledajmo kako uqenik treba
da rexava slede�u nejednaqinu

���
p
x� � � � x�

Prvo se odre	uje domen definisanosti datog zadatka� a �ega odre	uje uslov

x� � � � ��

Rexavaju�i� dobijamo D � ������� � ������� U slede�em koraku kvadrira�
mo da bismo se oslobodili korena� ali postav�a se pita�e ekvivalentnosti te
jednaqine i one dobijene kvadrira�em� Poxto je vrednost a �

p
x� � � nenega�

tivna� koristi�emo slede�u ekvivalenciju

��a � ����b� a � b �� a� � b� ili b � ��

Procedura rexava�a sad ide tako xto za svako x � D imamo
p
x� � � � x �� x� � � � x� ili x � ��

Skup rexe�a prve nejednaqine na desnoj strani je prazan� a druge �������
�gledano u domenu D�� Dakle� skup rexe�a date nejednaqine je ��������

Pita�e da li je nejednaqina ��� taqna je bez ikakvog smisla� Uzimaju�i�
pak� vrednosti za promen�ivu x iz domena D� recimo ��� ��� ��� �� � zamenom�
dobi�emo slede�e iskaze

p
����� � � � ���

p
����� � � � ���

p
����� � � � ���

p
�� � � � ��

p
�� � � � �

od kojih su neki �tj� prva tri� taqni a neki �tj� posled�a dva� netaqni�

Koriste�i opxtiji jezik logike mo
emo re�i da je zapis ��� formula sa
promen�ivom x � R �sintaktiqki pojam�� i poxto je D �� �� da ta formula
zadaje iskaznu �ili propozicionu� funkciju �semantiqki pojam�� qiji je domen
skup D � ������� � ������� a kodomen skup iskaza me	u kojima su pet gore
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napisanih nejednakosti ali i sve druge koje se dobijaju fiksira�em vrednosti
promen�ive u skupu D�

Za nejednaqinu

��� log�x� �� � log��� x� � ��

nalazimo da je domen definisanosti prazan skup� pa nikada ne ka
emo da je skup
rexe�a te nejednaqine prazan� ve� da je takva nejednaqina apsurdna�

Dakle� vidimo da neke formule� kao ona pod ���� zadaju propozicione funk�
cije� ali i da ima formula �kao ona pod ����� koje ne zadaju nikakve propozicione
funkcije�

Uqeniku kome se logika svede na sadr
aje vezane za iskaze� ostaje zaista
te
ak zadatak da� vrednuju�i taqka po taqka� to steqeno zna�e prenese i na
uslove u kojima se jav�aju formule sa promen�ivom� Navedeni primer rexava�a
nejednaqine ���� to najbo�e ilustruje�

Proxiruju�i temu trebalo bi� za dve formule p�x� i q�x� �koje zadaju pro�
pozicione funkcije sa istim domenom D�� a koje imaju istinosne skupove A i
B� dokazati teoreme koje odre	uju istinosne skupove� za p�x�	 q�x� skup A�B�
a za p�x� 
 q�x� skup A � B� Isto tako trebalo bi dokazati da je univerzalni
iskaz

��x� p�x� �� q�x�

taqan ako i samo ako je A � B�

Ali nije to ono xto bih ja ovde preporuqivao� jer smatram da opxte pojmo�
ve i termine koje nalazimo u logici ne treba prerano odvajati od konkretnih
sadr
aja u kojima se jav�aju i izra
avaju na prirodniji naqin� S druge strane
ne mo
e se logiqki sklop raznih uslova sa kojima se u nastavi matematike ope�
rixe� ostaviti da spontano stiqe smisao� A to xto mi mislimo da bi trebalo
raditi� sad �emo ukratko skicirati�

���� Danas se ve� u ni
im razredima osnovne xkole jav�aju razni uslovi
u vidu jednostavnih jednaqina ili nejednaqina� Takvim uslovima pride�ujemo
skupove koje nazivamo skupovima rexe�a� S druge strane skupove poqi�emo da
zadajemo na slede�i naqin

A � fx j p�x� g�
gde vitiqaste zagrade igraju ulogu operatora okup�a�a� tj� elementi skupa A

su svi oni objekti x koji zadovo�avaju uslov p�x�� Sintaktiqki gledano� p�x� je
reqenica sa subjektom x� odnosno formula sa promen�ivom x� a semantiqki to je
propoziciona funkcija za koju je A istinosni skup� Mnogi konkretni sadr
aji�
kao xto su rexava�e jednaqina� nejednaqina� sistema itd� nisu nixta drugo
doli odre	iva�e skupa A na osnovu uslova p�x��

Smisao operacija sa skupovima i relacija me	u �ima� uqenici lako usva�
jaju ve� i zato xto se sve to mo
e vrlo sugestivno interpretirati slikama�

Za dva skupa A i B� �ihova unija je skup

A � B � fx j x � A ili x � B g�
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a presek skup
A �B � fx j x � A i x � B g�

Ovde se� u ovim definicijama� veznici ��ili� i ��i� jav�aju sa svojim intuitiv�
nim znaqe�em� Ali kad uqenik sasvim usvoji znaqe�a ovih skupovnih operacija�
onda mu se mogu odrediti znaqe�a ovih veznika u sluqaju dva proizvo�na uslova
sa istom promen�ivom�

Naime� ako p�x� odre	uje skup A� a q�x� skup B� tada

�a� uslov ��p�x� ili q�x�� odre	uje skup A � B�
�b� a uslov ��p�x� i q�x�� odre	uje skup A � B�

Na primer�

�a�� x � � ili x � �� odre	uje skup ���� �� � �������

�b�� x � � i x � �� odre	uje skup ������ � ���� �� � ��� ���

Nastavimo ovu paralelu posmatraju�i i relacijske veze� Inkluziju A � B

definixemo tako xto tada mora biti ispu�en uslov� za svaki objekat x� ako je
x � A tada je x � B� I ovde veznik ��ako � � � tada� ima intuitivno znaqe�e�
a skup A ��vidimo kao deo� skupa B�

Shvataju�i implikaciju ��p�x� �� q�x�� kao operaciju� onda je definixe�
mo sa ��
p�x�	 q�x�� i retko je tretiramo kao otvoreni uslov� tj� retko rexava�
mo zadatke koji bi odre	ivali �en istinosni skup� A ono xto qesto radimo je
utvr	iva�e taqnosti univerzalnog izkaza

��� ��x� p�x� �� q�x��

Posmatraju�i i da�e paralelno� uzimamo da je uslov ��� taqan kad god je isti�
nosni skup A od p�x�� sadr
an u istinosnom skupu B od q�x��

Na primer� taqnost iskaza� za svako x � R�

jxj � � �� x� � �x� �� � �

dokazujemo tako xto poredimo skupove rexe�a�

���� �� � ���� ���

Sliqno� taqnost iskaza

��� ��x� p�x� �� q�x�

mo
emo vezati za jednakost odgovaraju�ih istinosnih skupova�

Vidimo da se na ovaj naqin veznici ��ako � � � tada� i ��ako i samo ako�
sagledavaju ne kao operacije� ve� kao relacijski odnosi u klasi propozicionih
funkcija� Ograniqimo li se na pita�a taqnosti iskaza pod ��� i ���� ta razlika
nestaje� tj� jedno kompletnije izlaga�e sadr
aja iz logike koje bi poqi�alo
operacijama sa propozicijama� moralo bi sadr
avati teoreme koje ka
u da kad
su A i B istinosni skupvoi za p�x� i q�x�� ��� je taqno kad je A � B� a ��� kad
je A � B�
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Postoje podesni primeri koji se jav�aju u konkretnim sadr
ajima i potre�
be da se ti sadr
aji uqine jox jasnijim� ve� u programima starijih razreda
osnovne xkole� tako xto bi se logiqka funkcija pomenutih veznika tu preci�
zirala� na gore izlo
eni naqin� Znaqe�e reqi ��uslov� jasno je uqenicima tog
uzrasta� a qesta upotreba to bi znaqe�e da�e uqvrx�ivala� Nijedan opxti
logiqki termin ne bi bio korix�en� a jeziqki slo
eni sklopovi bili bi jasno
razbijani ili slagani od onih koji su jednostavniji�

Vrlo je bitno da se isk�uqivo formiraju slo
ene reqenice sa istim subjek�
tom� osnosno slo
eni uslovi� od onih sa istom promen�ivom� Ustvari� samo sa
takvim reqenicama� odnosno uslovima isk�uqivo operixemo� iako qesto ka
emo
da je� na primer� svaki kvadrat pravougaonik� qime skra�ujemo reqenicu� za
svaki qetvorougao X� ako je X kvadrat tada je X pravougaonik� Ali i preteri�
va�e u doslednoj upotrebi reqi koje kvantifikuju ili jednoobraznih reqenica
kojim bismo� motivisani 
e�om za kraj�om preciznox�u� iskazivali sadr
aje
matematike� ne bi bila odlika dobre nastave�

Dakle� sigurno je da u odgovaraju�em obliku� sa izlaga�em logike treba
poqeti ranije nego xto je to sad sluqaj� a u elegantnom obliku sa iskazima
i tablicama kasnije nego xto je to sad sluqaj� A kad� To ne bih mogao da
sugerixem sa jednakom sigurnox�u�


