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DA LI SE MO�E ODREDITI VEROVATNO�A SLUQAJNOG

IZBORA PARNOG BROJA IZ SKUPA PRIRODNIH BROJEVA�

Podsticaj za pisa�e ovog rada autor je dobio od svojih studenata i uqeni�
ka specijalnog matematiqkog ode�e�a� kojima je pri uvo�e�u pojma prebrojivog
prostora verovatno�a redovno postav�ao pita�e� kolika je verovatno�a slu�
qajnog izbora parnog broja iz skupa prirodnih brojeva� Dobijao je tri vrste
odgovora	 Matematiqari po oprede�e�u odgovarali su da je verovatno�a 
���
dok je kod opreznijih odgovor bilo �uta�e� uz poneki komentar da pita�e ne bi
ni bilo postav�eno da je odgovor tako jednostavan	 Matematiqari po ro�e�u�
redovno u malom broju� odgovarali su da se ova verovatno�a ne mo
e odredi�
ti� odnosno da nema dovo�no podataka da se ona odredi� prodiru�i tako u samu
suxtinu problema� u aksiomatiku teorije verovatno�a	

Teorija verovatno�a kao matematiqka disciplina poqi�e da se razvija tri�
desetih godina ovog veka	 Ruski matematiqar A	 N	 Kolmogorov �
����
����
definisao je aksiome teorije verovatno�a 
���	 godine u svojoj monografiji
��Grundbegri�e der Wahrscheinlichkeitrechnung� �Osnovni pojmovi raquna vero�
vatno�e�	 Neki problemi� za koje se do pojave ove aksiomatike smatralo da su
korektno postav�eni i rexeni� postali su nesaglasni sa aksiomatikom �videti�
na primer� ���� ���� ���� �
���	 Takav je sluqaj i sa problemima koje �emo ovde
razmatrati� a koji se u razliqitim vidovima mogu javiti u nastavi matema�
tike u okviru metodskih jedinica iz verovatno�e	 Da bi se shvatila suxtina
problema� izlo
i�emo prethodno osnovne elemente aksiomatike Kolmogorova za
najvixe prebrojiv skup elementarnih doga�aja� koja se� bez posebnog naglaxava�
�a da se radi o aksiomatici� navodi u u�benicima kao definicija verovatno�e	

�� Aksiomatika teorije verovatno�a

Neka je � najvixe prebrojiv skup elementarnih doga�aja nekog sluqajnog
eksperimenta � rezultati eksperimenta su sluqajni elementarni doga�aji	
Sluqajni doga�aji su podskupovi od � �pridev sluqajan nada�e se izostav�a�	
Po aksiomatici teorije verovatno�a� verovatno�a P je funkcija podskupova
od �� sa osobinama�

Aksioma 
� P ��� � � �normiranost��

Aksioma �� P �A� � � za svako A � � �nenegativnost��
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Aksioma �� P �A� � A� � � � � � � P �A�� � P �A�� � � � � za proizvo�ne doga�aje
A�� A�� 	 	 	 � �� u parovima isk�uqive �Ai � Aj � �� i �� j�
�prebrojiva aditivnost��

U najjednostavnijem sluqaju� kada je skup elementarnih doga�aja konaqan�
tj	 � � f��� ��� 	 	 	 � �ng� skup svih podskupova od � je partitivni skup od � koji
ima 
n elemenata	 Zbog konaqnog broja podskupova od �� Aksioma � se svodi na
konaqnu aditivnost� tj	 na jednakost P �A� �A� � � � �� Ak� � P �A�� � P �A�� �
� � � � P �Ak�	 Za odre�iva�e verovatno�e bilo kog doga�aja dovo�no je zadati
verovatno�e svih elementarnih doga�aja�

P ��i� � pi � �� � � i � n�

pri qemu po Aksiomi 
 i iz konaqne aditivnosti sledi p� � p� � � � � � pn � �	
Verovatno�a doga�aja A je

��� P �A� �
X

i ��i�A

pi�

Specijalno� ako je pi � ��n� � � i � n� radi se o skupu jednakoverovatnih
elementarnih doga�aja� odnosno o klasiqnoj ili Laplasovoj definiciji verova�
tno�e	 Verovatno�a doga�aja A jednaka je odnosu broja elementarnih doga�aja
sadr
anih u A �povo�nih za A� i broja svih mogu�ih elementarnih doga�aja	
Tako� ako je A unija k elementarnih doga�aja� tada je

P �A� �
k

n
�

U slo
enijem sluqaju� ako je � prebrojiv skup� tj	 � � f��� ��� 	 	 	 g� zadaju
se verovatno�e elementarnih doga�aja�

P ��i� � pi � �� i � �� 
� 	 	 	 �

pri qemu po Aksiomi 
 i Aksiomi � mora biti p� � p� � � � � � �	 Proizvo�an
doga�aj A � � ima verovatno�u opisanu sa �
�� s tim da ova suma mo
e imati
konaqno mnogo sabiraka ili beskonaqno mnogo sabiraka prema tome da li je
doga�aj A konaqna ili prebrojiva unija elementarnih doga�aja	

Za razliku od konaqnog skupa �� osnovna pretpostavka za prebrojiv skup �
je da svi elementarni doga�aji ne mogu biti jednakoverovatni� jer bismo u
tom sluqaju imali

P ��� � P ���� � P ���� � � � � ���

xto protivureqi Aksiomi 
	 Prema tome� za prebrojiv skup � ne mo	e se
pretpostaviti uniformna raspodela verovatno�a elementarnih doga�aja	

Napomena �� Iako se po programu qetvrtog razreda gimnazije i dru�
gih sred�ih xkola posebno ne izuqava prebrojiv prostor verovatno�a� on se
posredno jav�a pri razmatra�u sluqajne promen�ive diskretnog tipa sa pre�
brojivim skupom vrednosti	 Klasiqan primer prebrojivog skupa � je eksperi�
ment baca�a homogenog novqi�a sve dok se ne pojavi pismo	 Ako pismo ozna�
qimo sa P� a grb sa G� tada je � � fP�GP�GGP�GGGP� 	 	 	 g � fGGG 	 	 	 g� gde se
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elementaran doga�aj �� � fGGG 	 	 	 g jav�a kao logiqna mogu�nost da se eks�
periment nikada ne zavrxi	 Kako se baca�a izvode nezavisno jedno od dru�

gog� to je pi � P ��i� � P �GGG 	 	 	 G� �z �
i��

P� �
�


i
� i � �� 
� 	 	 	 	 Zbog toga je

� � P ��� �
�P
i��

pi � P ���� �
�P
i��

�


i
� P ���� � � � P ����	 Kako je P ���� � ��

doga�aj �� je skoro nemogu� � realno je mogu�e da se on dogodi� ali je verova�
tno�a �egove realizacije jednaka nuli� za razliku od nemogu�eg doga�aja koji
se nikada ne doga�a	

Poxto su poznate verovatno�e svih elementarnih doga�aja iz �� sada se mo�
gu odre�ivati verovatno�e proizvo�nih doga�aja� podskupova od �	 Na primer�
verovatno�a da se eksperiment zavrxi pre petog baca�a je P �A� � p��p��p��
p� � ������ a da se zavrxi u parnom broju baca�a je P �A� � p�� p�� p�� � � � �
��
� � ��
� ���
� � � � � � ��
	 Ovom eksperimentu se pridru
uje sluqajna pro�
men�iva diskretnog tipa qija je numeriqka karakteristika broj baca�a novqi�a
dok se eksperiment ne zavrxi�

X �

�
� 
 
 	 	 	
�




�


�
�


�
	 	 	

�
�

dakle� sluqajna promen�iva sa geometrijskom raspodelom ���Matematika za IV
razred sred�e xkole�� M	 Obradovi�� D	 Georgijevi�� str	 ���� ����	

�� Istorijat problema

U periodu pre aksiomatike Kolmogorova� preciznije� pre uvo�e�a pojma
prebrojive aditivnosti iz koje sledi da prebrojiv prostor verovatno�a ne mo
e
imati uniformnu raspodelu verovatno�a elementarnih doga�aja� postav�ani su
i rexavani problemi u vezi skupa celih ili prirodnih brojeva� za koje se upra�
vo pretpostav�ala uniformna raspodela verovatno�a po elementima ovih skupo�
va	 Takav je sluqaj sa narednim problemom koji je postavio ruski matematiqar
P	 L	 Qebixov �
��
�
���� osamdesetih godina proxlog veka �videti komentar
uz �
���	

Problem Qebixova� Odrediti verovatno�u da se sluqajno izabran
razlomak ne mo	e skratiti�

Problem Qebixova se u literaturi jav�a i u ekvivalentnom obliku� odre�
diti verovatno�u da dva sluqajno izabrana broja iz skupa celih brojeva budu
uzajamno prosta	

Rexe�e problema Qebixova zasniva se na slede�oj ideji� da bi neki ceo
broj bio de�iv brojem m� ostatak pri de�e�u mora biti �	 Kako su mogu�i
ostaci �� 
� �� 	 	 	 � m � �� verovatno�a da je broj de�iv sa m je po klasiqnoj
definiciji verovatno�e jednaka ��m	 Iz ovog zak�uqka i stava da su dva broja
uzajamno prosta ako i samo ako nisu oba de�iva proizvo�nim prostim brojem�
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koriste�i suprotne doga�aje� Qebixov zak�uquje da je tra
ena verovatno�a

p �

�
�� �


�

��
�� �


�

�
� � �
�
�� �

m�

�
�

gde je �� �� 	 	 	 � m� 	 	 	 rastu�i niz prostih brojeva	 Odavde dolazi do verova�
tno�e ���� doga�aja da se sluqajno izabran razlomak ne mo
e skratiti	

Oqigledno� grexka u rezonova�u �videti� na primer� ���� je da se �a priori
pretpostav�a da su ishodi �� 
� �� 	 	 	 � m � � jednakoverovatni	 Ovo se mo
e
zak�uqiti samo iz pretpostavke o uniformnoj raspodeli verovatno�a na skupu
celih brojeva� xto nas ponovo nezaobilazno dovodi do aksiomatike Kolmogorova	
Pored toga� u prethodnom izrazu za verovatno�u p broj m je faktiqki najve�i
prost broj kojim su de�ivi sluqajno izabrani brojevi X i Y iz razlomka X�Y 	
Otuda je m � minfX�Y g� dakle� sluqajna promen�iva� pa se pomo�u �e na
opisani naqin ne mo
e dobiti nesluqajna vrednost p	

U da�em istorijskom razvoju teorije verovatno�a� u pokuxaju da se od�
rede verovatno�e doga�aja koji su prebrojive unije elementarnih doga�aja� a
da pritom nisu poznate verovatno�e samih elementarnih doga�aja� pribegavalo
se primeni klasiqne definicije verovatno�e	 Tako se pojavila slede�a defi�
nicija verovatno�e� suxtinski nesaglasna sa aksiomatikom Kolmogorova� koja
se� xtavixe� dugi niz godina posle aksiomatike zasniva�a teorije verovatno�a�
prime�ivala u ��rexava�u� problema Qebixova i drugih sliqnih problema �����
���� ����	

�	� Neka je doga�aj A da sluqajno izabran broj iz beskonaqnog niza brojeva
a�� a�� 	 	 	 ima osobinu �	 Ako me�u prvih N brojeva a�� a�� 	 	 	 � aN ovog
niza ima kN brojeva koji imaju osobinu �� i ako koliqnik kN�N te
i odre�enoj
granici kad N 
�� tada je verovatno�a doga�aja A

P �A� � lim
N��

kN
N

�

Ako se definicija �	� primeni u odre�iva�u verovatno�e da sluqajno iza�
bran broj iz skupa prirodnih brojeva bude de�iv brojem m� lako se zak�uquje
����� ���� da je

�
� pN �
�N�m�

N
�

gde je sa �N�m� oznaqen ceo deo broja N�m	 Kako je

�
�
�N�m�

N
�

k

km� r
�

�

m
� r�m

N
� r � f�� �� 	 	 	 �m� �g�

to je� po definiciji �	�� P �A� � lim
N��

pN �
�

m
	

Ako se istim postupkom odredi verovatno�a sluqajnog izbora bilo kog fik�
siranog broja iz skupa prirodnih brojeva� dobija se

pn � lim
N��

�

N
� �� n � �� 
� 	 	 	
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Prema tome� svi elementi skupa elementarnih doga�aja su verovatno�e nula�
xto je paradoks� jer je skup elementarnih doga�aja siguran doga�aj	

U ��� str	 
���
��� je navedeno vixe ilustrativnih primera o nesaglasno�
sti ove definicije verovatno�e sa aksiomatikom Kolmogorova� izme�u ostalog
i slede�i primer francuskog matematiqara P	 Levija �P	 L�evy� iz 
���	 godine�
neka su X i Y sluqajno izabrani brojevi iz skupa prirodnih brojeva	 Za proiz�
vo�ne fiksirane prirodne brojeva m i n verovatno�e doga�aja X � m i Y � n

su po definiciji �	� jednake nuli	 Pritom je PfX � Y g �
�P
n��

PfX � ng � ��

i sliqno pfY � Xg � �� xto je nemogu�e jer se radi o suprotnim doga�ajima	

Do paradoksa u prethodnim primerima dolazi jer definicija �	� ne uzima
u obzir prebrojivu aditivnost kada je � prebrojiv skup	 Xtavixe� mo
e se
dokazati da funkcija P iz ove definicje nema ni elementarno svojstvo verova�
tno�e da se mo
e primeniti u odre�iva�u verovatno�e konaqne unije doga�aja	
Drugim reqima� ako u smislu definicije �	� postoje verovatno�e doga�aja A i
B� ne znaqi da postoji verovatno�a doga�aja A � B	

�� Korektno postav	eni problemi

Poxto smo ve� zak�uqili da su problemi sluqajnog izbora nekog broja iz
skupa prirodnih �ili celih� brojeva� koji imaju neko dato svojstvo� nekorektno
postav�eni u odnosu na aksiomatiku Kolmogorova� a imaju�i pritom u vidu na�
xu intuitivnu predstavu o samim problemima� osnovno je pita�e da li se ove
texko�e mogu prevazi�i pogodnom preformulacijom razmatrnih problema �na
primer� relativne uqestanosti sluqajnog izbora parnog broja iz velike serije
konaqnih nizova prirodnih brojeva� na osnovu statistiqke homogenosti morale
bi biti oko ��
�	 To se mo
e posti�i postupkom koji u neku ruku ��pomiruje�
definiciju �	� sa aksiomatikom Kolmogorova	 Dakle� treba odrediti verova�
tno�u qN da sluqajno izabran broj me�u prvih N prirodnih brojeva ima da�
to svojstvo� pa potom odrediti lim

N��
qN � naravno� ako postoji	 Zbog konaqnog

� � f�� 
� 	 	 	 � Ng� u odre�iva�u verovatno�e qN logiqno je primeniti klasiqnu
definiciju verovatno�e� dok lim

N��
qN vixe nije ni u kakvoj vezi sa prostorom

verovatno�a� ve� je obiqna graniqna vrednost niza nenegativnih brojeva� koja
ukazuje na asimptotsko ponaxa�e verovatno�e kada se N neogranieno pove�ava	

Mnogi problemi u teoriji verovatno�a u vezi skupa prirodnih brojeva�
postav�eni su i rexavani u brojnoj literaturi upravo prethodno opisanim po�
stupkom �videti� na primer� �
�� ���� ����	 Navodimo neke od takvih problema�
izme�u ostalog i korektno preformulisan problem Qebixova	

�� Odrediti verovatno�u qN da sluqajno izabran broj iz skupa prvih N
prirodnih brojeva bude taqan kvadrat	 Qemu te
i qN kad N 
��

Rexe
e� Oqigledno� qN �
�
p
N �

N
	 Kako � �

�
p
N �

N
�

p
N

N

 � kad N 
 ��

to je lim
N��

qN � �	 �
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�� Iz skupa f�� 
� 	 	 	 � Ng sluqajno se sa vra�a�em bira k brojeva	 Odrediti
verovatno�u qN i lim

N��
qN slede�ih doga�aja�

a� svaki od izabranih brojeva je de�iv brojem m�

b� svaki od izabranih brojeva je de�iv brojem m� ili brojem m��

v� me�u izabranim brojevima bar jedan je de�iv brojem m	

Rexe
e� a� Verovatno�a da sluqajno izabran broj iz skupa f�� 
� 	 	 	 � Ng bu�

de de�iv brojem m je� prema ���� jednaka pN �
�N�m�

N
� pri qemu je lim

N��
pN �

�

m
	

Kako se brojevi biraju nezavisno jedan od drugog� to je

qN �

�
�N�m�

N

�k
� lim

N��
qN �

�

mk
�

b� Neka su A� i A� doga�aji da je sluqajno izabran broj iz skupa
f�� 
� 	 	 	 � Ng de�iv redom brojevima m� i m�	 Tada je verovatno�a pN da je
ovaj broj de�iv brojem m� ili brojem m� jednaka

pN � P �A��A�� � P �A���P �A���P �A��A�� �
�N�m��

N
�
�N�m��

N
�
�N�m�m��

N
�

tako da je

qN � �pN �
k� lim

N��
qN �

�
�

m�

�
�

m�

� �

m�m�

�k
�

v� Verovatno�u doga�aja da je me�u izabranim brojevima bar jedan de�iv
brojem m odredi�emo pomo�u suprotnog doga�aja da svih k brojeva nije de�ivo
brojem m	 Otuda je

qN � ��
�
�� �N�m�

N

�k
� lim

N��
qN � ��

�
�� �

m

�k
� �

�� Odrediti verovatno�u qN da se koliqnik dva sluqajno izabrana broja iz
skupa prvih N prirodnih brojeva ne mo
e skratiti	 Qemu te
i qN kad N 
��

Rexe
e� Rexava�emo ekvivalentan problem odre�iva�a verovatno�e qN da
dva sluqajno izabrana broja iz skupa prvih N prirodnih brojeva budu uzajamno
prosta	 Verovatno�u qN �emo odrediti koriste�i tvr�e�e koje je i Qebixov
koristio� da su dva broja uzajamno prosta ako i samo ako nisu oba de�ivi nije�
dnim prostim brojem	

Neka je mN najve�i prost broj u skupu f�� 
� 	 	 	 � Ng i neka su A�� A�� A	�
	 	 	 � AmN

doga�aji da su dva sluqajno izabrana broja iz ovog skupa de�ivi redom
sa �� �� �� 	 	 	 � mN 	 Tada je

qN � P �A� � A� � � � � � AmN
� � P �A��P �A�� � � �P �AmN

�

� ��� P �A������ P �A��� � � � ��� P �AmN
���
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Kako se brojevi biraju nezavisno jedan od drugog� to je P �A�� �
�N�
�

N
� �N�
�

N
�

P �A�� �
�N�
�

N
� �N�
�

N
� 	 	 	 � tako da je tra
ena verovatno�a

��� qN �

�
��

�
�N�
�

N

��	�
��

�
�N�
�

N

��	
� � �
�
��

�
�N�mN �

N

��	
�

Niz �qN � je konvergentan jer je monotono nerastu�i i ograniqen odozdo
nulom� a odozgo jedinicom	 Da bismo odredili lim

N��
qN � primetimo da se sa

pove�a�em broja N pove�ava i broj qinilaca u proizvodu ���� xto ote
ava
nala
e�e graniqne vrednosti	 Za proizvo�no m iz ��� sledi

���
�

m
� �

N
�

�N�m�

N
�

�

m
�

Ako oznaqimo

pN �

�
�� �


�

��
�� �


�

�
� � �
�
�� �

m�

N

�
�

iz ��� i ��� imamo

��� pN � qN �

�
��

�
�



� �

N

��	�
��

�
�



� �

N

��	
� � �
�
��

�
�

mN

� �

N

��	
�

Kako pN 

�
�� �


�

��
�� �


�

��
�� �

��

�
� � � kad N 
�� i kako je

�

�� �


�

� �

�� �


�

� �

�� �
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� � �

�

�
� �

�
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�
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�
� � � �
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�
� � � �
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�

�

��
� � � �

�
� � �

� � �
�


�
�

�


�
�

�

��
�

�

��
�

�

��
� � � � � ��

�
�

to je lim
N��

pN �
�

��
	

Za proizvo�noN� � N neka jemN�
najve�i prost broj iz skupa f�� 
� 	 	 	 � N�g	

Tada se niz na desnoj strani nejednakosti ��� mo
e majorirati sa�
��

�
�



� �

N

��	�
��

�
�



� �

N

��	
� � �
�
��

�
�

mN�

� �

N

��	
�

tako da za svako N� va
i

�

��
� lim

N��
pN � lim

N��
qN � lim

N��

�
��

�
�
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N
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� � �
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mN�

� �
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��	
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Prelaskom na graniqnu vrednost u posled�oj nejednakosti kada N� 
�� sledi

da je lim qN �
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Na kraju sumirajmo prethodna razmatra�a kroz odgovor na pita�e iz na�
slova ovog rada� ne mo
e se� u skladu sa aksiomatikom teorije verovatno�a�
odrediti verovatno�a sluqajnog izbora parnog broja iz skupa prirodnih bro�
jeva ako nisu poznate verovatno�e sluqajnog izbora svakog pojedinog broja iz
ovog skupa� pri qemu se ne mo
e pretpostaviti uniformna raspodela ovih ve�
rovatno�a	 Verovatno�a sluqajnog izbora parnog broja iz skupa f�� 
� 	 	 	 � Ng
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