HACTABA MATEMATUWURE ¥ OCHOBHOJ IITKOJIN

CnaBuna BbpamkoBuh

O KBAIIPATUMA

[Ipemver mamer umzmarama mehe Outu KBaApaT KAO jeqHA CABPIIEHA TE€OMETDH]-
CKa ()Urypa ca BHErOBUM MHOTUM JIEIUM T€OMETPUjCKUM OCOOWHAMA. Y MECTO TOra
nocMarpalieMo OBe IPABUIHOCTU Ca HyMepHUUYkKe cTpaHe, He moBe3yjyhu mx ca reome-
TPHjOM.

Ksagparu 6pojeBa u muxoBe 0COOUHE CTANHA CY HHCIMPANUja MATEMATHIAPA 14
nokymasajy na maby meby muma mHTEpecanTHE OmHOCE, Pelan’je W 3aKOHUTOCTH.

Keadpamnu 6poj je jemam om mpupomaux Gpojesa 1, 4, 9, 16, 25, ... Huje
TemKo younTu penanujy uamely yzacromEumx unmamoBa OBOra HE3a. Buaum ce ma ako
KBaIpaTy HEKOT Opoja T moJaMo GBOCTPYKHA x yBehaH 3a jequauny, mobumja ce KBaapaT
cneneher, tj. 22 + (2z + 1) = (z + 1)%2. Ha npamep, 5% +2-5+ 1 = 62. 3maum, ako
3HAMO KBAAPAT HEKOT Opoja, mako ce moduje kBaapar memy ciaeneher Gpoja.

IIpema jemmom mpyrom mpaBuiy, KBaApaT Opoja KOju Ce 3aBpIIaBa Ca 5 MOKE
ce OnMax HANHCATH: IOMHOXE ce Opoj Koju duHe muppe mcupen mudpe jeAHHANA Ca
wemy ciaenehum meaum 6pojem u Tom mpomssony mpunume 25. Ha mpumep, 3-4 = 12,
ma je 352 = 1225; 11 - 12 = 132, ma je 1152 = 13225.

W3 nosmare anrebapcke penanuje 3a KBagpar 30upa U pasiuke

(a£b)* =a® £ 2ab+b?

uMaMo mocebaH Caydaj
(a+1)? =a®>+2a+1,

MTO Ce MOM¥e HCKOPHCTUTH na ce Habhe kBazpar 6poja a £ 1 ako ce 3ma KBagpar
6poja a. Ha mpmmep, 602 = 3600 ma mako mobumjemo 612 = 602 +2-60+ 1 = 3721
mm 597 = 60% — 260 + 1 = 3481.

Maio je texe 3a (a£2)? = a® £4a+4. Ha mpumep, 622 = 602 +4-60+4 = 3844
mmm 582 = 602 — 4 - 60 + 4 = 3364.

Ksanparm 6pojeBa koju ce 3aBpmraBajy HYJIOM JAKO Ce IaMTe, a MOKA3AJH CMO
KaKO Ce Ha JIak HAYMH HaJa3e KBampaTum OpojeBa KOju ce 3aBpImaBajy ca b ma ce Ha
OBaj HAIIMH Ca MAJO PadYyHaWma MOTYy HOOWTH M KBagpard OpOjeBa KOju CYy OJ OBHX
mamu wrm Behw 3a 1 mwm 2. Ha mpumep, 772 = (75 +2)2 = 752 +4-75+ 4 =
5625 4 300 + 4 = 5929.

Cremehn Merox 3acHuBa ce Ha HO3HATO] axrebapcko] penanuju (pasiuka KBa-
apara) (a + b)(a — b) = a? — b? u3 xoje ce mobuja

a® = (a+0b)(a —b) + b°.
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3maum, ako je morpebmro mahm a2, Tpeba yseru b Taxo ma mim a + b mwmm ¢ — b Gyze
sroman 6poj (ma mpumep, ma ce 3aBpmasa mynom). Ha mpmvep, 472 = (47 + 3)(47 —
3)+32=50-44+9 = 2209, 1132 = (1134 13)(113 — 13) + 132 = 126 - 100 + 169 =
12769.

3a Opojese y ompehenum rpanumama Mory Outm KOpmmhere BPJIO jeIHOCTABHE
METONE 32 HAJaKeme BUXOBUX KBagpara. Ha mpumep, 3a Opojese mamebhy 40 u 60:
tpeba ux ymopemutu ca OpojeM 50, ma Bumak (3a sehe ox 50), ogEOCHO Mamak (3a
mame og 50) momaru, 0OQHOCHO oxy3eTw of Opoja 25 m TOMe HOmHCATH KBAAPAT OBE
pazmure. Ha mpumep, 3a 542: Bumak je 4, ca 25 maje 29, kBagpar Bumka je 16, ma
je 542 = 2916. Axo je kBaApaT pa3iImEe jeTHONU(PEH Opoj Tpeba ra MACATH Ka0
IBOMU(PEH ca mpedukcoM Hyna. Ha mpmmep, 482: pasmmka 10 50 je —2, 25 —2 = 23,
IPUINCATH My KBAJAPAT O 2 Kao HBomudpex, Tj. 04 ma je 482 = 2304.

OBO mpaBUIO NMPOM3TA3Y U3 jeMHAKOCTU

(50 £ x)? = 2500 £ 100z + 2% = (25 + ) - 100 + 2°.

M=uoxeme 25 £ x ca 100 ocTaBma MecTa jeJUHUIA U JeCeTHNA MPa3HA KOja Ce MOIY-
BaBajy kBagparoM pasnuke 10 50 mucaHmM kKao xsomudper 6poj.

dopmyna ce Moxe mpuMeHHTH U 3a ¥ Behe ox 10, Tama x° mMa BHIe Of IBe
mupe m DpaBHIO HEje Tako jemEocTaBHO. Ha mpmmep, 63%: pmmax m3man 50 je 13,
25+ 13 = 38, 132 = 169 ma je 632 = 3800 + 169 = 3969.

3a 6pojese m3mehy 20 m 29 Moke ce TIPUMEHUTH OBO HPABWIO 3HAjyhm ma je
KBaIpaT Opoja UeTBPTHMHA KBAJPATA ABOCTPYEOT TOT Gpoja. Ha mpumep, 3a 282 male
ce 562 u momemu ca 4. Cmmuno 3a Gpojese ox 82 1o 98: merle ce ca 2 U KBaApAT TAKO
nobujesor 6poja DPEMEHOM IpaBmia MHO%E ce ca 4. Ha mpmmep, 3a 82%: mmamo
412 = 1681, MEO®eHO ca 4 nmaje 6724.

Cnuuno je u cremehe mpaBmio Koje ce MO¥e MPUMEHHTH 3a CBe ODpojese, aau je
majuoroxuuje 3a 6pojese mamelhy 90 u 110.

(100 + 2)? = 10000 4 2002 + 2 = (100 4 2x) - 100 4+ 2? = (100 + z + z) - 100 + 2.

Ha mpumep, 3a 1042 umamo 1004444 u 42, mro maje 10816; 3a 972 mmamo 100—3—3
1 32 =94 u 9 maje 9409. Vma MHOrO APYrmX IPABHIA OBE BPCTE KOja Ce, MOITO Ce
Hayde, Op30 u 3a00paBe akO Ce YeCTO HE KOPHUCTE.

Ksamparu menux 6pojeBa yBek ce 3aBpmasajy jemmom ox mupapa 0, 1, 4, 5, 6,
n 9, a Hmkaga ca 2, 3, 7 unu 8. To je morpebaH, anu HE U MOBOJBAH YCIOB Aa OUM HEKW
6poj 6uo kBaapaTHW, jep ce OPOj MOMe 3aBPIIABATH HEKOM OX Hu(apa IPBOT HU3A
a a HEUje KBaIpaTHW, NOK IMeo Opoj He MOke OMTH KBAAPATHW aKO Ce He 3aBpPIIaBa
jemHOM on THX mudapa.

WarepecanTro je mocmarpaTtu Mmoryhe nBonu)pene 3aBpuieTke KBAAPATHOT OPO-
ja. TaxBux mma 22 u kBaapaT Behu ox 9 MoxKe ce 3aBpIIABATH je HUM O ABONUPDEHUX
OpojeBa u3 Tabemne:
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00| 21|41 |64 |89
01|24 |44 |69 | 96
04 | 25|49 | 76
09|29 56 |81
16 | 36 | 61 | 84

OBo ca3uame je BPIO KOPUCHO ¥ UCTPAKUBAKY M3BECHHX OIHOCA DpojeBa. AKO skenn-
MO Ja BHANMO Ja JIH KBaApaT NONAT WM OLy3eT OX HEKOr Opoja xaje KBaapar,
MBOMU()PEHN 3aBPIIENN TOMAKy Ha Ce UCKByde Hemoryhum cayuajesu. Ha mpumep,
ako xemmvo mahm 2 takas ma je 5581 — 22 Takobe kBampaT, m3 Tabeme BuIN-
Mo ma ce x? moxe sapmasaTm camo ma 00, 25, 56 mmm 81 (22 = 4356 = 66% n
5581 — 4356 = 1225 = 35?).

Ksanparu ce, HapaBHO, MOTY 3aBpuraBaTu ca OMIO KOjuM mapHEM OpojeM Hyia.
MebhyTum, HEjeqaH KBagpaT ce He MOMKE 3aBPIIABATH Ca BUIIE HETO TPU YETBOPKE W
382 = 1444 je majMamM KBAAPAT CA TAKBUM 3aBPIICTKOM. IIpMINYaH je mMETepBAI IO
caemeher Taxsor 6poja: 4622 = 213444, mocne osora cy 5382 = 289444 u 9622 =
925444, Yonmre, 500x £ 38 je 6poj 4uju ce KBagpaT 3aBpmaBa Ca TPU YETBOPKE, IJe
je x bmao koju meo Opoj yrby4uyjyhum myiy.

[Tocroju knaca memmx O6pojeBa mO3HATA KAO AYMOMOPPHU OpOjesy KON IHjuX
KBaIpaTa Cy mociIeNmux n mudapa ucre kao kox camor opoja. Ha mpumep, 3a n =1,
cBaku Opoj koju ce 3aBpmaBa ca 5 wam 6 mMa KBagpaT KOju ce Takohe 3aBpmasa
TuM nuppama; 3a n = 2, ako ce OpojeBm 3aBpmasajy ca 25 wiam 76, KBAAPATH UM
ce 3aBpmaBajy mcTuM mudpama; 3a n = 3, cBaku Opoj ca 3aspmerkom 376, 625 uma
7 KBaJApaT Koju ce 3aBpmasa ca ucre Tpu mudpe. Ilocroje tarohe mBa mpmmumwno
TPUBHjaJHA CKyIIa OpOjeBa KOJU ce 3aBpIIaBajy HyjlaMa MJIN HYJIaMa 33 KOJUX CJIeIn
3appmHa jequauna, kao mro cy 000 mam 0001, umje ce KkBagpaTu 3aBpIIABAjy HCTUAM
nuppama.

Wwma MHOTO penanuja koje caip:ke KBaapaTe n BuXoBe mudpe. YerBoponudpern
6poj 2025 je kBazpaT, a OCTaje KBAAPAT Kajla Ce CBaka merosa muppa moseha 3a
jemurnny, 3136. Taxobhe n mBonudperu 6poj 25 muma ucty ocobuny (36).

Ipememrajyhu mudpe 6poja 65 mobmje ce 56 m 652 — 562 = 332 je jemuma
IBOMU(PEHA Pesanuja OBOT TUIA.

ocroje 83 Gpoja umju KBagparu cagpxke cBUX geBer mudapa (cem myme) Ge3
nomasbama (Ha mpuvep, 118262 = 139854276), a 87 oHUX umjum KBaApaATH Caiapike
cBuX meceT mmpapa Ges momaBbama (Ha mpuMep, 320432 = 1026753849).

ITocroju HEKONUMKO penanuja KOje MOKA3yjy Aa PA3/IuKa JBA KBAAPATA MOKE OMTH
jenmaka Opojy KOju camp:m CBUX AeBeT nudapa yseTux camo jexsoM. Ha mpmmep,
111132 — 2002 = 123458769. Y cTBapm, CBAKE HemapaH Opoj W3HAL jeIWHUIE, I
CBU mapHW OPOjeBM KOjU Cy YMHOWIIOYW YETBOPKE, OCHM CaMe YeTBODKE, MOLY Ce W3-
pas’uTH Kao Pa3iaMKa OBa KBaapara. DpojeBm KOju caap:ke CBUX neBer mmpapa y
pacryhem uianm omamajyhem HEH3y MOTy Ce M3PAa3UTH KAO PA3jiMKA IBa KBaApara. Ha
mpuvep, 123456789 = 181332 — 143302 — 111152 — 2942 (moctoju 6 moryhmocTn);
987654321 = 5700152 — 5691482 = 1911612 — 1885602 (mma 9 moryhmoctu). Wn-
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TepPeCaHTHO je MPUMETUTHU Na MOMTO ce NeBeT nupapa MOoxe mepMmyToBatu Ha 362880
HAYMHA, YeTBPTHHA HOOmjerux Opojesa, 90720, obauka je 4x + 2, Tj. TO cy OpojeBu
koju ce 3apmasajy ca 02, 06, 10, 14, ..., 98 u #uje ux mMoryhe m3pasuru Kao pas-
augy mBa kBagpara. Ca Gpojesuma 1 m 4 mma yrymao 90722 Opoja Koju ce HE MOrY
oBako m3pasutu. llpeocraje 272158 Gpojesa Koju caap:ke CBUX HeBeT nupapa y3eTux
caMO jeTHOM KOjU C€ MOTY M3Pa3UTH KaO Pa3auKa ABAjy KBaIpaTa.

Jenmna 3HavajHA peramuja OpPOW3IA3W W3 YAHEHHINE Oa je INPOU3BOL CyMe MOBa
KBaIPaTa Ca APYIOM CYMOM [ABA KBAAPATa YBEK jeJHAK CYMH NBA KBAIPaTa,

(a® +b?)(c* + d?) = (ac — bd)* + (ad + be)? = (ac + bd)* + (ad — be)?.
3Hayn, ako ce ABa OpOja MOTYy M3pa3WTH KAa0 CyMe IBa KBAIpPaTa, TAAd jeé U BHUXOB
IpOm3BON CyMa nBa EBagpara. Ha mpmmep, 5 = 22 4+ 12w 132 = 32 422, 5.13 =
65 =82+ 12 =72 + 42,

Jenna m3BampenHa YMmBEHHNA O KBALPATHMA je 1A C€ CBAKH IPUPONAH DPOj MOxe
m3pasuTu Kao 30mp He Bmme O YeTwpu kKBaxpara. [lokas oBe Teopeme Huje jemHO-
craBai. Jlao ra je ¢ppanmyckm MaremaTmdyap Jlarpamk mo KoMe je Teopema nobuia
nme.

Moryhe je umatn Tpu memobpojHa KBaApara TAKO Aa Cy HEUXOBE CyMe IO Tapo-
BuMa Takobe kBagparm: x2 + y? = a2, 22 + 22 = b2, y? + 22 = 2. Ha npumep,
442 + 2407 = 2442, 44% + 1172 = 1252 u 240% + 117? = 2672. Tako kyTmja ca
muvensujama 44 x 117 x 240 mma crpame ca memobpojuum mujaronamama. llomohy
pauyHapa y ckopuje Bpeme Habheno je 130 oBakBux Tpojkm!

Ila 6u 36up mBa menoOpojEa kKBampaTa 6mo Taxobe kBazpar memor Gpoja, x? +
y? = 22, Mopajy z, y, z 6utu obinka

r=k(m?=n?), y=k2mn), z=k(m?+n?),
tj. [lmraropuue tpojre Opojesa, Tae Cy m, n U k NPOU3BOJBHO 0JAOPAHU TPUPOIHE
OpojeBu, ¢ THM 13 Cy T W Y y3ajaMHO IPOCTU OpPOjEeBU PA3NAIUTE TAPHOCTH.

ITocroje Takobhe popmyme 3a mobmjame HM30BA TPU WJIM BUIIE HEAUX OpOjeBaA
(z,y,...) 3a koje je 306up kBazpara takohe meo kBampar. Ha mpumep, jemsa ox
dopmyma Koja maje Tpojke (z,y,z) Koje 3am0BObaBajy peranujy v + y2 + 22 = w?
je

r=p>+¢ —1?, y=2pr, z=2qr, w=p* +¢* + 1%,
rIe p, ¢ U T He MOpajy Outm panumonasuu Opojesu. Ha mpumep, 3a p, ¢ u r jennake 2,
3, 4 (ommocuo v/2/2, 3v/2/2, \/2) 3a x,y,z n w nobujy ce —3, 16, 24, 29 (ommocHO
3,2, 6, 7) mTo 3a,10B0/baBA ATy DEIALMU]Y.

Wcrakaumo jenny 3aHEMBIBOCT. 306up ox n+ 1 KBagpaTa y3aCTONHUX IPUPOTHAX
Bpojesa moues ox n(2n + 1) jemmak je 36upy ox n KBajgpaTa y3acTONHAX OpOjeBa
KOju 33 BUMa HemocpemHo cieme. Ha mpmmep, 3a n = 1: 32 4+42 = 52, n = 2:
102 + 112 + 122 = 132 + 142, urn.

ITocroje m ouu ciaydajeBu kan je 30up KBaApaTa y3acTONHWX OpOjeBa OmET KBa-
mpat Hekor b6poja. Eso map mpumepas:

12422 432 + ... 4+ 24% = 4900 = 702,
182 4192 4+ 202 4 - -- + 28% = 5929 = 772,
Hasemmvo u oBaj kypumosmrer: 12345678987654321 = (111111111)2.



