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O KVADRATIMA

Predmet naxeg izlaga�a ne�e biti kvadrat kao jedna savrxena geometrij�
ska figura sa �egovim mnogim lepim geometrijskim osobinama� Umesto toga
posmatra�emo ove pravilnosti sa numeriqke strane� ne povezuju�i ih sa geome�
trijom�

Kvadrati brojeva i �ihove osobine stalna su inspiracija matematiqara da
pokuxavaju da na�u me�u �ima interesantne odnose� relacije i zakonitosti�

Kvadratni broj je jedan od prirodnih brojeva �� �� 	� �
� ��� � � � Nije
texko uoqiti relaciju izme�u uzastopnih qlanova ovoga niza� Vidi se da ako
kvadratu nekog broja x dodamo dvostruki x uve�an za jedinicu� dobija se kvadrat
slede�eg� tj� x� � ��x� �� � �x����� Na primer� �� � � � � � � � 	�� Znaqi� ako
znamo kvadrat nekog broja� lako se dobije kvadrat �emu slede�eg broja�

Prema jednom drugom pravilu� kvadrat broja koji se zavrxava sa � mo
e
se odmah napisati� pomno
i se broj koji qine cifre ispred cifre jedinica sa
�emu slede�im celim brojem i tom proizvodu pripixe ��� Na primer� 
 �� � ���
pa je 
�� � ����� �� � �� � �
�� pa je ���� � �
����

Iz poznate algebarske relacije za kvadrat zbira i razlike

�a� b�� � a� � �ab� b�

imamo poseban sluqaj
�a� ��� � a� � �a� ��

xto se mo
e iskoristiti da se na�e kvadrat broja a � � ako se zna kvadrat
broja a� Na primer� 	�� � 
	�� pa lako dobijemo 	�� � 	�� � � � 	� � � � 

��
ili ��� � 	�� � � � 	� � � � 
����

Malo je te
e za �a���� � a���a��� Na primer� 	�� � 	�����	��� � 
���
ili ��� � 	�� � � � 	� � � � 

	��

Kvadrati brojeva koji se zavrxavaju nulom lako se pamte� a pokazali smo
kako se na lak naqin nalaze kvadrati brojeva koji se zavrxavaju sa � pa se na
ovaj naxin sa malo raquna�a mogu dobiti i kvadrati brojeva koji su od ovih
ma�i ili ve�i za � ili �� Na primer� 

� � �
� � ��� � 
�� � � � 
� � � �
�	��� 
�� � � � �����

Slede�i metod zasniva se na poznatoj algebarskoj relaciji �razlika kva�
drata� �a� b��a� b� � a� � b� iz koje se dobija

a� � �a� b��a� b� � b��
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Znaqi� ako je potrebno na�i a�� treba uzeti b tako da ili a � b ili a � b bude
zgodan broj �na primer� da se zavrxava nulom�� Na primer� �
� � ��
 � 
���
�

�� 
� � �� � ��� � � ����� ��
� � ���
� �
����
� �
�� �
� � ��	 � ���� �	� �
��
	��

Za brojeve u odre�enim granicama mogu biti korix�ene vrlo jednostavne
metode za nala
e�e �ihovih kvadrata� Na primer� za brojeve izme�u �� i 
��
treba ih uporediti sa brojem ��� pa vixak �za ve�e od ���� odnosno ma�ak �za
ma�e od ��� dodati� odnosno oduzeti od broja �� i tome dopisati kvadrat ove
razlike� Na primer� za ���� vixak je �� sa �� daje �	� kvadrat vixka je �
� pa
je ��� � ���	� Ako je kvadrat razlike jednocifren broj treba ga pisati kao
dvocifren sa prefiksom nula� Na primer� ���� razlika do �� je ��� ���� � �
�
pripisati mu kvadrat od � kao dvocifren� tj� �� pa je ��� � �
���

Ovo pravilo proizlazi iz jednakosti

���� x�� � ����� ���x� x� � ���� x� � ��� � x��

Mno
e�e ��� x sa ��� ostav�a mesta jedinica i desetica prazna koja se popu�
�avaju kvadratom razlike do �� pisanim kao dvocifren broj�

Formula se mo
e primeniti i za x ve�e od ��� tada x� ima vixe od dve
cifre i pravilo nije tako jednostavno� Na primer� 	
�� vixak iznad �� je ���
�� � �
 � 
�� �
� � �	� pa je 	
� � 
��� � �	� � 
�	��

Za brojeve izme�u �� i �	 mo
e se primeniti ovo pravilo znaju�i da je
kvadrat broja qetvrtina kvadrata dvostrukog tog broja� Na primer� za ��� na�e
se �	� i podeli sa �� Sliqno za brojeve od �� do 	�� dele se sa � i kvadrat tako
dobijenog broja primenom pravila mno
i se sa �� Na primer� za ���� imamo
��� � �	��� mno
eno sa � daje 
����

Sliqno je i slede�e pravilo koje se mo
e primeniti za sve brojeve� ali je
najpogodnije za brojeve izme�u 	� i ����

����� x�� � ������ ���x� x� � ����� �x� � ���� x� � ����� x� x� � ���� x��

Na primer� za ���� imamo ������� i ��� xto daje ����	� za �
� imamo ����
�

i 
� � �� i 	 daje 	��	� Ima mnogo drugih pravila ove vrste koja se� poxto se
nauqe� brzo i zaborave ako se qesto ne koriste�

Kvadrati celih brojeva uvek se zavrxavaju jednom od cifara �� �� �� �� 
�
i 	� a nikada sa �� �� � ili �� To je potreban� ali ne i dovo�an uslov da bi neki
broj bio kvadratni� jer se broj mo
e zavrxavati nekom od cifara prvog niza
a da nije kvadratni� dok ceo broj ne mo
e biti kvadratni ako se ne zavrxava
jednom od tih cifara�

Interesantno je posmatrati mogu�e dvocifrene zavrxetke kvadratnog bro�
ja� Takvih ima �� i kvadrat ve�i od 	 mo
e se zavrxavati jednim od dvocifrenih
brojeva iz tabele�
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�� �� �� 	� ��

�� �� �� 	� �	

�� �� �� 
	

�� �� �	 ��

�	 
	 	� ��

Ovo sazna�e je vrlo korisno u istra
iva�u izvesnih odnosa brojeva� Ako 
eli�
mo da vidimo da li kvadrat dodat ili oduzet od nekog broja daje kvadrat�
dvocifreni zavrxeci poma
u da se isk�uqe nemogu�i sluqajevi� Na primer�
ako 
elimo na�i x� takav da je ���� � x� tako�e kvadrat� iz tabele vidi�
mo da se x� mo
e zavrxavati samo na ��� ��� �
 ili �� �x� � �
�	 � 		� i
����� �
�	 � ���� � 
����

Kvadrati se� naravno� mogu zavrxavati sa bilo kojim parnim brojem nula�
Me�utim� nijedan kvadrat se ne mo
e zavrxavati sa vixe nego tri qetvorke i

�� � ���� je najma�i kvadrat sa takvim zavrxetkom� Priliqan je interval do
slede�eg takvog broja� �	�� � ��
���� posle ovoga su �
�� � ������ i �	�� �
������� Uopxte� ���x� 
� je broj qiji se kvadrat zavrxava sa tri qetvorke� gde
je x bilo koji ceo broj uk�uquju�i nulu�

Postoji klasa celih brojeva poznata kao automorfni brojevi kod qijih
kvadrata su posled�ih n cifara iste kao kod samog broja� Na primer� za n � ��
svaki broj koji se zavrxava sa � ili 
 ima kvadrat koji se tako�e zavrxava
tim ciframa� za n � �� ako se brojevi zavrxavaju sa �� ili �
� kvadrati im
se zavrxavaju istim ciframa� za n � 
� svaki broj sa zavrxetkom ��
� 
�� ima
i kvadrat koji se zavrxava sa iste tri cifre� Postoje tako�e dva priliqno
trivijalna skupa brojeva koji se zavrxavaju nulama ili nulama iza kojih sledi
zavrxna jedinica� kao xto su ��� ili ����� qije se kvadrati zavrxavaju istim
ciframa�

Ima mnogo relacija koje sadr
e kvadrate i �ihove cifre� Qetvorocifreni
broj ���� je kvadrat� a ostaje kvadrat kada se svaka �egova cifra pove�a za
jedinicu� ���
� Tako�e i dvocifreni broj �� ima istu osobinu ��
��

Premextaju�i cifre broja 
� dobije se �
 i 	�� � �	� � 

� je jedina
dvocifrena relacija ovog tipa�

Postoje �� broja qiji kvadrati sadr
e svih devet cifara �sem nule� bez
ponav�a�a �na primer� ����	� � �
�����
	�� a �� onih qiji kvadrati sadr
e
svih deset cifara bez ponav�a�a �na primer� 
���
� � ���	
�
�����

Postoji nekoliko relacija koje pokazuju da razlika dva kvadrata mo
e biti
jednaka broju koji sadr
i svih devet cifara uzetih samo jednom� Na primer�
����
� � ���� � ��
���
	�� U stvari� svaki neparan broj iznad jedinice� i
svi parni brojevi koji su umnoxci qetvorke� osim same qetvorke� mogu se iz�
raziti kao razlika dva kvadrata� Brojevi koji sadr
e svih devet cifara u
rastu�em ili opadaju�em nizu mogu se izraziti kao razlika dva kvadrata� Na
primer� ��
��	
�� � ���

� � ��

�� � ������ � ���� �postoji 
 mogu�nosti��
��
	��
�� � �
����� � �	����� � ����	�� � ����	�� �ima 	 mogu�nosti�� In�
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teresantno je primetiti da poxto se devet cifara mo
e permutovati na �
����
naqina� qetvrtina dobijenih brojeva� 	����� oblika je �x � �� tj� to su brojevi
koji se zavrxavaju sa ��� �
� ��� ��� � � � � 	� i nije ih mogu�e izraziti kao raz�
liku dva kvadrata� Sa brojevima � i � ima ukupno 	���� broja koji se ne mogu
ovako izraziti� Preostaje ������ brojeva koji sadr
e svih devet cifara uzetih
samo jednom koji se mogu izraziti kao razlika dvaju kvadrata�

Jedna znaqajna relacija proizlazi iz qi�enice da je proizvod sume dva
kvadrata sa drugom sumom dva kvadrata uvek jednak sumi dva kvadrata�

�a� � b���c� � d�� � �ac� bd�� � �ad� bc�� � �ac� bd�� � �ad� bc���

Znaqi� ako se dva broja mogu izraziti kao sume dva kvadrata� tada je i �ihov
proizvod suma dva kvadrata� Na primer� � � �� � �� i �
� � 
� � ��� � � �
 �
	� � �� � �� � 
� � ���

Jedna izvanredna qi�enica o kvadratima je da se svaki prirodan broj mo
e
izraziti kao zbir ne vixe od qetiri kvadrata� Dokaz ove teoreme nije jedno�
stavan� Dao ga je francuski matematiqar Lagran
 po kome je teorema dobila
ime�

Mogu�e je imati tri celobrojna kvadrata tako da su �ihove sume po paro�
vima tako�e kvadrati� x� � y� � a�� x� � z� � b�� y� � z� � c�� Na primer�
��� � ���� � ����� ��� � ��
� � ���� i ���� � ��
� � �	
�� Tako kutija sa
dimenzijama �� � ��
 � ��� ima strane sa celobrojnim dijagonalama� Pomo�u
raqunara u skorije vreme na�eno je ��� ovakvih trojki�

Da bi zbir dva celobrojna kvadrata bio tako�e kvadrat celog broja� x� �
y� � z�� moraju x� y� z biti oblika

x � k�m� � n��� y � k��mn�� z � k�m� � n���

tj� Pitagorine trojke brojeva� gde su m� n i k proizvo�no odabrani prirodni
brojevi� s tim da su x i y uzajamno prosti brojevi razliqite parnosti�

Postoje tako�e formule za dobija�e nizova tri ili vixe celih brojeva
�x� y� � � � � za koje je zbir kvadrata tako�e ceo kvadrat� Na primer� jedna od
formula koja daje trojke �x� y� z� koje zadovo�avaju relaciju x� � y� � z� � w�

je
x � p� � q� � r�� y � �pr� z � �qr� w � p� � q� � r��

gde p� q i r ne moraju biti racionalni brojevi� Na primer� za p� q i r jednake ��
�� � �odnosno

p
���� 


p
����

p
�� za x� y� z i w dobiju se �
� �
� ��� �	 �odnosno

�� �� 
� �� xto zadovo�ava datu relaciju�
Istaknimo jednu zanim�ivost� Zbir od n�� kvadrata uzastopnih prirodnih

brojeva poqev od n��n � �� jednak je zbiru od n kvadrata uzastopnih brojeva
koji za �ima neposredno slede� Na primer� za n � �� 
� � �� � ��� n � ��
��� � ��� � ��� � �
� � ���� itd�

Postoje i oni sluqajevi kad je zbir kvadrata uzastopnih brojeva opet kva�
drat nekog broja� Evo par primera�

�� � �� � 
� � � � �� ��� � ���� � 
���

��� � ��� � ��� � � � �� ��� � ���� � 

��

Navedimo i ovaj kuriozitet� ��
��	
���
	��
�� � �������������


