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TEORIJA LINEARNOG PROGRAMIRA�A

�� Uvod

Mnogi ekonomski problemi mogu se matematiqki izraziti kao problem na�
la�e�a minimuma �ili maksimuma� linearne funkcije

f�x�� x�� � � � � xn� � c�x� � c�x� � � � �� cnxn� �c�� c�� � � � � cn � R�

na skupu rexe�a nekog sistema linearnih nejednaqina i jednaqina�

ai�x� � ai�x� � � � �� ainxn � bi � i � �� �� � � �m����

dj�x� � dj�x� � � � �� djnxn � ej � j � �� �� � � � k����

Ovakav ekstremalni zadatak zove se problem linearnog programira�a�

U sluqaju minimizacije problem linearnog programira�a simboliqki za�
pisujemo kao

�LP� �min� f pri ograniqe�ima ��� � ����

Rexe�a sistema �	�� �
� zovu se dopustiva rexe�a problema� Skup svih dopu�
stivih rexe�a zovemo kratko dopustivi skup�

Funkcija f je funkcija ci�a� �en minimum na dopustivom skupu� zove se
optimalna vrednost problema�

U ovom radu� koriste�i rezultate iz 
	�� obradi�emo osnove teorije dual�
nosti i optimalnosti linearnog programira�a�

�� Teorija dualnosti

Razdvajaju�i nejednaqine od jednaqina i posebno istiqu�i nenegativnost
jednog dela promen�ivih� svaki problem linearnog programira�a mo�e da se
napixe u jednom od matriqnih oblika

�P� min c�x� � c�x�

pri ograniqe�ima

A��x� �A��x� � b�

A��x� �A��x� � b�

x� � �



Teorija linearnog programira�a 	


ili� u sluqaju maksimizacije�

�D� max y�b� � y�b�

pri ograniqe�ima

y�A�� � y�A�� � c�

y�A�� � y�A�� � c�

y� � ��

Za probleme �P � i �Q� ka�emo da su jedan drugome dualni�

Primetimo da svakom ograniqe�u jednog od problema� osim ograniqe�a koje
govore o znaku neke promen�ive� odgovara promen�iva �egovog duala� Pri tom
dualne promen�ive koje odgovaraju nejednaqinama su nenegativne� a one koje od�
govaraju jednaqinama nemaju znakovno ograniqe�e i obratno� Primetite tako�e
razliqito usmere�e nejednakosti za zadatke minimizacije odnosno maksimiza�
cije�

Primer �� Napisati dual problema

min �x� 
y � z

x� �y � z � 


p�o� � x� 
y � 	z � �

x � �

y � �

Dual ima dve promen�ive� a � � koja odgovara prvoj nejednakosti i b koja
odgovara jednakosti� Funkcija ci�a duala je 
a��b �skalarni umno�ak kolone
slobodnih qlanova i kolone dualnih promen�ivih� i treba je maksimizovati
pri ograniqe�ima�

a� b � �

�a� 
b � �


�a� 	b � ��

Ograniqe�a su dobijena skalarnim mno�e�em kolona uz promen�ive x� y i z u
matrici ograniqe�a polaznog problema sa kolonom dualnih promen�ivih i pri
tom su nejednakosti uz promen�ive koje imaju znakovno ograniqe�e� a jednakosti
u suprotnom� Kolonu slobodnih qlanova qine koeficijenti uz x� y i z u funkciji
ci�a� �

Naredne teoreme pokazuju odnose dualnih problema �P � i �Q��

���� Teorema slabe dualnosti� Za bilo koje dopustive taqke �x�� x��
i �y�� y�� problema �P � odnosno �D�� vredi

c�x� � c�x� � y�b� � y�b��



		 �� Dugoxija

Dokaz� Koriste�i dopustivost datih taqaka kao i qi�enicu da je skalarni
proizvod nenegativnih vektora nenegativan� dobijamo nejednakosti

c�x� � c�x� � �y�A�� � y�A���x� � �y�A�� � y�A���x�

� y��A��x� �A��x�� � y��A��x� �A��x��

� y�b� � y�b��

Primetimo da je jednakost funkcija ci�a �P � i �D� u dopustivim taqkama
ekvivalentna skupu uslova�

�y�A�� � y�A�� � c��x� � �

y��A��x� �A��x� � b�� � ��

���� Teorema jake dualnosti� Ako jedan od problema �P � i �D� ima
optimalno rexe�e� onda i drugi ima optimalno rexe�e� Pri tom za pro�
izvo�na �ihova optimalna rexe�a ��x�� �x�� i ��y�� �y�� vredi�

c��x� � c��x� � �y�b� � �y�b�����

��y�A�� � �y�A�� � c���x� � �����

�y��A���x� �A���x� � b�� � ���
�

Dokaz� Pretpostavimo da �P � ima optimalno rexe�e ��x�� �x��� Tada je neje�
dnakost

c�x� � c�x� � c��x� � c��x�

posledica ograniqe�a problema �P �� Na osnovu Farkaxeve leme �vidi 
	��� po�
stoje u � �� v i w � �� takvi da je

c� � uA�� � vA�� � w

c� � aA�� � vA��

ub� � vb� � c��x� � c��x��

Iz ovih uslova sledi da je �u� v� dopustiva taqka problema �D�� Zbog slabe
teoreme dualnosti va�i i nejednakost

ub� � vb� � c��x� � c��x��

pa se ona pretvara u jednakost� Ako je �y�� y�� proizvo�na dopustiva taqka pro�
blema �D�� ponovnim korix�e�em slabe teoreme dualnosti dobijamo

ub� � vb� � c��x� � c��x� � y�b� � y�b��

Dakle� ��y�� �y�� � �u� v� je optimalno rexe�e za �D� i va�i ���� Relacije ���
i �
�� tzv� uslovi komplementarnosti� slede iz primedbe iznete pri dokazu
slabe teoreme dualnosti�



Teorija linearnog programira�a 	�

U sluqaju da �D� ima optimalno rexe�e� tvr�e�e se dokazuje analogno�
Dokaz prepuxtamo qitaocu�

�� Teorija optimalnosti

Koriste�i pojam dualnosti� mogu�e je okarakterisati optimalno rexe�e
problema linearnog programira�a�

���� Neophodni i dovo�ni uslovi optimalnosti� Dopustiva
taqka �p� q� problema �P � je �egovo optimalno rexe�e ako i samo ako po�
stoji taqka �u� v� dopustiva za �D�� takva da su zadovo�eni uslovi komple�
mentarnosti

u�A��p�A��q � b�� � ��	�

�uA�� � vA�� � c��p � �����

Dopustiva taqka �u� v� problema �D� je �egovo optimalno rexe�e� ako i
samo ako postoji taqka �p� q� dopustiva za �P �� takva da su zadovo�eni
uslovi komplementarnosti �	� i ����

Dokaz� Dokaza�emo samo prvi deo teoreme� Neophodni uslovi slede iz jake
teoreme dualnosti� Da su uslovi dovo�ni sledi iz slabe teoreme dualnosti�
jer za proizvo�nu dopustivu taqku �x�� x�� problema �P � va�i

c�x� � c�x� � ub� � vb� � c�p� c�q�

Primer �� Da li je �p� q� r� � ��� �� �� optimalno rexe�e problema �P ��

min ��x� �y � 	z

pri ograniqe�ima

x� �y � 
z � 


	x� �z � ��

x� y� z � � 


Taqka �p� q� r� je dopustiva za �P �� Dualni problem je �D��

min 
u� ��v

pri ograniqe�ima


u� 	v � ��

�u � �

�
u� �v � 	

u� v� � �



	� �� Dugoxija

Pokuxajmo da na�emo dopustivu taqku �u� v� duala koja sa �p� q� r� zadovo�ava
uslove komplementarnosti�

�
p� �q � 
r � 
�u � �

�	p� �r � ���v � �

p�
u� 	v � ��� � �

q��u� �� � �

r��
u� �v� � ��

Prve dve i qetvrta relacija su zadovo�ene� Iz tre�e i pete relacije slede
uslovi


u� 	v � ��

�
u� �v � 	�

Rexe�e ovog sistema u � � i v � ��� jeste taqka dopustiva za �D�� Stoga je
�p� q� r� optimalno rexe�e za �P �� �

Pita�e postoja�a optimalnih rexe�a problema �P � i �D� rexava

���� Teorema egzistencije� Ako problemi �P � i �D� imaju dopustivih
taqaka� onda oba imaju optimalna rexe�a�

Dokaz� Oznaqimo sa X odnosno Y skupove dopustivih taqaka za �P � odnosno
�D�� Zbog slabe teoreme dualnosti� skup fc�x� � c�x� j x � Xg je ograniqen sa
do�e strane �vrednox�u funkcije ci�a problema �D� u �egovoj proizvo�noj
dopustivoj taqki�� te ima konaqan infimum m� Pretpostavimo da se m na skupu
X ne dosti�e� Tada sistem

A��x� �A��x� � b�

A��x� �A��x� � b�

x� � �

�c�x� � c�x� � �m

nema rexe�a� pa� prema teoremi o sistemu koji nema rexe�a �vidi 
	��� postoje
u � �� v� w � �� t � � takvi da je

uA�� � vA�� � w � tc� � �

uA�� � vA�� � tc� � �

ub� � vb� � tm � ��

Ukoliko bi bilo t � �� prema teoremi o sistemu koji nema rexe�a� bilo bi

X � �� xto je isk�uqeno� Otuda je t � �� Ako definixemo y� �
u

t
� y� �

v

t
�

iz dobijenih relacija �deobom sa t� nalazimo da je �y�� y�� dopustiva taqka pro�
blema �D� za koju va�i y�b�� y�b� � m� Kako je� zbog slabe teoreme dualnosti�
m � y�b� � y�b�� dobili bismo kontradikciju m � m� Stoga problem �P � ima
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optimalno rexe�e� Na osnovu jake teoreme dualnosti� onda i �D� ima optimalno
rexe�e�

Primetite da smo� dokazuju�i teoremu egzistencije usput dokazali� da odo�
zdo ograniqena linearna funkcija na nepraznom skupu rexe�a sistema li�
nearnih nejednaqina� dosti�e na �emu svoj minimum�

�� Neke primene

���� Osnovna teorema matriqnih igara fon Nojmana� Neka je A �
�aij� proizvo�na realna matrica formata m� n� Posmatrajmo probleme

maxu

���

p�o�

mX
i��

xi � �� i

mX
i��

xiaij � u� j � �� �� � � � � n� xi � �� i � �� �� � � � �m

odnosno
min v

���

p�o

nX
j��

yj � �� i

nX
j��

aijyj � v� i � �� �� � � � �m� yj � �� j � �� �� � � � � n�

Primetimo da su� saglasno definiciji� problemi �	� i �
� jedan drugom dualni�
Dopustivi skup problema �	� je neprazan kompakt �jedno dopustivo rexe�e qini
x� � �� xi � �� i � �� � � � �m i u jednako najma�em elementu matrice A�� Stoga
�	� ima optimalno rexe�e� Prema jakoj teoremi dualnosti i �egov dual �
� ima
optimalno rexe�e i optimalne vrednosti su im jednake�

Oznaqimo sa w zajedniqku optimalnu vrednost� a sa ��x�w� i ��y� w� optimalna
rexe�a �	� odnosno �
��

Posmatrajmo slede�u konfliktnu situaciju �igru� u kojoj uqestvuju dva
igraqa I i II� Obojici je poznata matrica A� Prvi igraq bira vrstu i matrice
A sa verovatno�om xi� i � �� �� � � � �m� Drugi igraq� ne znaju�i xta je prvi
izabrao� bira kolonu j matrice A sa verovatno�om yj � j � �� �� � � � � n� Posle toga
prvi igraq dobija od drugog igraqa iznos

Pm

i��

Pn

j�� xiaijyj � Ci� prvog igraqa
je da dobije xto vixe� a drugog da taj iznos bude xto ma�i� Iz ograniqe�a
problema �	� i �
� sledi�

Ako prvi igraq bira raspodelu verovatno�e �x� on garantuje dobitak w� bez
obzira na izbor drugog igraqa� Ako drugi igraq bira raspodelu verovatno�a
�y� on garantuje da dobitak prvog ne�e biti ve�i od w� bez obzira xta prvi
igrao� Otuda sledi da su �x i �y najbo�i naqini igra�a igraqa �optimalne
strategije� i da je w rezultat takvog igra�a �vrednost igre��

Dobili smo osnovnu teoremu matriqnih igara�

Teorema fon Nojmana� U svakoj matriqnoj igri� postoje optimalne
strategije za oba igraqa kao i vrednost igre�



	� �� Dugoxija

Da bi se igra rexila� dovo�no je rexiti jedan od polaznih linearnih
problema� Zbog uslova komplementarnosti� va�i� mX

i��

�xiaij � w

�
�yj � �� j � �� �� � � � � n

i � nX
j��

aij �yj � w

�
�xi � �� i � �� �� � � � �m�

Odavde� znaju�i optimalnu strategiju jednog igraqa� mo�emo izraqunati opti�
malnu strategiju drugog igraqa�

Predla�emo qitaocu da kao ve�bu rexi probleme�

�� Rexiti problem �P ��

min �x� � 
x� � �x� � �x� � 
x�

pri ograniqe�ima

x� � x� � �x� � x� � 
x� � 	

�x� � �x� � 
x� � x� � x� � 


x�� x�� x�� x�� x� � ��

rexavaju�i najpre �egov dual grafiqkim putem�

�� U zavisnosti od realnih parametara a�� a�� � � � � an� b�� b�� � � � � bn� rexiti
problem

min a�x� � a�x� � � � �� anxn

pri ograniqe�ima
x� � b�

x� � x� � b�

� � �

x� � x� � � � �� xn � bn

Uputstvo� Rexiti prvo dualni problem�

�� Rexiti matriqnu igru�

� �� 

� � ���
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