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BOPCYRKOBA XUIIOTE3A: MATEMATUWUYEKUN ITPOBJIEM MJIN
3AJATAK HA MATEMATNYERKOJ OJIMMIINJA TN

l'oBopehu o paszmunu u3melhy 3amarTka Ha MATEMATHYKO] OJMMIONjAOH M MAaTEMa-
TUYKOT mpobieMa 4uje ce pjememe MOKe CMaTPATH MAaTeMaTHIKuM OTKpuliem, pycku
Maremarmuap [lemoHe je Kazao ma je pa3imKa y TOMe IITO 33 DjelIaBame OIMMIN]-
CKOT 3aJaTKa Tpeba meT 4acoBa a Ja Ou ce MOCTHUIIO 3HAYAJHO MATeMATHIKN OTKpuhe
norpeduo je 5000 wacosa. Xummoresa

Y d-0uMERZUUORAAROM NPOCMOPY CBAKUL CKYN NOZUMUBHOZ QUJAMEMPA
mooce ce nodujeaumu wa d + 1 ckynosa mamwez dujamempa,

k0jy je 1933. rommue y cBOM pany , Tpum Teopeme O n-TUMEH3MOHATHO] €YKIMIOBO]
chepu”, objaBmenom y gacomnucy Fundamenta Mathematica, popmymnucao mosmcru
maTemarmuap Kapoxa Bopcyk, 65 roguna racuHuje, makme 1998. rommme, Gopmymnuca-
Ha je Kao 3aJaTaK HAa jeJHOM MAaTeMATYKOM TAKMUYEHY. Y TOM TPEHyTKy mpobiem
ragroctu bopcykrose xumoTese Beh je 6mo pujemen. Xumoresdy cy 1993. romumme omo-
Bpruu m3paenckn maremarndapu J. Kax u I'. Kanau. Hapasuo, Tek nociamje BuxoBor
pjemema Bopcykosor mpobiaema, mocTaio je Moryhe ¢opMmyiamcaTu Taj npodiIeM Kao
TAKMUYAPCKH 33JATaK, ajll U TaJa CaMO Ha jeJHOM CIeNH(QUIHOM TAKMHYEHY KAKBO
je Jberwa xoudepennuja Typrupa rpasosa. 3aHEMJUBO je na je Taza, Hakie HA Ta-
KMOYehy YYCHWKA CPeIibUX IMKOJA, PUjelleH n jeqan OPOj OTBOPEHUX NUTAHmA Y BE3d
ca BopcykoBom xumorezom. JlomaTak OBOM pany CaIpPKU KpaTak OMNC OPTaHU3AIUje
Jberme roupepernuje TypHupa rpazoBa u 3amaTak Koju ce oxEocu Ha BopcykoBy
XHUnoTe3sy, y pOpME y KOjoj je OH OMO JAT HA CAMOM TAaKMUUEHy.

1. O pjemaBamy BopcykoBor nposiema

Axo ckyn A C R? koju ce cacToju of Tpu TjeMeHa IPABIIHOL TPOYIIA CTPAHULE
jeaH MOOWjeauMO Ha IBA CKyIa, Tama Oap jemaH of BUX CAAPKHN IBA TjeMEHA TPOY-
ria, ma je amjamerap 6ap jemor o Bux < 1. Cmmano, y mpocropy R mocroju d+ 1
Tavaka TaKBUX Ja Cy CBake NBUje OX HBUX Ha pacTojamy 1. Pemmmo, axo je a = \/5/2,

taga ce tauke a; = (a,0,...,0), as = (0,a,0,...,0), ..., ag = (0,0,...,0,a) =ma-
naze ma pacrojamy 1 jemsa ox unpyre. Hexka je ag = (z,z,...,2) € RY, rgje je =
BIIO Koje pjememe KBaapaTHe jemgaunie nw’ —2ax +a® —1 = 0. Tana je pacTojame
TauKe ap OO CBaKe OJ Ta4aka aj,..., a4 jefHaro 1, ma je ckym A = {ag,...,aq} C R

IPABUIHA je IMHAYHA CHMIIIEKC Y R?. Axo 0Baj CKyI IOAMjeIuMO HA d AjeroBa, Tazga
hie Dap jemam om BEUX caapKATH OBA TjeMEHA CHMILIEKCA; QUjaMeTap TOT Aujena he
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ourn jemmak 1. lakme, Opoj mjesmoBa Mamer AMjaMeTpa HA KOje Ce MOKEe IIOIMjeInTH
CBAKH CKYI y R? Huje Mamu ox d + 1.

ITornemajmo ma wemy je moriao 6utu 3acHOBAHO BOPCYKOBO yBjepeme 0 TAaYHOCTH
XUIOTe3e U KAKO Cy W3MJIENAJM MOKYIIAjH Aa Ce OHA JTOKAKe.

TeEOPEMA 1. Bopcykosa zunomesa je mauna 36 d = 2.

OBaj pemaTmBHO jeHOCTABHE 3akbydak Oumo je mosuar Bopcyky. Ilopen rora,
Bopcyk je 320 ma ce cpepa y R? momxe mogujenntn Ha d 4+ 1 CKymoBa Mamer muja-
Merpa.

Joxas. Ha mouerky mokasa momcjerumo ga je amjamerap ckyma A C R? cympe-
MyM pacTOjaHaja Tadaka TOT CKyIa:

diam A :=sup{ |z -yl : z,y € A }.

Heka je M C R? ckyn mujamerpa D > 0. KoHCTpyHImEMO XOPH30HTAIHY IpaBy
l; TakBy na W3HAXL e HeMa Tadaka ckyma M (B. ciamky 1), m oa m3HAX CBake XO-
pHU30HTANHe mpaBe [ KOja JekH HCIHO[ mpase [, mocToju O6ap jenma Tauka ckyma M.
Wcnox mpase (1, ma pacrojawy D, ROECTpynmuMmo npasy [ mapasenery ca ;. Tako
je ckyn M cmjemren y tpaky P; mupure D. KoncTpyummumo jom nBumje TakBe Tpake
mox yraom ox 60° ca tpakom P;. Ha taj maumm ckyom M ce cumjemra y mecToyrao
S ca cTpaEHMmaMa 4mje Cy Iy:KUHE pemoMm a,b,a,b,a,b. IIpermocrasumo ma je a < b.
Cumerpase cTpasuna gyxkuHe b Cjeky ce y jeJHOj TAYKN — IEHTPY TOT MEeCTOYINa.
O=me mujene mecToyrao Ha TpU qujena AMjaMeTpa Mamer omx D. m

Cu. 1 Cu. 2

HAMOMEHA. Ila je y modyeTky mpaBa [; KOHCTPYHCAHA TAKO Oa Ca X-OCOM 3a-
xBara yrao « # 0, raga OmcMo noOWIm APy mECTOyrao, ca yraoBuma ox 120° u
CTPAHULAMA, (¢, Doy Qoyy Do, Gy b Pasmmka f(a) = by — a, je Hempekngaa QyHKOUjA
yraa «, npu demy je f(180°) = —f(0). Camjemu ma mocTOju yrao iy Takas 1a je
f(ap) = 0. 3a Takas yrao nobuja ce IPaBUIHA METOYraO KOju Caapku Ckym M.

Crpamnme Tor mecroyria, osmaumvo ra ca ABCPQR, jemnaxe cy Dv/3/3 (s.
cauky 2). U3 genrpa O TOr mecToyria KOHCTPYUMUMO HOpMade Ha crpanune AB, C'P
1 QR. Oune mujere mectoyrao ABC PQR ua Tpu mujesna, CBAKM OX BUX je AHjaMeTpa
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D+/3/2 (8. cimky 2), ma je n ckyn M TmOamjemen Ha TPU IWjera, a AMjaMeTap CBAKOT
on Bux je < Dv/3/2. Iakme,

ceary pasancky ckyn dujamempa D momxce ce nodujeaumu wa mpu Ou-

jeaa dujamempa < Dv/3/2.

3aHIMJBUBO je Ia ce TOPHma OmjeHa He Moke mobosmaru. Hamme, axo je M kpyr
nujamerpa D moxmjesen Ha Tpum mujena, taza je (B. [8]) mujamerap Gap jemmor ox
BIX > D\/§/2.

Axo ca 0p = 0x(n) o3EAUMMO HajMamm pearnn 6poj 3a koju ce ckymr M C RF
mrjamerpa D MOke IMOAUjenuTH Ha 7 OjeoBa amjamerpa < DOy, Tama ce mpeTxonHu
3aKJby9IaK MOKE 3AIUCATH Y ODJIHUKY

IpU 9eMy Ce TODHe jeHAKOCTH TOCTIKY Ha Kpyry. Y [8], y3 3amatke 101-104, moxe
ce Halin HU3 3aHUMIBMBAX KOMEHTApa M MATabha O CBOjcTBUMa Opojesa O (n), 01 Kojux
Cy HEKa I NaHAC OTBODEHA.

3a dpopmynanujy caweneher pesyarara norpedHO je yBECTH HEKOIUKO HOBHUX IOj-
MOBA.

IIpBo, mamomermymo 1a fiemo 3a Bexrope = = (z',...,2¢) e R¥my = (y',...,y%)
€ R? cranaprm mpomssox z'y' + 22y + - - - + xy? ozmauasaru ca (z,y).

Axo je Bextop ¢ € R? pasmuunr ox myne a o peamsn 6poj, Taga ce 3a CKyI

{zeR: {c,x) =a}
Kaxe 1a je zuneppasan y npocmopy RY. Cuemmjarmo, axo je zo € RY, Taga je
H={zeR: (c,x —x) =0}

TUNEPPABAN, KOJG NPOAG3Y KPOZ Mavky To. Tama ce 3a cKymose

H ={zeR*:(c,x —20) <0} u H ' ={zecR*:(c,x —x0) >0}
Kake 1a Cy (3ameopenu) noaynpocmopu xoje odpehyje zuneppasarn H.

Axo je r > 0, Taga ckyn

{z=(a"2% ... 2%): (@' =2} + -+ (2% —2d)® <P}

masmBaMo xyzaa (aonma) y RY ca uenmpom y mavxu xo u noaynpewnuxom r.

Taura zo € R? je zpanuvna mawka ckyna A axo cBaka Kyria Ca HEHTPOM ¥
TAYKH (g AMa HEeIpa3aH mpecjek u ca CKymoM A # ca HeroBuM KOMIIEMEeHTOM.

Ako je H C R? xumeppasar koja caipxum 6ap jeAHy IPAHEUHY TaduKy CKyIa
A C Rd7 trakBa ga A C HT mmm A C H—, tama ce xaxe ma je H zunepasan

ocaonya ckyna A.
ITocebro uctuuemo ciwenehy medpuamnyjy.
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30 A C R% ce kamce da je enamiu ckyn ako 30 c6aKy epAHUNHY TNAYKY To
ckyna A nocmoju mauno jeona runeppasan 0caonya ckyna A xoja cadpacu may-
KY Zg.

TeoPEMA. (I'. XANBUTEP) Bopcykosa Tunomesa je mawha 30 C8AKY 2AGMKL
xoneexchu cxyn V oy RY.

Xampurep je oBaj pesyarar mokazao 1946. roguue, kopmhemem Bopceyk-Y mamose
TeopeMe 0 HeIPEKUIHUM (yHKIUjaMa ¥ aHTHIOIHNM Taukama cpepe (B. [1]). Mu hemo
M3I0KUTH TOKa3 Xaasurepose Teopeme 3a d = 3 koju npumaga bpasky 'punbaymy.

Lloxaz Xadeuzepose meopeme 3a d = 3.
IIpso ommmumo jemay mogjeny (3aTBOpene) Jo-
nre U d4umju je npevHur jemHak mujamerpy D
ckyma V Ha deTHpm nujena Mamer qujaMe-
Tpa. Y JONTYy YIHIIUMO NPABUJIHU TETPAEIAP
PQRS ca uentpom y taukm O. Tazma yrio-
Bu OQRS,OPRS,0OPQS,OPQR (8. ciuky 3),
O] KOjEMa, Ce M3 IEHTPA BUIE CTPAHE TeTPaeapa
Iujene JNOUNTY Ha detupu aujena. O3HAIUMO Te
nmjenose ca Up,Us,Us u Uy. llomTo HUjeman ox
THUX IjeJOBa HE CANPKU MUjaMeTPAJHO CYIpPOTHE
tagke jgonte U, TO je mujamMerap CBAKOT OJ BUX

Cr 3 Mamu ox D.
Huje Temgo mpemu3no m3padyHATH Ha je AXjaMeTap CBAKOT OX HUX jeTHAK

3 3
+T‘/_.D

~ 0.888D.

IIpermocTaBumo ma je V' C R® ruatko tmjeno mujamerpa D. Ilocmarpajmo
IpeciInKaBame Koje CBAKoj TPAHNYHOj Taukn A ckyma V OpuApy:xkyje TpaHudYHy TadKy
A" = u(A) noure U, TakBy na je paBaH OCJIOHNA CKyma V mapaJjelneHa ca TaHT€HTHOM
pasam Ha U y Taugm u; mpu Tome ce Tauka A’ Ompa tako ma V m U mexe ca mcre
crpane nomenytux papau. Ckyn V mommjenmmo Ha wetumpu ckyma Vi, Vo, Vi, Vi, Tako
Ia Tadka v npunaga ckymy V; ako taura A’ = u(A) mpumana ckyny U;. Hokamumo
Ia je omjaMeTap CBAKOT OX IjesoBa V; MamuU OX IWjaMeTpa ckyma V.

Ilonyctumo na je 3a mexo j € {1,2,3,4} mumjamerap cryma V; jemmax D. Heka
cy A u B ppuje rparmmuse tauke ckyma Vj, rakse ma je |[AB| = D. Kpos A u B
nocraBuMo gBuje paBHu HOpMaaHe Ha AB. Ilomro cy oHe mapaiense u yxajbeHe
jemam om mpyre 3a D, to ckyn V nexm m3mely mux. 360r Tora ¢y TO paBHE OCJIOHIA
ckyma V. To 3Haum ma cy \uMa IapajelHe TAaHTeHTHe paBHE Ha jounty U y Taukama
u(A) u u(B) mujamerpaano cynporre. Camjenn xa je pacrojame Tadaka u(A) u u(B)
jemmako D, nako oBe Tauke IpHUIajajy HEKOM OJ CKymnoBa U, Umju je AujaMeTap Mamn
on D.

Heka je cama C ymyrpamma Tadka ckyma V. Yumjy cux ayxu C'X, rgje X
mpunana V; osmaummo ca ca W;, 1 < j < 4. Jacso je ma je mmjameTap ckyma W
mamu of D. YEuja xomyca csux W; je ckyn V, ma omm 4mmEe mofjery ckyma V Ha 4
Injena OmjaMeTpa Mamer on D.
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Tume je morazano ma je tBpheme Tauno 3a d = 3. Iloka3 3a mPOCTOp IUMEH-
3mje d > 3 m3Boxu ce HA camvaH HaymH. Y moury U C R? yIHCYyje ce IpaBUIaH
d-MIMEH3MOHAJIHN CUMIIEKC S, Ca MEHTPOM KOju ce mOkmama ca meaTpom somrte O.
Yrnosu mox kojuma ce m3 tauke O Bume d — 1 MUMEH3MOHAJHE CTPAHE CHUMILIEKCA,
nmujene moury Ha Uy, ..., U4, Ugq1. Hujemam ox oBux njemoBa He CAXpKH Tadke Koje
Cy IjaMeTpajJHO CYIPOTHE, Ha je AujaMeTap CBAKOT Of mux Mamu oxm D. Y cipe-
nehoj eranu nokas3a KOHCTPYWINY Ce XMIEPPABHE OCJIOHNA y IPAHAIHUM TadkamMa A
ckyma V u BEMa mapajenHe TaHTeHTHe xunmeppasEm y Taukama A’ = u(A) ckyma
U. HocraBmwajyhim A € V; aro u camo axo u(A) € Uj, j =1,2,...,d + 1, nobujamo
nojjeny ckyma V Ha ckymose V; mmjamerpa Mamer ox D. m

ITocimeEnIA 1. Lopcykosa zunomesa je mawka 3G C8AKO UERMPAANOCUME-
MPUYHO Mujeno.

Zoxas. CBako MEHTPATHOCUMETPAYHO TUJEIO V JIEKH Y JIONTH UCTOT IUjaMETPa,
na TBpheme ciamjenu HAa OCHOBY KOHCTDYKIWje W3 HOKa3a HPETXOLHe Teopeme. M
SagnMpuB je n cihenehu pesynrar o bopcykoBoj xumoresm.

TEOPEMA 3. Axo je Dopcykosa runomess mauHa 36 84K KOHBEKCHU CKYN
y R mada Jje OHa MaYHG 3¢ CEAKU CKYN Y RY.

Zloxasz. llpernocraBumo ma je bopcykoBa xmmoTe3a TadHa 3a CBAKH KOHBEKCHU
ckyn A C R?. Heka cxkyn M C R¢ Huje kouBekcaH. Jlokazahemo ma Tana KOHBEKCHU
omorau ckyna M (T0 je HAjMABU KOHBEKCAH CKYI KOju caapxku ckyn M, ozmaqummo
ra ca conv(M)) uma meru numjamerap kao u ckym M. Y nporuseHoM Ou mocrojaie
nmeuje tauke A, B € conv M, takBe ma je pacrojame mehy muma Behe on mmjamerpa
ckyma M. Komcrpymmumo nsuje xumeppaBHEH HOpMaJHe HA ny:xk AB Ha pacTojamy
koje Huje Behe ox mumjamerpa ckyma M, TakBe ma ckym X KOJju C€ CACTOjU OX TaYaKa
koje ce Hasnaze u3mely re mBuje xuneppasuu (yrmy4yjyliu u Taduke TUX XUnEppABHE),
caapxu M. Ckyn X je xomBekcam, ma caap:xku ckyn conv M. Chamjenn na qujamerap
oBor ckyma mmje Behm on mmjamerpa ckyma M, ma mm mujamerap ckyma conv M me
moxke Outu Behm ox mujamerpa ckyma M. Opmasme masme caumjenun TBpheme Teopeme:
IOBOJHHO je MoKa3aTw na je bopcykroBa XMIOTe3a TadHA 3a KOHBEKCHE CKYIOBE. M

DBes moka3a, y3 camMo HEKOJIMKO HAIIOMEHA, HABONUMO Cihenelly Teopemy.

TEOPEMA 4. Bopcyxosa zunomesa je maywna 30 d = 3.

X. Earacron 1955. romuue, b. ['puabaym u A. Xenem 1957. ronure, nakie Buiie
0[] ABANECET FOAWHA MONITO je XMIOTe3a (OPMYyITHCAHA, JOKA3AIM Cy HEeHy TAYHOCT 33
d =3 (8. [8]). Hcro tBpheme 3a xomaune ckymose y R* nmoxazamm cy 1956. rommme
mabhapcru maremarnyapu A. Xemem u II. Pesec (s. [8]).

2. Kourpanpumjepu 3a BopcykoBy xumoresy

[IpBu xouTpampuMjep 3a BopcykoBy xumoTe3y KOHCTpymcanu Cy, kako je Beh
pedero, J. Kam u I'. Kamau. Ilpenusno, axo ce ca f(d) osHa4n HAjMamU TpUPOIHN
6poj Takas ma ce csaxu ckynr M C R® mome pasGuru ma f(d) mjemosa, omma cy
Kam n Kaman moxasamn ga 3a 10BOBEO Bemmko d Bamm mejemmaroct f(d) > (1.1)Ve.

Opmasze camjenn ma je 3a moBowbHO Benuko d, f(d) > d+ 1. Hbuxosa kKoHCTpYRUHAja je
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caujenuina meke uneje Boarjanckor, Epnema u Jlapmara u ocnamana ce Ha y KOMOU-
Haropunu 100po nosmary reopemy Ppenrmaa-Buicoma (8. [7]). Uspaeackm marema-
ruyap A. Hunu je Hamao jemay mpocTujy KOHCTPYKIM]y KOHTpaIpuUMjepa U T0Ka3ao
ma je bopcykosa xumoresa HeTauHa y npoctopy mumensuje d = 946. Moxuduryjyhu
Hunujes mokas, pycku maremaruuap A. Pajropoackm m memauknm maTematundap bep-
myad Bajmcbax cy mokazamm na je Ta xmmoresa Herauna 3a d = 561. Ospgje hewmo,
caujenehn [1], u3noxurn jenny koMOUHALA]Y OBHX KOHCTPYKIH]A.

[Ipuje mero mro npelemo ma camy komcTpykumjy, HamomenumMo na hemo ca |S|
o3mavasaTu Opoj exemernara ckyma S. Muage, kourpanpumMjep he 6utu moaCKyn CKyma
K = {—1,1}? tjemena komre y d-mmvensmorainom mpoctopy. Bpoj d he, mapasmo,
outn HakHAIHO mpemusuno oxpeben. C o03umpom ma TBphema Teopema 1 m 2, om he
Ooutu Behu ox Tpu. Y KOHCTPYERIEUju KOjy hemo mpeserruparu, 6poj d he 6utu obruka
(2p — 1)(4p — 3), raje je p Hekn mpupogan 6poj.

JIEMA 1. Hexa je p nenapan npocm 6poj, n = 4p — 2. Axo je

Q= {x = (xlv"' 7xn) € {_171}n T = lvﬂ?:lxi = 1}
v Q' C Q buso xoju nodckyn ckyna Q y Kome we nocmoje 084 8ekMOPa T U
y maxea da je |(z,y)| = 2, mada cxyn Q uma mauno 2" 2 eexmopa a 3a 6poj

aexmopa cxyna Q' eaxncu ouyjena:
p—2
Q"< X Cy.
1=0

Joxasz. Tipsn muo Tphema (ma ckym Q mma 272 Tagaka) CKOPO je OYMTIeTaH.
IIpso, n-Topru obmuka {x = (1,22, -+ ,x,) € {—1,1}"} uma Koauro U Bapujanuja
ca IOHaBJBamEM 1 — 1-Be kimace ckyna —1, 1, a taj 6poj je jemmax 2"~ 1. Kaxo je n—1
mapax Opoj, TO ce cBaka Bapujamumja ca mapHEM OpojeM mojaBiuBama Opoja —I1,
IPOCTOM TPOMjEHOM 3HAKA MPEBOIM Y BapUjalHjy Ca HEIAPHUM OpOjeM IOjaBbUBAKA
—1; makme yEymam 0poj emeMeHaTa CEyma  jemEak je 277 2.

Hoxka3s apyror amjena TBphema ademe 1 M3BOAUMO y HEKOIMKO €TAIA.

(a) Horaxumo ma axo eexmopu z,y € Q' sadosomasajy ycaos (v,y) = £2

(mod p), mada je x = y.

[Ipernocrasumo ma je x # y. Tanma, 360r z,y € {—1,1}*7~2 yaumajyhn y 063up
I Cy IpBe KOOpAWHATEe BEKTOpa ¥ W ¥ jenmake 1, mmamo ma je —(4dp —4) < {x,y) <
4p — 4. Bekropu x u y umajy mapas Opoj KOOpAUHATA KOje cy jemHake —1, ma je Opoj
KOODJAUHATA HA KOJUMa Ce OBa JBA BEKTODA PA3NUKY]y, O3HAYUMO ra ca m, Takohe
napan. Cumjenn ma je

(Vz,y € Q) (z,y) =4p—2—-2m =2 (mod 4).

Axko je (z,y) =2 (mod p), Taza je (8. uperxony jemgaxocr) (x,y) — 2 0QHOCHO
(z,y)+ 2 njemuso ca verupu u ca p, na je obauka 4p- k. To 3mauwm ma x u y we Mory
OUTE pa3IWINTH BEKTOPH CEyma Q.

(6) 3a cako y € Q' mocMaTpajMo MOMMEOM F,, OI 1 IPOMjEHBUBHX, T1, ..., Tx,
Ie(UHEICAH (OPMYIOM

Fy(x) =Fy(x1,...,2,) = Hf;&’i¢27i¢p72((y,x> —1)
=y, 2)({y, ) = D({y,2) = 3) -+ ({y,2) — (p = 3)){y,2) = (p— 1))

Crener oBor moamaOMa je p — 2.
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Ilokaxumo ma sa v =y 6poj F,(z) nuje djenus ca p. 3aucra, razma je
(y,#) = (z,2) =n= -2 (mod p),

na HEjejaH ox pakropa (y,x) — i y nedpumunumju nonusoma Fy(x) Huje njemus ca p.
Cuujenun na su Fy(x) Huje njessus ca p.

Hera cy @ n y pazaumuntn Bekropu u3 Q'. Tana je (8. (a)) (y,x) # £2 (mod p),

ma je
(y,z) =4 (mod p) s3amexo i€ {0,1,3,...,p—3,p—1}.
Omasme camjemu na je, 3a x,y € Q',x #y bpoj F,(x) djenus ca p.

Iame npummjernmo ga 36or « € {—1,1}", camjenu ma ce, y pa3Bojy MOIMHOMA
F,(z), 7 cBaku myT Moske 3amujerntn ca 1. Taxo ce 100Hja HOBH HOJIMHOM CTEmeHa <
p—2. Iberosu cabupuu cy obauka x, - - - &4, , LAje CY %1, ..., Y IADOBUMA PA3IHIUTH
nagexcu u3 ckyna {1,...,n}. Osgauumo rtaj nonurom ca Gy ().

(8) IIpermocraBumo ma je ZyEQ, ayGy(r) = 0, mpu 4eMy cy o PANUOHAIHE
KOe(QUIOUjeHTH KOjU HEjecy CBHU jemHaku Hyaum. MOke ce OpeTmoCTaBUTH Aa Cy CBH
KOeUIIjeHTHn oy, mujenn OpojeBn u Ja Hujecy cBU gjesusu ca p. Mebhyrmm, Taza 3a
cBako y € Q', mocrasmajyhm x = y, nobujamo ma je

ayGy(y) + ; asz(y) =0,
2y

omakxe, ¢ 063upom Ha (6), camjemu ma je ayGy(y) mjemsuso ca p. Karko Gy(y) Huje
JjesbuBO ca P, TO je oy, Ajesuso ca p. To je cyIPOTHO ca IPETHOCTABKOM, NITO 3HAYH
Ia je cxyn noaunoma {Gy :y € Q'} auneapro nezasuCaH HaO NOLEM PAUUOHAA-
Huz bpojesa, OmHOCHO Ja Mmehy noaunomuma Gy He NOCMOJU AUKHEAPHAG 8€34 Ca
PAYUOHAANUM KOEPUUUJERMUMA.

(r) Jacmo je ma 6poj ememerara ckyma Q' muje Behim ox Gpoja mommuoma Gy
CTelmeHa p — 2 04 N IPOMjEeHBUBHUX, ¥ KOjEMa Cy IPOMjeH/puBe cTemena He Beher ox 1.
Monmueomu G, cy NHHEPAHO HE3aBUCHU, I UX He MOxe OHTM BHIIE HETO ITO HMA
NONMHOMA OONHMKA X4, -« Xk, TAJE CY i1,...,4; € {1,...,n} y mapoBuMa pas3induTu
mrekcn. Opaxsux mommaoma mva 1 +n+ C2 + -+ 0272 maje Q| < P2 CL.
Tume je mema mora3aHa. W

JIEMA 2. Hexa je R = {zal : 2 € Q} C R" x R" v R' C R nodckyn
ckyna R xoju ce cacmoju 00 mampuya, creahenus xao eexmopa y R™ maxeus
0a y memy we mocmoje 08G 8exmMopa “wuju je crasapru npoussod < 4. Tada je
IR < T G

Zoxas. Ilpmvmujerumo nma ckym R dmae Merpuume pema n X n. Kako je mpsa
KOMIIOHeHTa CBAKOT T € () jemmaka 1, TO je mpBa KOJOHA MaTpume rr’ jemHaka x.
Ilakre, 3a pasmmaure * € () nobujajy ce pasmranre marpune M (z) = zol € R™ x
R". To smaun na je R ckym koju ce cactoju oxn (8. Jlemy 1) |Q| = 2"~? rpagpatanx
MaTpuna pena n 1 pasra 1.

T

2
Arko ce Marpuna xz’ cxBaru kao Bekrop u3 R™ | ca koopmumarama x;x;, Tana

je

(M(x), M(y)) =

n
1=

Z viw;(yiy;) = (é:l xzyz) = (JZ::I l“j?lj) = (z,9)*.

1j5=1
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Kako je (z,y) =2 (mod 4) 3a cBako x,y € @, T0 je
(Va,y € Q) (M(z), M(y)) > 4.
Osa BpujegnoCT je HajMama ako je (x,y) = £2, mTo 3uaum xa je (B. demy 1)

p—2
R=1Q1< X C,. =

=0

3a cBakm Bekrop ¥ € (Q mMarpuma M (r) = xz! mpmapymmsamm cMo BekTOp M3
R"™ wmje cy xoopammate exeventn matpume M (r). Ckym cBEX TakBuX BekTOpa (Kama
2 € @) o3mauunn cMo ca R. Ca S 03HAYMMO CKyN BEKTODA 4Uje Cy KOMIOHEHTE U3HAT
riaasHe gumjaromaie marpune ! . Tana axu caemehe TBpheme.

JleMA 3. Hera je S = {(za”);»; : zz’ € R} C RY, 2dje je d = C? =
(2p — 1)(4p — 3). Tada je |S| = 2" 2 a makcumaaro pacmojame mehy maukama
ckyna S docmuxce ce na eexkmopuma T,y € Q 3a xoje je (x,y) = £2. IHoped moza,
axo je S' C S cxyn wuju je dujamemap manu 00 dujamempa cxyna S, mada je

! r=2 7
1S'I < 22 G
=0

Joxas. Heka je U(z) € {—1,1}% cEyn cBUX MOAIMjaTOHATHEX eTeMEHATa Ma-
tpune M (z). Homro je M(x) cuMeTpuuHa MATPUNA Ca €IeMEHTHMA HA IUjarOHAIM
koju cy jemaaxu 1, To u3 M(x) # M(y) cuujenu U(z) # U(y). Opasne camjenn na
je |S| = |R| = 2" 2. Hame je

4 < (M (z), M(y)) = 2(U(x),U(y)) +n,
na je (U(z),U(y)) > —% + 1, opm weMy ce jeDHAKOCT DOCTHAE aKO M CaMO aKO Cy
BeKTODH 2,y € @ TakBu ma je |(z,y)| = 2. Homro je ||U(z)|| = [UW)|| = /C2,
3a Ouio KOja nBa Bekropa T,y € (), To je pacrojame usmeby U(z) u U(y) majselie
kaga je |(z,y)| = 2. Omasne camjenn na DOACKYN CKyma S 4uju je oujamMeTap Marbu

P

. —2 ;
ox mmjamerpa ckyma S He MOxe mvarm Bume of Q'] < Y0 C) enevenara. m

JIEMA 4. Axo je p npocm bpoj eehu 002, n = 4p—2,d = C2 = (2p—1)(4p—3)
u
Q={z=(r1, - ,xn)e{-1,1}" 10y =111 2, =1},
mada ceaxo pasbujame cxyna S = { (zzl)is; 12 € Q} C R na cxynose mamez
oujamempa cadpacy suuLe 00
2n72

ST o i

djenoea.
Loxas. N3 onjera

n\" n\"»
n!'>e (—) u nl<en (—)
e e

P2 p _  (4p)! e(dp)(4p/e)*® _ 4p* (256\°
2 On <P =P < PelpJeyeBplel e (27) |

mobujamo:
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Opnasme camjenu ma je

2n=2 2t S gtp-2_° 27 P> e (27\"
S0 v G, w2 \36) TP \16)

Cana ce Moske pOpMyJIHCATH B DOKA3aTH TeOpeMa O HeTayHOocTH Bopcykose xu-
morese.

TEOPEMA 1. Y npocmopy R36! NOCMOJU CKYN KOJU CE HE MOACE NOOUJEAUNU
na 862 ckyna mamez dujamempa.

Lloxasz, Ilpumumjenumo nemy 4, moctassmajyhm p = 11. Tama je n = 42, d =
21 - 41 = 861, ma y mpocropy R®**! mocroju S C {—1,1}¢ unje cBako pasbujame ma
CKYIIOBe MAamer IujaMeTpa CAAPKU BUIIE 01

240

9 i
20 Clo
njenosa. Kaxo je Z?:o Ciy = 597121227 u 2*° = 1099511627776, To cBako pa3bm-
jame ckyma S Ha CKyDOBe MAmer MujaMeTpa MOpPa CaAPKATH BHUIIE O

1099511627776 : 597121227 > 1840

AjesoBa. W

ITocmEIUIA 2. Bopcyxosa runomesa wuje mawna 3a 861 < d < 1840.

Zoxas. Axro je d mpomsBosman nujenn 0poj sehu ox 861 a mamu ox 1840, Tanxa
ce ceyn S C R®?! u3 mperxonme reopeme mome mocmarparm kao ckyn y RY. Cpaxa
momjesa CKyma S Ha CKyHOBa Mamer amjamerpa canp:kn sume ox 1840 > d+1 ckymosa,
ma je S xoHTpampmMjep 3a BOpCyKOBY XumoTe3y y CBaKOM mpPOCTOPY AUMEH3Hje d,
861 < d<1840. m

Ha ocroBy pasmarpama IPOBEIEHUX y NOKA3UMa OPETXOIHUX JeMa, u3Bemhemo
um noka3 ciweneher tBphema.

TEOPEMA 2. 3a najmanu npupodnu 6poj f(d) sa xoju ce ceaxu ckyn y R?
moace pasbumu wa f(d) djenosa, samcu nejednarocm:

fd) > (1.2)V7,
na 3a dogowno seauko d Dopcyxosa runomesa Huje mavuna.
Joxaz. Hera jep >3 ud= (2p—1)(4p—3). Tana je 5p® < d < 8p?, omrOCHO

\/d/5 > p > /d/8. Opasne, na ocHoBy seme 4, ciujenu a 3a JOBOJBHO BEIHKO d
BAKIL:

Vd e Vi
- = (1.6875V1/® _°(1.68750-353555 1.2)Ve,
13d \ 16 > 154 ( ) > 34 | )T >12)

13d
3a 10B0sbHO Benuko d (KOHKpPeTHO, 3a cBako d > 41 x 41 = 1681) Baxu:

e \/m e
> 15 (%)
(1.2)V9>d+1,

na je, 3a takse d, f(d) > d+ 1.
To 3maun ma Bopcykosa xumoTesa Huje Tavna 3a d > 1681. m
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OpmaBme um w3 mociexune teopeme 1, raje je moraszamo na BOpCcykoBa XumoTesa
muje TavyHa 3a 861 < d < 1840, camjenu na Baxku TBpDheme:

ITocmEnUIA 3. Bopcykosa runomesa wuje maywha wu 3a jedno d > 861.

HAMOMEHA 1. Ako ce mokyma Ja ce KOHTpaIpuMjep KOHCTpYyHIIe T0CTaBbajyhn
p =7, Taga ce mobuja n = 26,d =299 u

5
>y = 83682.
i=0
Uctospemero je 22% = 16777216 n
16777216
>0 Cle
To 3maun ga csaka moxjerna ckyma S C R?% ma ckymose Mamer amjamerpa mva Bmmre
ox 200 ckynosa. lakme, HeMaMo KOHTpampuMjep 3a BopCcykOBY Xxumore3y y mpocTopy
R*?. To mapasuo He 3Hau; na je BopcykoBa xmmoresa Tauna 3a d = 299, 9ak HE
Ia ckyn S HEUje KOHTpampuMjep 3a BbYy. JeouHO ce MOMKe M3BECTH 3aK/by9aK A HAIIA
pasMaTrpama HEjecy Jala OIrOBOpD Ha NHTame O Ta4HOCTH DopcykoBe xmmorese y
R2%9.

HATOMEHA 2. Y nocamzammuM pa3MaTpamUMa KOHTPAIPHUMjep je TpakeH y
IpOCTOpUMA YHja je NUMeH3Hja padyHara no ¢opmynn d = (2p — 1)(4p — 3), rgje je
p mpoct 6poj. Mebyrum, cimyra paszmarpama ce MOI'Yy OPOBECTH M 3a HEKe APyre
Bpujequoctu p. Pemumo, ako je p = 9, tama je n = 34, d = 17 - 33 = 561. Ucmo-
CTaBJba Ce Ja, TaJa, Y3 BPIO MaJe U3MjeHe, TOKa3m aeMma 1, 2, 3 u 4 ocTajy HA CHA3H.
[loroBEMO mpeTXOmHE KOHCTPYKIHje, Y3 oAroBapajyhe Momupuranmje.

< 201.

TEOPEMA 3. Y npocmopy R NOCMOJU CKYN KOJU CE HE MOACE NOOUJEAUNU
na 562 ckyna mamez oujamempa.

Lloxaz. Cryn
Q={r=(x1, - ,xn) €E{-1,1}** 0y = 1,113, =1}
mva tawno 232 Tawaka. Axo cy # = (x1,...,234) @y = (y1,...,y34) BeKTOPE U3 Q,

TaJa Ce OHW MOTY Pa3JINKOBATH HA MIAPHOM OPOjy MjecTa, ma MOryhe BpUje qHOCTH CKa-
JTapHOT mpou3BoZa (x,y) mpumanajy ckymy {+2,+6,+10,+14, £18, £22, +26, +30,
34}, upu gyemy je (z,y) = 34 ako um camo ako je T = y.

IMocmaTpajmo mpousBosbEE HOACKYID (' ckyma () y KOMe He HOCTOje ABa BEKTOpPa
x u y TakBa 1a je [{(x,y)| = 2. Onumjerumo 6poj Bekropa y Q. Y TOM mumby 3a CBaKoO

y € Q' mocmaTpajMo MONTUHOM OX 34 TPOMjEHIBUBE, T1, . . . , T34, AePUHEACAH GOPMYIOM
1 .
Fy(x) = Fy(xlv s ,I34) = §H18:07i;é2,i:,é7(<y7 x) - 7’)

= (g, ) — ({y,z) = 3) - ({y, x) — 6)({y,x) — 8).

Crener nonuroma Fy jepmax je 7.
Ilokaxumo ma 30 y = x 6poj Fy(x) nuje djenus ca 3. 3auncta, taza je (y, ) =
34, n

F,(x)=(34-33-31-30-29-28-26)/9 =34-11-31-10-29- 28 - 26,

ITO HUje NjeJBUBO Ca 3.
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Hexa je y # x, raje (v,y € Q'). Taza je
(y, ) € {£6,+10, £14, +18, £22, +26, +30}.
Osmauumo (y,x) ca s. Tazga je
F(s)=s(s—1)(s—3)(s—4)(s —5)(s —6)(s —8)/9.

IIposjepom cBux Moryhrocru mokasahemo ma je 6poj Fy(x) xjemus ca 3.

Axo je 6poj s € {£6,+18 +30}, rana je 6poj s(s — 3)(s — 6) gjemus ca 27, na
je Fy(z) mjemwus ca 3.

Axko je s € {10,—14,22} raga (s —1)(s —4) € {9-6,15-18,21-18}, a cBaru of,
oBa Tpu Opoja je mjemus ca 27, ma je 6poj F,(v) mjemus ca 3.

Y cmyuajy xama je s € {—10,14,26}, Tama (s—5)(s—8) € {9-6,15-18,21-18}.

Ha kpajy, axo je s = —22, Tama je s — 5 = —27 a ako je s = —26, Taza je
s—1=-=27.

To smaum gma je 3a csako s € {£6,+10,+14 +18,+22 +26,+30} upoussox
s(s —=1)(s —3)(s —4)(s — 5)(s — 6)(s — 8) mjeswus ca 27, a Fy(x) njemus ca 3.

Ako ce y passojy mommmoma Fy(x) csakm myr x? sammjern ca 1, a x1 ca 1,
nobulie ce HOBU mOMMHOM, 03HAYUMO ra ca Gy(x), y KoMe ce y cabupuuma o6auka
Tiy Tiy -+ - T4, MOJABIBYjJY CaMO ODPOMjeHJBUBE Tg,- - - ,T34 U TO HA IPBOM CTEIEHY.

Omer pasMaTpajMo jeRHaxocT ) o oy Gy(z) = 0, mpu gemy cy @, panuoHaIHN
KOe(UIOUjeHTN KOjU HUjecy CBU jequakum Hyaum. Moke ce OIPeTHIOCTAaBATH Aa CY CBU
kKoepunujeHTH nujenu OpojeBm W KA HEjecy cBH gjesmBu ca 3. Mebyrtum, tama 3a
cBako y € Q', mocrasmajyhm x = y, nobujamo ma je

ayGy(y) + Zasz(y) =0
22y

omakie camjemu ma je o, Gy (y) mjemuso ca 3. Karko G (y) Huje ojemuBo ca 3, TO je
nmjessuBo ca 3. To je cympoTHO ca DPETHOCTABKOM, IITO 3HAYM A je CKYN NOAUNOMG
{Gy : y € Q'} auneapro neza8ucan Had NOLEM PAYUOHAARUT OPOje8a, ONHOCHO
Ja mely BUMa He NOCMOju AUHEAPHG €30 CO PAYUOHAAHUM KOePuyujenmuma.
[TomTo cy omm nmEEapHO He3aBUCHU, Opoj mommroMa G, He Moxe O6uTn Behn ox 6poja
MOHOMa, O0MmKa, T, +++ T, , 2 < i1 < - < 34aosux je 1 +33+C% + -+ Chy =
5663890.

Bpoj enemenara crkynma Q' me Moxke Outm Behnm ox osor Gpoja. Hakme, |Q'| <
5663890.

Hasme, 3a cBako * € () Ipow3Box rx” 3amumuMo y o0auky Marpune pena 34 x 34.
Enemenre usnan riasee nujaromane re Marpune (mux uma 17-33 = 561), sanumumo
ka0 jemam BekrTop. Tako noOmjenu BekTop O3HAUMMO ca U(x) a CKym CBUX TAKBUX
BekTopa (kaza x € Q) osmaummo ca S. Tama ce 3a pasmmuure x € @ mobujajy
Pa3IMYATH BEKTODH CKyTa S (pasmmkyje ce 6ap mpsa kosoma mMarpume wx’ ). Camjemn
na je |S| = |Q] = 2°2,

Ouumjerumo pacrtojama Tadaka Ckyma S. ¥ TOM IUBY M3PAYYHAJMO CKAJAPHU
npoussox (U(x),U(y)). Aro ca M(x) 03HAUNMO BEKTOD 4ije Cy KOMIOHEHTE eleMeH-
T MaTpmme wx!, Koja je CUMeTpHUYHA I HA 4UMjoj AMjarOHAJIH CTOje jeAUMHHMIE, TalJa

T
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Taj BekTOp mMa n? = 34% koopamEaTa, ma je

(M(z), M(y)) = (U(x),U(y)) + (U(z),U(y)) + 34 =2(U(2),U(y)) + 34 =
= (é §4xlx](y1y])(:ilx1yl)(éx]y]) = (x,y)? € {4,36,100,196, 222 262, 30%}.

Osaj npoussox je Hajmamu (jemmak je 4) axo je (x,y) = £2. Csu BekTopu ckyma S
uMmajy ucTy myxumy (Koja je jemmaka v/561). Cumjenn na je

U(z) = U(y)P* = U(2)]* = 2(U(2),U(y)) + U (y)*.
Cnmjenn nma ce nmjamerap ckyma S HOCTIRe ako u caMmo ako (x,y) € {—2,2}; raga

je
2(U(2),U(y)) = (z,y)* — 34 = =30

(diam §)% = 2- 561 + 30 = 24V/2.
Ako je S’ momckyn ckyma S umjum je mmjamerap Mamu O AMjaMeTpa CKyma S, Tama OH
He Moke caapxartm map sekropa (U(z),U(y)) 3a koje je (x,y) € {—2,2}. To 3maum
na je
|S"] < |Q'| < 5663890.
Axo je ckyn S moamjesseH Ha CKYyIOBe Mamer AujaMeTpa, TaJa TUX CKYIOBa MOpDa
Ourw BUmeE OX

232 S 42946967296
IS 5663890
Opmasne camjenn na je Bpheme TeopeMe TadHO. W

> 758 > 562.

ITocmEUUA 4. Bopcykosa zunomesa wuje mauna wu 36 jedwo d eehe 00 560
u mame 00 758.

Jloras. Axo je 560 < d < 757, m S C R®®! ckyn u3 mokasa mperxonme Teopeme,
Taga ce Moxke cmMarparm ga je S C RY. Cuujenw (B. DOKA3 mpeTxonHe TeopeMe) na
CBaKa MOMjesIa OBOT CKyIla HA CKYMOBE MAamer AujaMeTpa CaIApP:kd Bume o (o8 > d+1
AjesoBa. W

IIpuponno je mokymaTu ca KOHCTPYKIHjOM KOHTpampuMjepa 3a BOpCykKOBY Xxu-
noresy, nocrasmajyhu p =8, n =30 u d = 435.

Tapnga 6u ce mocMaTpameM ITOITHOMA,

1 ,
Fy(z) = ﬁnie{071,374,577}(<x7y> —i), x,y€Q
7 yTBphUBameM HErose jesbuBOCTH €A 2 MOTJe TOOUTH OIjeHe

|S'| = 621616, |S|= 2?8 = 268435456.

To 3maum ma ako ce CKym S MONWjenu HA CKYIOBE MAmer AMjaMeTpa, OHIA je HUX
BUIIE OI
268435456 : 621616 > 431.

OBa omjera je maxo crafumja ox morpebme 3a komTpampumjep y R*3%: rpebamo je
ymjecto 431 moGurn 436. MelyTmy, maa pasiora xa ce Bjepyje ma y R**® Bopcykosa
XUImoTe3a HUje TadHa.
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[TomTo je BopcykoBa xumoTe3a OMOBPTHYTa, MTOCTABUIO C€ HOBO MUTAme: 32 KOje
d je oHa TavHa a 3a Koje Huje. I[OHOBMMO, M3 IPETXOMHUX U3JIArama CIHjequ na je
Bopcykosa xumoresa tauna 3a d < 3, IOK je y mocsemunaMa 3 u 4 MOKA3aHO Ha OHA
muje tavna 3a 561 < d < 757 murum 3a d > 860. Tako je 0CTAIO OTBOPEHO MUTAHE:
nma au je Bopcyrosa xmmoresa tauma 3a 4 < d < 560 u 3a 758 < d < 860.

[Turame tauroctu Bopcykose xunorese 3a d > 561 pujemeno je y asrycry 1998.
ronuee, oxMax mocnuje X jpeTme KoH(epernuje TypHUpa rpagosa.

Ilocauje Te xondpepenmuje, Ivurpuj ['ypesuu, yuenuk u3 Ten Asusa u Aunex-
caggap ['ajpymun, yuenur u3 sJKyroBcka, mobumu cy oaroBop Ha TUTAKE O TAYHOCTH
Bopcyrkose xunorese y mpocropuma mumensuje d, 757 < d < 860; 3a Takse d OHE Cy
KOHCTPYUCAJIN KOHTpampumjepe 3a BopcykoBy xumoresy. HbmxoBa komcTpykmumja ce
Gasupa ma jgBa momohua TBphema.

JIEMA 5. Hexa y npasoyzsom mpoyeay ABC za zunomenysy AB (|AB| = D)
u xameme AC u BC (|AC| = r,|BC| = R) eancu nejednaxocm r < R, uau wmo
je uemo, 2r2 < D?. Hexa je mauxa T xameme BC maxea da je |TA| = |TB| = p.
Taoa je 2p* < D?.

Zoxasz. Tepheme mneme caumjemm muperTHO U3 camgaoctu Tpoyriosa ABC u
TBS, (8. cnury 4) raje je S cpegumre nyxu AB. m

Cu. 4 Cu. 5

JIEMA 6. Hexa je M C RF cxyn dujamempa D xoju sexcu na (k — 1)-
Jumenzuonaanoj chepu padujyca v, npu wemy je r> < D?/2. Axo ce cxyn M mne
moace nodujeaumu na k+1 crynosa mamez dujamempa, mada sa cearo d > k y R?
nocmoju ckyn koju ce ne moace nodujeaumu wa d+1 cxynoea mamez dujamempa.

Zoxaz. Hera je ¥; C R* cpepa pamujyca r = ry u M = M; C ¥; ckyn
mujamerpa D koju ce He Moxke mogujenuTw Ha k + 1 ckymoBa Mamer amjaMeTpa.
Ipyrum pujeuauma, M, je xourpampumjep 3a BopcykoBy xmmoTesy y R" KOJU JIEKHI
Ha cdepu X1, mpu wemy je 2r7 < D?. (B. camky 5).

Ipernocrasumo ga je C1(0,...,0) menrap cdepe ¥; u A mpom3BosHA Tadka
ckyma M;. Tama je pacrojame tauke N(0,0,...,0,4/D? —1?) € R**! on cBaxe
Tauke cepe X, Ia JaKIe U OX CBake Tauke ckyma M, jemnaro D. mjamerap ckyma
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My =M U{N} C RMF! je rakobe jemmax D. Cryn My mexu Ha k- IUMEH3MOHAIHO]
chepr o C R¥! amju je menrtap rauxa Cs koja je jemnmako ymamena ox ragara N
u A. Tpoyrao NC1 A (B. ciuky 5) je mpaBoyriu, na 3a HOLYLIPEYHHK s cdepe Lo
mpeMa TPeTXOJHO] JeMH, BakH Hejeanakoct: rs < D?/2.

IIpu moxjenw cxyma Mo HA CKyIOBe Mamer AujaMeTpa, jemaH MU0 ce MOpa CacTo-
jarm camo ox Tauke N, a ocranux mjenosa (koju cy mjemosu M) Mopa Gutu Bume 01
k+1. Caujenu na ce ckyn Mo He MO:ke noqujenutu HA k+2 mjenoBa qujaMeTpa Mamer
on D. To 3maun ma je M, xorrpanpumjep 3a Bopeykosy xmmoresy y RFTL. IIpema
IPUHOUIY MATEMATHYKe MHAYKIUje, IOCTOju KOHTpanpuMjep 3a BopcykoBy xumoresy
y mpocropy R%. m

TEOPEMA 4. Axo je d > 561, mada Bopcyxosa zunomesa nuje mauna y RY.

Jloxaz, Crym S KOju je KOHCTPpYHCAH y AOKa3y TeopeMe 2 je KOHTpampuMmjep
sa Bopcykosy xmmotesy y mpoctopy R%®'. Kawo je S C {—1,1}°%!, 10 crym S
JeXRN Ha CepU MOIYIPEYHHKA T = V561, Iujamerap ckyma S je D = 24v/2, na je
r? =561 = 17-33 < 18-32 = D?/2. Ilakne, 3a cBako d > 561 y mpocTopy R¢
mocToju KOHTpampumjep 3a bopcykoBy xumoresy. m
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JOOATARK

BopcykoBa xumnore3a Ha JbeTH:0j KOH(PEePeHIMjU TypHUpPA IpangoBa
O mermum kKoHpepeHnujama TypHupa rpagoBa

Jberwe roudepennuje Typuupa rpamosa cy cycperu nodjenauka Mehyrapomaor
maremarmukor Typampa rpagoBa. Ha muma ce pjemaBajy CIOXKeHH, CAIDHAJHHI U
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3aHUMJBPUBU MATEMATUIKA 3a0aIH, KOjU, TOHEKA T, CaIP:Ke OTBOPEHA MATEeMATUIKA TU-
Tama.

Ydenunuma ce gaje HEKOIHMKO ciaoxenux (mpenusHo, 6) 3agartaka, koje fiemo y
OBM TekCcTy 3BaTu mpobuemuma. CBaku on BUX Ce cacroju ox Hekoaumko (10-20)
3amaTaka (IUTamba) KOju NPUNAAAjy jeAHO] TeMu U 00jequmEyjy Ce OKO jeUHCTBEHOT
Mu/ba. 3aXTjeBH M DUTaka KOja Ce MOCTaBhajy y THM 33JAlMUMa CYy CJIOKEHH, a Ha
HeKa O BHUX IPeIaravyy 3aJaTaka He 3HAjy yHALPHjem OArOBODE.

Pjemasame mocraBmenunx npobiemMa 3aXTHjeBa HOCTA BPEMEHA W AOCTA, MHTEIEK-
TyaJHAX HAMOpA. 300r TOra JseTHE KOH(PEpPEHNUje MMajy NPUINYHO CI0O0IHY Opra-
Euzanuony ¢opmy. Ome Tpajy merommko masa. OmMax mo JHOTACKY HA OJMMIIN]A Iy
yuerunu nobujy popMyrnanmje npodiema, a 3aTUM Ce, IPBOT 3BAHUIHOT NAHA TAKMIL-
Yema, OPrain3yje bUX0Ba Ipe3eHTanuja. Ayropu nojeauanx npobieMa KOMeHaTapH-
Iy yCIOBE y 3aJalUMa, & TH KOMEHTAPH YeCTO HPEPACTy Yy 3aHIMJBUBA MATEMATHIKA
npenaBama. [locamje mpesenTanuje, y4eHUIMMa Ce CaBjeTyje na m3adepy mo jeman of
npobiaema koje he pjemasaru, jep ce CBaKM yYECHUK OIjemyje M0 npodieMy Ha KOjeMm
nocturse HajOomu pesyarar. U mopen Tora, HEKH yYEeHWIW He jKeje WM He MOUYy Ia
ce 3ayCTaBe U KOHIEHTPHIIY HA caMO jexaH mpobieM, ma paje BUIIE HUX.

[Ipobaemu mpumangajy, yriaBEOM, Pa3HEM ODIACTMMA MATEMATHKE, TEME KOJUMA
ce GaBe cy pas3imumTe, TAKO Ja CBAKO MOkKe MPABUTH M300OD mpeMa CBOjUM MaTeMa-
TUYKUM CKIOHOCTHMA. [l03BOJBEHO je cacBuMm ciobOnHO 00jemmmaBame y rpyle ma
7 pe3yiaraTu MOry OWTH WHEIMBHAyAJHE U KoJekTuBHH. (CBe Te OKONHOCTH CMAmby]jy
HAOETOCT HA TaKMHUYEHY; yueHHnu ce He Hamvehy mehycobro, seh ce ycpencpebyjy
Ha mpobiaeme.

[Ipsa murama (3amamu) cy, ONET IO NPABHUIY, PEIATUBHO IPOCTH; TOMONY BUX
yueHur ce yBomu y temy u mpobiaem. sKupm ompebyje mBa poka 3a mperiex 3azna-
Taka, HAKO Ce 33 Janu MOLY NAaBATH KUPUjy W IO Penocieny pjemasama oxpelhenmx
ouTama. Y OPBOM (MHUILY IPenajy ce CBU IO Tand PUjElleHH 3aMalH, jep ce MOCImje
IpOBjepe HEK: OX HUX, TO Cy Hajuemhe OHE OMPOCTUjH, PA3jaCHE Y MOTIYHOCTH W PA
Ha BUMa ce Ipeknga. PjemaBame OCTAIuX 3aJaTaka ce Ipoaykasa. Ha kpajy, supu
riaela KOMIJETHEe MaTepujale, onjemyje 3aJaTke U Ha O(QUIUjeIHOM 3aTBapamy KOH-
Qepernuje ponjesyje mumiaome. Y mBuMa HemMa nmobjenHuka, IPBUX U IPYIHX MjecTa,
Beh ce ommcyje 3a KakaB MaTeMaTHYKU Pe3yiTar ce ydueHuk Harpabyje.

Opn mocebuor 3madaja 3a Jberme koudepermuje Typaupa rpamoBa je murame
mpumpeMe 3aJaTaka W HAYMH m300pa ydecHWKAa TakMuuema. llpobieme mpumpemajy
BHCOKOKBAIN(UKOBAHN cIenujaauctu. llpumpeme Tpajy mo Hekoaumko Mjecenu. [Ipax-
THYHO, OMAX IO 3aBPLIETKY jeJHEe NOYHBY IPUIPEMe 33 IPYLY KOH(epeHnujy.

Yuecuunu Jberme koH(epennuje Oupajy ce Ha OCHOBY pe3yiarara Ha TypHEDY
rpamoBa. TypHup rpanosa je MeljyHApOIHO MATEMATHYKO TAKMUYEHE YUECHUKA, KOje
ce Opramm3yje y mpero CTOTHHY rpajnoBa cBujera. OHO ce oprammsyje y InBa KOIa, —
jeceme u mpossehno. Y cBAKOM OX OBHX KOJIa MOCTOjA MPUNPEMHO M OCHOBHO TAKMU-
Yeme., Y YeCHHNU Ce Omjemyjy mo HajOoJseM pe3yaraTy KOju IMOCTHTHY Ha HEKOM O
0Ba YETHPH TaKMHUYEHma. IIpm ToMe ce HA CBAKOM OJ THX TaKMYema ONjemyje Haj-
00Jpu pe3ysaTaT Ha TPU 33TATKA, MAKO C€ HA CBAKOM TAKMWUYEHY Haje BUIIE O TPU
3amaTtka. To omer omoryhasa ma yuenummu Ompajy 3aJaTke KOjI OALOBAPAjy HUXO-
BOM MATEMATUIKOM YKYCy. 3aHHMJBUBO je Ha Ce MOPeI OHUX KOju MOCTUTHY HAjOOJBe
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pesyarare Ha T[ypHEHPY IpajloBa, HAa JbeTHY KOH()EDEHNWjy HO3uBajy u H00jeIHmnn
JIPYTHX DPECTIKHUX MaTeMarHdkux oxuMmnujaza. CBe 0BO 3HA4YM Ja HA KOH(EpeHIH-
jI CKOPO HeMa y4YeCHHKa KOju Cy TaMoO momau ciaydajeo. Hamporus, Behm mumo mux
ce Beh ompexnmjenmo 3a MaTeMaTuky kao mpodecujy. Mormo 6u ce pehn ma cy oum
CKOPO CIpEMHN I3 3al0YHy HAay4YHA HCTpakuBama. Ibux mpobmeMu koju ce majy Ha
JbeTHUM KOH(EpeHIIjaMa He MOT'Yy OCTABUTH DABHOLYIIHAM.

Ha jemnoj TaxkBoj KOH(epeHnuju, AeceToj IO peny, Koja je ogpxana y Xam0Oypry,
aBrycra 1998. rommne, pyckm marematudap M. JI. T'epsep je mpemmoxuo Lopcykos
npobieM Kao TakKMHYAPCKA 33naTak. lIpodiem je mpumpemuo y3 momMoh pyckmx ma-
rematudapa A. Ja. Kamen-Bjemosa, M. 1. Mankura u M. Jy. Ilanosa.

Hajemo popmynanujy Tor npobirema, y pOpMU y K0jOj je OH HOCTABJbEH yUECHH-
muMa X JeTmhe KoH(epunuje TypHEpa rpajosa.

O pa3dujamy CKyla Ha OjejioBe Maimher aujaMerpa:
TeopeMe M KOHTpampuMmjepu

Iowmo ce ynoswame ca dsuje cepuje NPunpemnur v 08uje cepuje 0CHOBHUT
3adamaka u3 KomburamopHe zeomempuje u meopuje zpagosa, ynosxalieme dpa-
MAMUYHY UCTMOPUJY jedre Tunomese, xoja je dopmyaucana npuje 65 eoduna, y3
donyncke ycaose 00Ka3aHa wempoecemur-nedecmurs 200una a onospewyma 1993.
e0dune. Oomar usza ochosrur 3adamara buhie popmyasucarn HU3 MEWKUT NUMARA,
NG KOjE 002080DU HUJECY TOZHAMU.

3a cBe CKymOBe O KOjUMa Ce Jajhe FOBOPU MPETIHOCTABI/bA C€ HA CY 02DANRUYEHU.

Hujamerap ckyna M je majuamu 6poj D, KOju uMa CBOJCTBO ma 3a ceake dsuje
mauke uz M pacmojame mehy numa wuje eefie 00 D.

ITocebuo, 3a ckynose M KOju ce CACTOju O KOHAYHO MHOTO Tadaka, AXjaMeTap
je majeehe 00 pacmojamwa naposa mavaxa cryna M.

ITPUNIPEMHU 3A0ALU (IIPBA CEPUJA)

1. Jlogaskure ma ce CBAKU CKYI y DPABHHU MOKE€ IOIMjENUTH HA TPU CKYIa MAmer
AujaMeTpa.

2. (a) HaBegure mpumjep ckyma y paBHE KOju HHje MOryhe moaujenuTu Ha IBa
CKyIla Mamer TujaMeTpa.

(6) HaBegure npumjep ckyna y TpOAMMEH3MOHAIHOM IPOCTOPY KOju Huje Morylie
HOJWjeIUTH Ha TPHU CKyIla Mamer IujaMeTpa.

3. Iokaxure ma: (a) kpyr auje morylie nomujenutu Ha 2 nujena Mamer aujame-
pa;

(6**) rpoaumen3umoHanHy moury Huje Morylie moaujenutu Ha 3 gUjeNa Mamber
AujaMeTpa.

(8) Mlogujemnre TPOAUMEH3MOHAJHY JONTY HA 4 Nujena Mamer AujaMerpa.

BopcykoBa xumore3a u HeKe TeopeMe O MO Ijeiin

Y 1993. rogueu mo3HaTH NOBCKU MaTeMaTudap Kapoa Bopcyk je maperao xumo-
Te3y:
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CBaku OrpaHWYeH CKyI y TPOAMMEH3MOHAJIOM IPOCTODPY MOMKe Ce MONHjeNuTH
HAa 9eTHpHU [ujesia Mamer mujamerpa. V yommre, CBaKM OrpAHUYEH CKyn y d-
MUMEH3MOHAJIOM MPOCTOPY MOKE ce momujenuTn Ha d + 1 mjemoBa Mamer aujaMerpa
(HeOmxOHE YMIHEHUIE O BUIIEUMEH3NOHAIHUM HpOCTOpuMa Oulie kacHuje mare).

Pjememe 3amarka 1 morBphyje bopcykoBy xumoresy 3a d = 2.

X. Erucron 1955. romuse u B. I'punbaym u A. Xemem 1957. mokasanu cy xu-
more3y 3a d = 3. A jom pammje BopcyroBa xumoresa je Omma nokazaHa 3a CBe
HeHTPAJHOCUMETDHYHE CKYIOBe W cBa riarka tujena. (I'. Xaxgsurep, 1946 r.) [1].

OCHOBHU 3AJALU ([IPBA CEPUJA)

4. JlokaxmuTe Ia Ce CBAKW NEHTPAJHOCHMETPHYHU CKYI Y TPOIUMEH3MOHAIHOM
IPOCTOPY MOke MOAWjeIUTH Ha 4 nujena Mamer AMjaMeTpa.

5. Iloraxkure ma je BOpCyKOBY XmmoTe3y TOBOJHO IPOBjEPUTH 32 KOHBEKCHE
CKyLOBe (TO jecT 3a CKyIOBe KOJH 3ajelHO Ca CBAKHM LHAPOM Tadaka CAIpKe LUjery
Ly# C KPajeBUMa y THM Ta4KaMa).

JESUHUINIA. Kpo3 cBaky rpaHWYHy TAYKy KOHBEKCHOT CKyma V y TPOIUMEH-
3MOHAJHOM IPOCTOPY MOKE C€ KOHCTPYHUCATH 6ap jedna pasar 0caonua (Tj. TakBa
paBas na V' uexu ca jenme mene crpage). Kpo3 tjeMe KOHBEKCHOT moumenpa (HampuM-
jep, Kpo3 Tjeme KOuUkKe) Iposa3u DeCKOHAYHO MHOI'O DABHE OCJHOHNA. KOHBEKCHE CKyn
(unu KOHBEKCHO THjeno) V HA3UBA Ce 244MKUM AKO KPO3 CBAKY BErOBY IDAHUYHY
TAYKy MPOJA3U MAYHO jeONG PABAH OCIOHIA.

6**. IlokaxuTe Ia CBAKO IIATKO KOHBEKCHO THjeJO Y TPOAMMEH3MOHATIHOM IPO-
CTOpPY MOke OUTH mMOAUjesseHo Ha 4 nujesa Mamer AujaMeTpa.

Kourpanpumjepu 3a BopcykoBy xumoresy

Y 1993. roguuu mecuio ce meouekmBano: . Kam m ['. Kamaw cy roucrpyucamn
kouTpanpmujep 3a BopcykoBy xumoresy 3a d = 1325 u 3a cse d > 2014. ¥ [3] u
[4] xorcTpyucanu cy HOBu KOHTpanpumjepu 3a d = 946 u d = 561. Y namem Teckry
opeiaKy ce 3aJand KOju BOme Ka MOAW(UEKANUjaMa THX KOHTpampuMmjepa. Ram u
Kanaum cy xomcTpymcanm mpuMjepe 3a cBe mumensmje obmumka d = C’fp, raje je p

npoct 6poj; cmenmjanmo, 3a p = 11 nobuja ce d = 946 = C3,.
MuoroauMeH3MOHAIHA KOLKA

YBeIuMO IPAaBOYTaOHW CHCTEM KOODAMHATA T1,T2 Y PABHA B X1,T3,T3 Y TPO-
IuMe3snoHanHoOM mpocrtopy. 4 raure (1,1), (1,-1), (—=1,1) u (=1,—1) y pasHunu cy
TjeMeHa KBaJApaTa, 8 radaka (ry,Ts2,T3) Y TPOAUMEH3MOHAIHOM LPOCTOPY, TAje je
CBakKa OJ KOODIUHATA T; jeiHaka 1 mmm —1, cy TjeMeHa Kouke.

Anasnorso, 16 ragaka (1, %2, Ts,T4), TAje je CBaKa OJ KOODJUHATA T; jeJHAKA
1 mam —1, cy tjeMena wemeopodumensuonaske kouke; 32 tadure (T, T2, T3, Tq,Ts),
rje je cBaka O KOOPAWHATA T; jedHaka 1 mmm —1, cy TjeMera nemoodumen3uoraiHe
KOIKe UTH.

3a n-IMMEH3MOHAIHY KOLKY (33 CKYI Tagaka (T1,T2,...,T,), |¢j| < 1)) ropu-
cruhiemo osmary [—1,1]™.
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Pacrojame r = |xz'| uamely ragaka

(1) r=(z1,%2,...,T,) u = =(z), x5, ...,2,)

Je(puEUIIEe ce (POPMYIOM
(2) r? = (1 —@))” 4 (22 — 2)? + -+ (2, — 2

Cjemnausmu koopauaarau mogerax 0 = (0,0,...,0) ¢ taukom & = (X1, T2, . .., Ty ),
nobmjamo BexTop 0x; cramapEm mpomssof BexTopa 0x m 0z’ je 6poj

! ! ! !
(3) xx' =z + Tox, + -+ TpT,

3an=2mun=3T0 cy U3BOpHE (POPMyJIa 33 PACTOjame U 3a CKAJIAPHU MPOU3BOL Y
PaBHI U y TPOJUMEH3UOHAJIHOM IPOCTODPY.

I[IPUNIPEMHU 3A0AUU (APYTA CEPUJA)

7. Hexka cy (1) tjemena n-numensuonanne xouge [—1,1]™: cBaka ox KOOpauHaTa
Z; M CBaKa O KOODIMHATA x; jemmaka 1 mmm —1, 5 =1,2,...n.

(a) Hera je x; = ' 3a s BpmjenrocTH mEZEKCA j W T; # ¥ 3a t BpHjeaHROCTH
uHmekca j, s+t = n. Yeumy je jenmak raja kBagpaT pacrojama (2) usmeby rauaka
(1)?

(6) Konmuko mma pasnuuurux y maposuma pacrojama umdMmeDy Tjemena kouke
[-1,1]"? Kommko TjemeHa J€XM Ha CBAKOM OJf THX PACTOjama O ZATOT TjeMeHA?

YIYTCTBO

3a KBaJpaT MOCTOje OBA PA3NMYATA HAapa HEHYJITHX PACTOjama: MAYKHHA CTPAHEe
U Oy;xRuHA OUjaroHate; ako ce (urcupa tjeme (1,1) ¥Bampara, OHIA Ce, y MOTIELY
pacTojama O TOT TjeMeHa, CBA UYeTHUPHU TjeMeHa KBaApaTa AWjele Ha TPU IPyIe:

4=1+2+1

(y upBoj rpymu — camo tjeme (1,1), y apyroj — tjemena (1,—1) u (—1,1), y Tpehoj
- (=1,-1)). 3a TpoauMen3uoHAJHY KOUKY oaroBapajyha monjemxa mma 00muk
8=1+3+3+1.
Mponysute 16 =2, 32 =7, 64 =7, 128 =7, 256 =7, 512 =7, 1024 =7, ... 2" =7
(8) Yemy je jenmar mmjamerap kouke [—1,1]"7
8. Kakse BpujemmocT y3mma ckamapHH mpousBox (3), ako cy (1) Tjemena n-
IuMeH3uoHaaHe Kouke [—1,1]"7

JEMHULMIA. 3a Bekrope Ox m 0z’ Ka®e ce ma Cy 0pmozoNaAHU, AKO je BIXOB
CKaJiapHu npou3Bon jenHak 0.

9. 3a koje n Mely BexTOopmMa koju cmajajy mertap O xomke [—1,1]" ca menmMm
TjeMeHHMa IOCTOje OHE KOju cy opToroHasuun?! PurcmpajMo TjeMe & KOIKe; 32 KOIUKO
cy tjemena z’ Bexropu 0z’ m 0x oproromammm?

N neja koHTpanpumjepa

Kouctpyucahemo nsa xomauma ckyma X m Y (X he Ouru monckym tjemena mn-
IUMEH3MOHAJHE KOIke, Y — MOACKYN TjeMeHa d-muMeH3moHanHe komge: X C [—1,1]™,
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Y C[-1,1]¢, d = C;ZL+1)7 koja he ce cacrojaTm ox jemmOr Te mCTOT OpOja Tadaka:
| X[ =Y|=N.

Meby ckynosuma X u Y Ouhe ycmocraBibeHa y3ajaMHO je[HO3HAYHA KOPECIOH-
IEHINja

(4) ve—y, il —y,

TaKBa Oa MAKCUMAAHO YOameHuM jedno] 00 0pyze maukama y,y' omrosapajy op-
mozonaanu sexkmopu Ox, 0x', 1j, ako je D mmjamerap Y, tama he BaxnTn

(5) (z,2") =0« |y,y'| = D.

3artum ce Y rparchopmume y epad I': Tjemera y,y’ ce cmajajy MBHOOM ako I
camo axko je |y,y'| < D m mcrpaxyjy ce kommierHu noarpadosu rpaga I' (1j. Tarsu
noArpadoBE y KOjuMa Cy CBAaKa JBA TjeMeHa CHOjeHa MBUIOM); U3DadyHaBa ce Opoj
q Tjemena maxcumantoz (koju caxpxu majsehin moryhu Gpoj rtjemena) rommmeTnor
noarpada Il rpada ' m morasyje mejemmaroct

(6) N/qg>d+1.

10. Hoxaxure na u3 (6) caujenu xa je MunuMasunu 6poj gjemosa gujamerpa < D,
Ha Koje MoxkeMmo monujeauru ckyn Y, selim og d+1 (rako ga (6) maje kourpanpumjep
3a BopcykoBy xumoresy)

360r (4) u (5) cBe koHCTpykuuje ce ¢Parrmukum peanusyjy e y Y seh y X:
naume, X ce rpancdopmume y rpad ' u rjemena x,z’ ce cumajajy uBumama ako u
camo ako je (z,z') # 0.

OCHOBHU 3AJALU (APYTA CEPUJA)

11. Hocrasumo n = 43 u yronumo n-gumen3uonauny xougy [—1,1]" y (n + 1)-
MWMEH3MOHATHN TPOCTOD ¢ Koopaurarama {x;}7_,. Jpyrum pujeunma, [—1,1]** ce
TpeTnpa kao 43-mmMersnORAMHA CTpara To = 1 komke [—1,1]*. lepmrumunmo X kao
cimenehn moxackyn Tjemena komke. Tjeme {x]-}?zo, z; = %1, npunana ckyny X ako
je o = 1 m 6poj munyc jemmanma meDy {z;}7_, je mapam. Ilposjepure ma X caapxn
N =2"~! ragaka: |X| =N = 2%,

12. Tocrasmvo cama d = C3, = 946 u mpecmukajuo X mHa cawenelin crym YV
Tjemena d—mmMensmonanHe Komke [—1,1]¢.

Pasmorpumo ckyn P cBux maposa (i,j), 1 <i < j < n =43 (uposjepure ga je
Opoj TakBEX mapOBa jeqHAK d, TAKO Ja UX MOXKeMO HymepucaTu Opojesuma k = k(i, j),
1 <k < d, utjemeny v = {r;}}_, € X mpuapyxmmo Taury y = y(z) € ¥V ¢
KOODAMHATAMA,

Y = Yk(i,j) = Li—1Tj5, (7/7]) € P7 1 < k= k(lv.]) < d.

Jlokasxure na je KOHCTPYHCAHO Opecaukasame y = y(x) y3ajaMHO jeqHO3HAYHO U,
nakue, 1a Y (kao u X) campxu N Tadara:

V] =|X| =N =2% = 43398046 411 104.
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I'pa¢ I' u meroB MmakcuMaaHu KoMILieTHu monrpag II

Heka je D mujamerap ckyma Y. Tpamchopmumumo Y y rpad I', cjenuruBmm
mBUIAMa CBe mapose TjemeHa y,y' € Y mamely rojux je pacrojame |yy'| mame of
D. Heka je II makcumanan xommiersu noarpa¢ rpada I', rj. rakas (koju cagpxu
uajsehu moryhu 6poj Tjemena) moarpad xKox kora cy OHIO KOja ABA TjeMeHA CLOjeHa
uBunama. Razxa pujemmte 3amarke 14-18, ysunjehere na Baxu:

TEOPEMA. Bpoj |II| mjemena nodepaga II nuje sehu 00

10
S Ok, =2665685155.
k=0

[IpuxsaTajyhu ma je Ta Teopema Tavma, pujemure 3amaTak 13.

13. IIposjepure uejegnaxoct N/|II| > 1649 u objacauTe 3amTO U3 HEra ciIujen
na je Bopcyxoea runomesa nemavwka 3a cee d, 946 < d < 1648.

14. Jlokasxute ma 3a pazamuure x,2' € X cramapeum npoussox (x,z’) =
Z;L:O x;a’; Moxe ysern spujemmoctn 0, £4k,1 < k < 10,  me ysnma Eukarse apyre
spujennocty; (z,z) = 44.

15. Ilokasxute 1a je pacrtojame |yy'| mehy rjemennma y = y(x),y' = y(z') € Y
jemmako mmjamerpy D ako m caMo ako je ckajapru mpomsson (x,z') = 0.

16. Capa ce rpa¢ I' Mmoxke noOuTH HA HOBM HAYWH, TAKO MITO C€ MBUIAMA, IOBEKY
cu maposu x,x’ € X, 3a koje je (x,z') # 0. Usseaure omarie 3akbydak ga Opoj
tjemena |II| marcumanror kommiersor moarpada Il rpaga I' Huje Mamu ox Ziozo Chs.

Honuaomu Fy(x) nu Go(x)

Cakom a € X OIpHAPYKIMO TOIXHOM
(7)
Fo(v) = ((a,2) + 1) ((a,2) = 1) ((a,z) — 2) ((a, %) +2) - - ((a,2) = 5) ((a,z) +5).

Axko ce (7) 3anume y 06nury nuneapue KOMOMHALZje MOHOMA U Y3aCTONHO IPUMU]jCHH
YNHEHUI, 13 je x? = 1, nobujamo uoBu, jemmak F,(x) ma X, mommmom G,(x) ¢
MOEOMEMa czl x}? -+ - cxl?, ¢ — mmjemn Gpojesn, 1 < j1 <ja <+ <j—10<n =
43,5, = 0 uam 1.

17. Ilogaxure na 3a cBako a,r € X Baxe cipenehe penamuje. Ako je a # x u
(a,z) # 0 taga je Fy(z) =0 (mod 11). Ako je a = z, raga je F,(x) Z 0 (mod 11).

18. Heka cy {a;}i_, € X y mapoBmMa HEOPTOTOHANHW: CKAJAPHH TPOU3BOJ
Omio Koja gBa Of BUX je pazumuur ox Hysxe. Iloaunsome Go(z) 3a @ = a; 03HAYUMO
ca gj(z), 1 < j < ¢. Ioraxure na cy ¢;(r) suneapro He308UCHU HaO NPCMENOM
yujeaur bpojesa: ako je

c191(x) + -+ +cqg,(x) =0, rmjecy ci,...,c, nnjern Opojesu,

Taza je ¢p = --- = ¢q = 0. M3Benure omarie Teopemy o 6pojy |II| Tjemera makcu-
magasor nogarpada Il rpada I': noraxure ma Il muje Behe of 21160:0 Cck,.
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HoBu kouTpanpuMjepu

Samamu 11-18 moBome mo 3akmydra: Dopcykosa runomesa je nemauna 36 cee
d, 946 < d < 1648. 3agamu 19-21 noBome mo amadorHor 3akmbydra 3a 860 < d < 2319
u 561 < d < 757.

19. ITocraBumo
9
n=41,N =2%* =1099511627776, ¢ = > CF =473732328.
k=0

(a) YTonmmo n-xumensuoranny kongy [—1,1]" y (n+1)-iuMeH3nOHATIHEN TPOCTOD
ca koopammaTama {x;}7_, u, rperupajyhin [—1,1]*" kao 41-muvensmonanny crpamy
xo = 1 komke [—1,1]*?, nepurnmmvo X crmwaro kao mTo je To ypabhemo y 3amaTky
11: Tjeme {x;}7_y, z; = £1, mpmmaga X ako je o = 1 u 6poj MuayC jesmanma mehy
{x;}}-, je mapan.

lIposjeputre na X campxn N = 2"~ ! rawaka: |X|= N = 240,

(6) Kao y samarky 12, npecaukajmo X Ha moAckyn Y TjeMeHa d-IMMEH3UOHAJIHE
komge [—1,1]4, d = C%, = 861.

Pasmorpumo ckyn P csux maposa (i,j), 1 < i < j < n = 41 (6poj rakBux
naposa jegHak je d, Tako ma UX MOkeMO HymepucaTu Opojesuma k = k(i,7), 1 <k <
d, m Tjemeny x = {;}7_, € X mpmapyxmmo Tauky y = y(z) € Y ¢ koopmumaTama

Yk = Yk(i,j) = Ti—1Tj, (Zvj) € P7]- <k= k(lvj) <d.
Ilokazxnte na Y, kao u X, canpwn N tagaga: |YV|=|X| =N =210 =
1099511627 776.

(8) Koje spujemmoctn ysuma ckamapum npousson (z,a') = 3 7_o xja sa w2’ €
X7

(r) Horaxure ma je pactojame |yy'| meby Tjemennma y = y(z), y' = y(2') € YV
jemmako mmajmerpy D ckyma Y ako m camo ako je ckajapHu mpomsson (x,x') = £2.

(o*) Tpamcpopmumumo X y rpa¢ I', cnajajyhiu msunama cse mapose tjemena
z,z’" € X 3a koje je (z,z') # £2. Hokaxure ma je 6poj tjemena |II| marcumamzor
rkommierHor noxarpada Il rpaga I' jenmar ¢ = 22:0 ch.

b) U3 mejenmaroctu

3 N 1099511627776
(8) ¢ 473732328
u3BeuTe 3akbydaka xa je Bopcykoea zunomesa nemauwna 30 ceaxo d, 861 < d <
2319.

20. U3 mejemmakoctu (8) m3pemmre 3akmbydak ma Lopcykosa zunomesa wuje
maura 3¢ d = 860.

21. Tocrasmajyhn n = 33, d = C% = 561, N = 232 = 4204967296 1 ¢ =
ZZ:O Ck, = 5663890, sakmyunte ma u3 mejemmaxoctn N/q > 758, ma je Bopcyxoaa
Tunomesa wemayvra 30 cee d, 561 < d < 757.

> 2320

Hepujemena nurama

Yuopebyjyhu nobujere pesyarare ca [2]-[4], Bumumo ma je Lopcykosa zunome-
3a Hemauna 3a cee d, 561 < d < 757 u d > 860.
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22. Jla mum je Bopcykosa xmmoTesa TauHa 3a 3 < d < 5617 Illra je tagmo,
TeopeMa WK KOHTpampumjep 3a 757 < d < 8607

Ha mwo tux murama, MOXIA Ce yCIHje OATOBOPHUTH AKO C€ PHjelre 3aJamu KOju
cnmjene. 3a mpena3 o THX 33aJaTaka HAa reOMeTpHjcke Tpeba 3aMUjeHUTH Hyle X
jemumHUIE pecueKTuBHO ca +1 um —1.

A. Pasmorpumo 2'0 = 1024 ravaka m mymepmmumo ux 6pojesmma 0,1,2,3,. ..,
1023.

Csaxku o oBux 6pojesa 3ammmumo y bunapaoM obauky (kao 10-nudpapcru 6poj):

0) 0000000000, 1) 0000000001, 2) 0000000010,...,1023) 1111111 111.

Canmjesa cBakom 6pojy mommmumo 0, caecma 0 wim 1 Tako ma Opoj jeamnmua (kao u
6poj Hysia) mocTaHe mApaH:

0) 0000 0000 0000, 1) 000000000011, 2)000000000101,...,1023)011111111110.

Csakoum mapy nobmjernx (12-nudapckux) Gpojesa a,b mpuapy:RuMo a * b, kKoje
uMa Ha ¢-oM Mjecty mudpy 0 ako cy ¢-Te mudpe OpojeBa a u b jemnake m nuppy 1 ako
cy i-te mudpe O6pojeBa a u b pazmugmre.

Koucrpyumumo rpad I' comojusmu muno tavaka mBumama mo cibenehem mpasmiy:
Tavke HyMepHcame ca a u b ce we cnajajy ako a * b uMa jemsako (mo 6) myma u
jeIUHUTA U CNajajy Y CBUM OCTAJHUM CJIY4YajeBUMA.

(a) Konuro Tjemena mma MakCuMaJHU KOMIJIETHH moarpad rpada I'?

(6) Ha koju ce mMunumasry OPOj KOMIUIETHHX TOArPa(OBa MOKE IOIMjEIUTH
rpad I'?

B. Youmrure 3amarax A Ha ciyuaj Tadgaka.

C. Yommture 3anaTak A ma ciyuaj 2*F rawaka (y Tom ciydajy mpu KOECTDYEIEjI
rpaga [' rauke mymepucase ca a u b ce ne cnajajy ako a*b uMa CKOPO jeHAKO HYIIA
u jemuauna (k+ 2 jennux u k gpyrux), u cnajajy axko ce 6poj Hyna U jequHUNA Y @ * b
pasnuryje 3a Bume o 2.)

24k—2

23. Bopcykosa xumoTe3a ce MOke (GOpMyaucaTd HA chenehm HAYMH:

Osmaunmo ca f(d) Mmurumanan ox 6pojesa Mm 3a KOJU Ce CBAKA OTPAHMYEHU CKYI
y d-IuMEH3MOHAJIHOM IPOCTOPY MOKe MOIMjeIMTH Ha 1M IjejoBa Mamer AjaMeTpa.
Tagma je f(d) =d+ 1.

Y [2] je mobujena onjena f(d) > 1.2V, Kako ctBapHO pacte f(d) ca pactom d?
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