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BORSUKOVA HIPOTEZA� MATEMATIQKI PROBLEM ILI
ZADATAK NA MATEMATIQKOJ OLIMPIJADI

Govore�i o razlici izme�u zadatka na matematiqkoj olimpijadi i matema�
tiqkog problema qije se rjexe�e mo�e smatrati matematiqkim otkri�em� ruski
matematiqar Delone je kazao da je razlika u tome xto za rjexava�e olimpij�
skog zadatka treba pet qasova a da bi se postiglo znaqajno matematiqki otkri�e
potrebno je ���� qasova	 Hipoteza

U d�dimenziionalnom prostoru svaki skup pozitivnog dijametra
mo�e se podijeliti na d� � skupova ma�eg dijametra�

koju je 
���	 godine u svom radu ��Tri teoreme o n�dimenzionalnoj euklidovoj
sferi
� objav�enom u qasopisu Fundamenta Mathematica� formulisao po�ski
matematiqar Karol Borsuk� �� godina kasnije� dakle 
���	 godine� formulisa�
na je kao zadatak na jednom matematqkom takmiqe�u	 U tom trenutku problem
taqnosti Borsukove hipoteze ve� je bio rijexen	 Hipotezu su 
���	 godine opo�
vrgli izraelski matematiqari J	 Kan i G	 Kalai	 Naravno� tek poslije �ihovog
rjexe�a Borsukovog problema� postalo je mogu�e formulisati taj problem kao
takmiqarski zadatak� ali i tada samo na jednom specifiqnom takmiqe�u kakvo
je �et�a konferencija Turnira gradova	 Zanim�ivo je da je tada� dakle na ta�
kmiqe�u uqenika sred�ih xkola� rijexen i jedan broj otvorenih pita�a u vezi
sa Borsukovom hipotezom	 Dodatak ovom radu sadr�i kratak opis organizacije
�et�e konferencije Turnira gradova i zadatak koji se odnosi na Borsukovu
hipotezu� u formi u kojoj je on bio dat na samom takmiqe�u	

�� O rjexava�u Borsukovog problema

Ako skup A � R� koji se sastoji od tri tjemena pravilnog trougla stranice
jedan podijelimo na dva skupa� tada bar jedan od �ih sadr�i dva tjemena trou�
gla� pa je dijametar bar jednog od �ih � �� Sliqno� u prostoru Rd postoji d��
taqaka takvih da su svake dvije od �ih na rastoja�u �	 Recimo� ako je a �

p
����

tada se taqke a� � �a� �� � � � � ��� a� � ��� a� �� � � � � ��� � � � � ad � ��� �� � � � � �� a� na�

laze na rastoja�u � jedna od druge	 Neka je a� � �x� x� � � � � x� � Rd� gdje je x
bilo koje rjexe�e kvadratne jednaqine nx���ax�a��� � �	 Tada je rastoja�e
taqke a� do svake od taqaka a�� � � � � ad jednako �� pa je skup A � fa�� � � � � adg � Rd

pravilni jediniqni simpleks u Rd	 Ako ovaj skup podijelimo na d djelova� tada
�e bar jedan od �ih sadr�ati dva tjemena simpleksa� dijametar tog dijela �e
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biti jednak 
	 Dakle� broj djelova ma�eg dijametra na koje se mo�e podijeliti
svaki skup u Rd nije ma�i od d� ��

Pogledajmo na qemu je moglo biti zasnovano Borsukovo uvjere�e o taqnosti
hipoteze i kako su izgledali pokuxaji da se ona doka�e	

Teorema �� Borsukova hipoteza je taqna za d � ��

Ovaj relativno jednostavni zak�uqak bio je poznat Borsuku	 Pored toga�
Borsuk je znao da se sfera u Rd mo�e podijeliti na d� � skupova ma�eg dija�
metra	

Dokaz� Na poqetku dokaza podsjetimo da je dijametar skupa A � Rd supre�
mum rastojanaja taqaka tog skupa�

diamA 	� supf kx� yk 	 x� y � A g�
Neka je M � R� skup dijametra D � �	 Konstruiximo horizontalnu pravu

l� takvu da iznad �e nema taqaka skupa M �v	 sliku 
�� i da iznad svake ho�
rizontalne prave l koja le�i ispod prave l� postoji bar jedna taqka skupa M 	
Ispod prave l�� na rastoja�u D� konstruiximo pravu l� paralelenu sa l�	 Tako
je skup M smjexten u traku P� xirine D	 Konstruiximo jox dvije takve trake
pod uglom od 
�� sa trakom P�	 Na taj naqin skup M se smjexta u xestougao
S sa stranicama qije su du�ine redom a� b� a� b� a� b	 Pretpostavimo da je a � b	
Simetrale stranica du�ine b sjeku se u jednoj taqki � centru tog xestougla	
One dijele xestougao na tri dijela dijametra ma�eg od D	

Sl� � Sl� �

Napomena� Da je u poqetku prava l� konstruisana tako da sa x�osom za�
hvata ugao � �� �� tada bismo dobili drugi xestougao� sa uglovima od ���� i
stranicama a�� b�� a�� b�� a�� b�	 Razlika f��� � b� � a� je neprekidna funkcija
ugla �� pri qemu je f������ � �f���	 Slijedi da postoji ugao �� takav da je
f���� � �	 Za takav ugao dobija se pravilni xetougao koji sadr�i skup M�

Stranice tog xestougla� oznaqimo ga sa ABCPQR� jednake su D
p
��� �v	

sliku ��	 Iz centra O tog xestougla konstruiximo normale na stranice AB�CP
i QR� One dijele xestougao ABCPQR na tri dijela� svaki od �ih je dijametra
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D
p
��� �v	 sliku ��� pa je i skup M podije�en na tri dijela� a dijametar svakog

od �ih je � D
p
���	 Dakle�

svaki ravanski skup dijametra D mo�e se podijeliti na tri di�
jela dijametra � D

p
����

Zanim�ivo je da se gor�a ocjena ne mo�e pobo�xati	 Naime� ako je M krug
dijametra D podije�en na tri dijela� tada je �v	 ���� dijametar bar jednog od

�ih � D
p
����

Ako sa �k � �k�n� oznaqimo najma�i realni broj za koji se skup M � Rk

dijametra D mo�e podijeliti na n djelova dijametra � D�k� tada se prethodni
zak�uqak mo�e zapisati u obliku

����� �

p
�

�
�

�emaqki matematiqar G	 Lenc je 
���	 godine �v	 ���� dokazao da je

���
� �

p
�

�
i ����� �

�

�
�

pri qemu se gor�e jednakosti dosti�u na krugu	 U ���� uz zadatke 
�
�
��� mo�e
se na�i niz zanim�ivih komentara i pita�a o svojstvima brojeva �k�n�� od kojih
su neka i danas otvorena	

Za formulaciju s�ede�eg rezultata potrebno je uvesti nekoliko novih poj�
mova	

Prvo� napomenimo da �emo za vektore x � �x�� � � � � xd� � Rd i y � �y�� � � � � yd�

� Rd skalarni proizvod x�y� � x�y� � � � �� xdyd oznaqavati sa hx� yi	
Ako je vektor c � Rd razliqit od nule a � realni broj� tada se za skup

fx � Rd 	 hc� xi � � g
ka�e da je hiperravan u prostoru Rd	 Specijalno� ako je x� � Rd� tada je

H � fx � Rd 	 hc� x� x�i � � g
hiperravan koja prolazi kroz taqku x�� Tada se za skupove

H� � fx � Rd 	 hc� x� x�i � � g i H� � fx � Rd 	 hc� x� x�i � � g
ka�e da su �zatvoreni� poluprostori koje odre�uje hiperravan H	

Ako je r � �� tada skup

fx � �x�� x�� � � � � xd� 	 �x� � x���
� � � � �� �xd � xd��

�
� r� g

nazivamo kugla �lopta� u Rd sa centrom u taqki x� i polupreqnikom r�

Taqka x� � Rd je graniqna taqka skupa A ako svaka kugla sa centrom u
taqki x� ima neprazan presjek i sa skupom A i sa �egovim komplementom	

Ako je H � R
d hiperravan koja sadr�i bar jednu graniqnu taqku skupa

A � R
d� takva da A � H� ili A � H�� tada se ka�e da je H hiperavan

oslonca skupa A�
Posebno istiqemo s�ede�u definiciju	
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Za A � Rd se ka�e da je glatki skup ako za svaku graniqnu taqku x�
skupa A postoji taqno jedna hiperravan oslonca skupa A koja sadr�i taq�
ku x��

Teorema� �G� Hadviger� Borsukova hipoteza je taqna za svaki glatki
konveksni skup V u Rd�

Hadviger je ovaj rezultat dokazao 
���	 godine� korx�e�em Borsuk�Ulamove
teoreme o neprekidnim funkcijama i antipodnim taqkama sfere �v	 �
��	 Mi �emo
izlo�iti dokaz Hadvigerove teoreme za d � � koji pripada Branku Grinbaumu	

Dokaz Hadvigerove teoreme za d � ��
Prvo opiximo jednu podjelu �zatvorene� lo�
pte U qiji je preqnik jednak dijametru D
skupa V na qetiri dijela ma�eg dijame�
tra	 U loptu upiximo pravilni tetraedar
PQRS sa centrom u taqki O	 Tada uglo�
vi OQRS�OPRS�OPQS�OPQR �v	 sliku ���
pod kojima se iz centra vide strane tetraedra
dijele loptu na qetiri dijela	 Oznaqimo te
djelove sa U�� U�� U� i U�� Poxto nijedan od
tih djelova ne sadr�i dijametralno suprotne
taqke lopte U � to je dijametar svakog od �ih
ma�i od D	Sl� �

Nije texko precizno izraqunati da je dijametar svakog od �ih jednaks
� �

p
�



�D � �����D�

Pretpostavimo da je V � R
� glatko tijelo dijametra D	 Posmatrajmo

preslikava�e koje svakoj graniqnoj taqki A skupa V pridru�uje graniqnu taqku
A� � u�A� lopte U � takvu da je ravan oslonca skupa V paralelena sa tangentnom
ravni na U u taqki u� pri tome se taqka A� bira tako da V i U le�e sa iste
strane pomenutih ravni	 Skup V podijelimo na qetiri skupa V�� V�� V�� V�� tako
da taqka v pripada skupu Vj ako taqka A

� � u�A� pripada skupu Uj	 Doka�imo
da je dijametar svakog od djelova Vi ma�i od dijametra skupa V�

Dopustimo da je za neko j � f�� �� �� 
g dijametar skupa Vj jednak D	 Neka
su A i B dvije graniqne taqke skupa Vj � takve da je jABj � D	 Kroz A i B
postavimo dvije ravni normalne na AB	 Poxto su one paralelne i uda�ene
jedan od druge za D� to skup V le�i izme�u �ih	 Zbog toga su to ravni oslonca
skupa V 	 To znaqi da su �ima paralelne tangentne ravni na loptu U u taqkama
u�A� i u�B� dijametralno suprotne	 Slijedi da je rastoja�e taqaka u�A� i u�B�
jednako D� iako ove taqke pripadaju nekom od skupova Uj qiji je dijametar ma�i
od D�

Neka je sada C unutrax�a taqka skupa V 	 Uniju svih du�i CX� gdje X
pripada Vj oznaqimo sa sa Wj � � � j � 
	 Jasno je da je dijametar skupa Wj

ma�i od D	 Unija konusa svih Wj je skup V � pa oni qine podjelu skupa V na �
dijela dijametra ma�eg od D�



Borsukova hipoteza �

Time je dokazano da je tvr�e�e taqno za d � �	 Dokaz za prostor dimen�
zije d � � izvodi se na sliqan naqin	 U loptu U � R

d upisuje se pravilan
d�dimenzionalni simpleks S� sa centrom koji se poklapa sa centrom lopte O	
Uglovi pod kojima se iz taqke O vide d � � dimenzionalne strane simpleksa
dijele loptu na U�� � � � � Ud� Ud��	 Nijedan od ovih djelova ne sadr�i taqke koje
su dijametralno suprotne� pa je dijametar svakog od �ih ma�i od D	 U s�e�
de�oj etapi dokaza konstruixu se hiperravni oslonca u graniqnim taqkama A
skupa V i �ima paralelne tangentne hipperravni u taqkama A� � u�A� skupa
U 	 Postav�aju�i A � Vj ako i samo ako u�A� � Uj � j � �� �� � � � � d� �� dobijamo
podjelu skupa V na skupove Vj dijametra ma�eg od D	

Pos�edica �� Borsukova hipoteza je taqna za svako centralnosime�
triqno tijelo�

Dokaz� Svako centralnosimetriqno tijelo V le�i u lopti istog dijametra�
pa tvr�e�e slijedi na osnovu konstrukcije iz dokaza prethodne teoreme	

Zanim�iv je i s�ede�i rezultat o Borsukovoj hipotezi	

Teorema �� Ako je Borsukova hipoteza taqna za svaki konveksni skup
u Rd tada je ona taqna za svaki skup u Rd�

Dokaz� Pretpostavimo da je Borsukova hipoteza taqna za svaki konveksni
skup A � Rd	 Neka skup M � Rd nije konveksan	 Dokaza�emo da tada konveksni
omotaq skupa M �to je najma�i konveksan skup koji sadr�i skup M � oznaqimo
ga sa conv�M�� ima isti dijametar kao i skup M 	 U protivnom bi postojale
dvije taqke A�B � convM � takve da je rastoja�e me�u �ima ve�e od dijametra
skupa M 	 Konstruiximo dvije hiperravni normalne na du� AB na rastoja�u
koje nije ve�e od dijametra skupa M � takve da skup X koji se sastoji od taqaka
koje se nalaze izme�u te dvije hiperravni �uk�uquju�i i taqke tih hiperravni��
sadr�i M 	 Skup X je konveksan� pa sadr�i skup convM 	 Slijedi da dijametar
ovog skupa nije ve�i od dijametra skupa M � pa ni dijametar skupa convM ne
mo�e biti ve�i od dijametra skupa M 	 Odavde da�e slijedi tvr�e�e teoreme�
dovo�no je dokazati da je Borsukova hipoteza taqna za konveksne skupove	

Bez dokaza� uz samo nekoliko napomena� navodimo s�ede�u teoremu	

Teorema �� Borsukova hipoteza je taqna za d � ��

H	 Englston 
���	 godine� B	 Grinbaum i A	 Hepex 
���	 godine� dakle vixe
od dvadeset godina poxto je hipoteza formulisana� dokazali su �enu taqnost za

d � � �v	 ����	 Isto tvr�e�e za konaqne skupove u R� dokazali su 
���	 godine
ma�arski matematiqari A	 Hepex i P	 Reves �v	 ����	

�� Kontraprimjeri za Borsukovu hipotezu

Prvi kontraprimjer za Borsukovu hipotezu konstruisali su� kako je ve�
reqeno� J	 Kan i G	 Kalai	 Precizno� ako se sa f�d� oznaqi najma�i prirodni

broj takav da se svaki skup M � R
d mo�e razbiti na f�d� djelova� onda su

Kan i Kalai dokazali da za dovo�no veliko d va�i nejednakost f�d� � �����
p
d	

Odavde slijedi da je za dovo�no veliko d� f�d� � d��	 �ihova konstrukcija je
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slijedila neke ideje Boltjanskog� Erdexa i Larmana i osla�ala se na u kombi�
natorici dobro poznatu teoremu Frenkla�Vilsona �v	 ����	 Izraelski matema�
tiqar A	 Nili je naxao jednu prostiju konstrukciju kontraprimjera i dokazao
da je Borsukova hipoteza netaqna u prostoru dimenzije d � �

	 Modifikuju�i
Nilijev dokaz� ruski matematiqar A	 Rajgorodski i �emaqki matematiqar Ber�
nulf Vajlsbah su dokazali da je ta hipoteza netaqna za d � �
�	 Ovdje �emo�
slijede�i �
�� izlo�iti jednu kombinacaju ovih konstrukcija	

Prije nego xto pre�emo na samu konstrukciju� napomenimo da �emo sa jSj
oznaqavati broj elemenata skupa S	 Inaqe� kontraprimjer �e biti podskup skupa
K � f��� �gd tjemena kocke u d�dimenzionalnom prostoru	 Broj d �e� naravno�
biti naknadno precizno odre�en	 S obzirom na tvr�e�a teorema 
 i �� on �e
biti ve�i od tri	 U konstrukciji koju �emo prezentirati� broj d �e biti oblika
��p� ���
p� ��� gdje je p neki prirodan broj	

Lema �� Neka je p neparan prost broj� n � 
p� �� Ako je

Q � fx � �x�� � � � � xn� � f��� �gn 	 x� � ���n
i��xi � � g

i Q� � Q bilo koji podskup skupa Q u kome ne postoje dva vektora x i
y takva da je jhx� yij � �� tada skup Q ima taqno �n�� vektora a za broj
vektora skupa Q� va�i ocjena	

jQ�j �
p��P
i��

Ci
n�

Dokaz� Prvi dio tvr�e�a �da skup Q ima �n�� taqaka� skoro je oqigledan	
Prvo� n�torki oblika fx � ��� x�� � � � � xn� � f��� �gng ima koliko i varijacija
sa ponav�a�em n���ve klase skupa ��� �� a taj broj je jednak �n��	 Kako je n��
paran broj� to se svaka varijacija sa parnim brojem pojav�iva�a broja ���
prostom promjenom znaka prevodi u varijaciju sa neparnim brojem pojav�iva�a
��� dakle ukupan broj elemenata skupa Q jednak je �n���

Dokaz drugog dijela tvr�e�a leme 
 izvodimo u nekoliko etapa	
�a� Doka�imo da ako vektori x� y � Q� zadovo
avaju uslov hx� yi � ��

�mod p�� tada je x � y�
Pretpostavimo da je x �� y	 Tada� zbog x� y � f��� �g�p��� uzimaju�i u obzir

da su prve koordinate vektora x i y jednake 
� imamo da je ��
p� 
� � hx� yi �

p�
	 Vektori x i y imaju paran broj koordinata koje su jednake ��� pa je broj
koordinata na kojima se ova dva vektora razlikuju� oznaqimo ga sa m� tako�e
paran	 Slijedi da je

��x� y � Q� hx� yi � 
p� �� �m � � �mod 
��

Ako je hx� yi � � �mod p�� tada je �v	 prethodnu jednakost� hx� yi�� odnosno
hx� yi�� dje�ivo sa qetiri i sa p� pa je oblika 
p � k	 To znaqi da x i y ne mogu
biti razliqiti vektori skupa Q��

�b� Za svako y � Q� posmatrajmo polinom Fy od n promjen�ivih� x�� � � � � xn�
definisan formulom

Fy�x� � Fy�x�� � � � � xn� � �p��
i���i ����i��p���hy� xi � i�

� �hy� xi��hy� xi � ���hy� xi � �� � � � �hy� xi � �p� ����hy� xi � �p� ����

Stepen ovog polinoma je p� ��
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Doka�imo da za x � y broj Fy�x� nije dje
iv sa p	 Zaista� tada je

hy� xi � hx� xi � n � �� �mod p��

pa nijedan od faktora hy� xi � i u definiciji polinoma Fy�x� nije dje�iv sa p	
Slijedi da ni Fy�x� nije dje�iv sa p�

Neka su x i y razliqiti vektori iz Q�	 Tada je �v	 �a�� hy� xi �� �� �mod p��
pa je

hy� xi � i �mod p� za neko i � f�� �� �� � � � � p� �� p� �g�
Odavde slijedi da je� za x� y � Q�� x �� y broj Fy�x� dje
iv sa p�

Da�e primijetimo da zbog x � f��� �gn� slijedi da se� u razvoju polinoma
Fy�x�� x

�
i svaki put mo�e zamijeniti sa �	 Tako se dobija novi polinom stepena �

p��	 �egovi sabirci su oblika x
�
� � �xik � gdje su i�� � � � � ik u parovima razliqiti

indeksi iz skupa f�� � � � � ng	 Oznaqimo taj polinom sa Gy�x��
�v� Pretpostavimo da je

P
y�Q� �yGy�x� � �� pri qemu su �y racionalni

koeficijenti koji nijesu svi jednaki nuli	 Mo�e se pretpostaviti da su svi
koeficijenti �y cijeli brojevi i da nijesu svi dje�ivi sa p	 Me�utim� tada za
svako y � Q�� postav�aju�i x � y� dobijamo da je

�yGy�y� �
P
z ��y

�zGy�y� � ��

odakle� s obzirom na �b�� slijedi da je �yGy�y� dje�ivo sa p	 Kako Gy�y� nije
dje�ivo sa p� to je �y dje�ivo sa p	 To je suprotno sa pretpostavkom� xto znaqi
da je skup polinoma fGy 	 y � Q�g linearno nezavisan nad po
em racional�
nih brojeva� odnosno da me�u polinomima Gy ne postoji linearna veza sa
racionalnim koeficijentima�

�g� Jasno je da broj elemenata skupa Q� nije ve�i od broja polinoma Gy

stepena p�� od n promjen�ivih� u kojima su promjen�ive stepena ne ve�eg od 
	
Polinomi Gy su linerano nezavisni� pa ih ne mo�e biti vixe nego xto ima
polinoma oblika xi� � � �xik� gdje su i�� � � � � ik � f�� � � � � ng u parovima razliqiti
indeksi	 Ovakvih polinoma ima � � n� C�

n � � � �� Cp��
n � pa je jQ�j �Pp��

i�� C
i
n	

Time je lema dokazana	

Lema �� Neka je R � fxxT 	 x � Q g � R
n 	 Rn i R� � R podskup

skupa R koji se sastoji od matrica� shva�enih kao vektora u Rn� takvih
da u �emu ne postoje dva vektora qiji je skalarni proizvod � 
� Tada je
jR�j �Pp��

i�� C
i
n�

Dokaz� Primijetimo da skup R qine metrice reda n 	 n	 Kako je prva
komponenta svakog x � Q jednaka 
� to je prva kolona matrice xxT jednaka x	
Dakle� za razliqite x � Q dobijaju se razliqite matrice M�x� � xxT � Rn 	
R

n	 To znaqi da je R skup koji se sastoji od �v	 Lemu 
� jQj � �n�� kvadratnih
matrica reda n i ranga 
	

Ako se matrica xxT shvati kao vektor iz Rn� � sa koordinatama xixj � tada
je

hM�x��M�y�i �
nP
i��

nP
j��

xixj�yiyj� �
� nP
i��

xiyi

�
�
� nP
j��

xjyj

�
� hx� yi��
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Kako je hx� yi � � �mod 
� za svako x� y � Q� to je

��x� y � Q� hM�x��M�y�i � 
�

Ova vrijednost je najma�a ako je hx� yi � ��� xto znaqi da je �v	 lemu 
�

jR�j � jQ�j �
p��P
i��

Ci
n�

Za svaki vektor x � Q matrici M�x� � xxT pridru�ivali smo vektor iz

R
n� qije su koordinate elementi matriceM�x�	 Skup svih takvih vektora �kada

x � Q� oznaqili smo sa R	 Sa S oznaqimo skup vektora qije su komponente iznad
glavne dijagonale matrice xxT 	 Tada va�i s�ede�e tvr�e�e	

Lema �� Neka je S � f �xxT �i�j 	 xxT � R g � R
d� gdje je d � C�

n �
��p � ���
p � ��� Tada je jSj � �n�� a maksimalno rastoja�e me�u taqkama
skupa S dosti�e se na vektorima x� y � Q za koje je hx� yi � ��� Pored toga�
ako je S� � S skup qiji je dijametar ma�i od dijametra skupa S� tada je

jS�j �
p��P
i��

Ci
n�

Dokaz� Neka je U�x� � f��� �gd skup svih poddijagonalnih elemenata ma�
trice M�x�	 Poxto je M�x� simetriqna matrica sa elementima na dijagonali
koji su jednaki 
� to iz M�x� �� M�y� slijedi U�x� �� U�y�	 Odavde slijedi da
je jSj � jRj � �n��	 Da�e je


 � hM�x��M�y�i � �hU�x�� U�y�i� n�

pa je hU�x�� U�y�i � �n


� �� pri qemu se jednakost dosti�e ako i samo ako su

vektori x� y � Q takvi da je jhx� yij � �	 Poxto je kU�x�k � kU�y�k �
p
C�
n�

za bilo koja dva vektora x� y � Q� to je rastoja�e izme�u U�x� i U�y� najve�e
kada je jhx� yij � �	 Odavde slijedi da podskup skupa S qiji je dijametar ma�i

od dijametra skupa S ne mo�e imati vixe od jQ�j �Pp��
i�� C

i
n elemenata	

Lema �� Ako je p prost broj ve�i od �� n � 
p��� d � C�
n � ��p����
p���

i
Q � fx � �x�� � � � � xn� � f��� �gn 	 x� � ���n

i��xi � � g�
tada svako razbija�e skupa S � f �xxT �i�j 	 x � Q g � Rd na skupove ma�eg
dijametra sadr�i vixe od

�n��Pp��
i�� C

i
n

�
e



p�

�
��

�


�p

djelova�
Dokaz� Iz ocjena

n� � e
�n
e

�n
i n� � en

�n
e

�n
dobijamo�

p��P
i��

Ci
n � pCp

�p � p
�
p��

p���p��
� p

e�
p��
p�e��p

e�p�e�pe��p�e��p
�


p�

e

�
��


��

�p

�
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Odavde slijedi da je

�n��Pp��
i�� C

i
n

�
��p��Pp��
i�� C

i
�p��

� ��p��
e


p�

�
��

��


�p

�
e



p�

�
��

�


�p

�

Sada se mo�e formulisati i dokazati teorema o netaqnosti Borsukove hi�
poteze	

Teorema �� U prostoru R�	� postoji skup koji se ne mo�e podijeliti
na �
� skupa ma�eg dijametra�

Dokaz� Primijenimo lemu �� postav�aju�i p � ��	 Tada je n � 
�� d �
�� � 
� � �
�� pa u prostoru R�	� postoji S � f��� �gd qije svako razbija�e na
skupove ma�eg dijametra sadr�i vixe od

���P

i�� C

i
��

djelova	 Kako je
P


i�� C
i
�� � ��������� i ��� � �������
����
� to svako razbi�

ja�e skupa S na skupove ma�eg dijametra mora sadr�ati vixe od

�������
����
 	 ���������� ��
�

djelova	

Pos�edica �� Borsukova hipoteza nije taqna za �
� � d � ��
��

Dokaz� Ako je d proizvo�an cijeli broj ve�i od ��
 a ma�i od 
���� tada
se skup S � R�	� iz prethodne teoreme mo�e posmatrati kao skup u Rd	 Svaka
podjela skupa S na skupova ma�eg dijametra sadr�i vixe od ��
� � d�� skupova�
pa je S kontraprimjer za Borsukovu hipotezu u svakom prostoru dimenzije d�
�
� � d � ��
�	

Na osnovu razmatra�a provedenih u dokazima prethodnih lema� izvex�emo
i dokaz s�ede�eg tvr�e�a	

Teorema �� Za najma�i prirodni broj f�d� za koji se svaki skup u Rd

mo�e razbiti na f�d� djelova� va�i nejednakost	

f�d� � �����
p
d�

pa za dovo
no veliko d Borsukova hipoteza nije taqna�

Dokaz� Neka je p � � i d � ��p� ���
p� ��	 Tada je �p� � d � �p�� odnosnop
d�� � p �

p
d��	 Odavde� na osnovu leme �� slijedi da za dovo�no veliko d

va�i�

f�d� �
e

��d

�
��

�


�pd��

�
e

��d

�
��
���

p
���
�pd

�
e

��d

�
��
�����������

�pd
� �����

p
d�

Za dovo�no veliko d �konkretno� za svako d � 
�	 
� � �
��� va�i�

�����
p
d � d� ��

pa je� za takve d� f�d� � d� ��
To znaqi da Borsukova hipoteza nije taqna za d � �
���



�� M� Ja�imovi�� �� Kovijani�

Odavde i iz posledice teoreme 
� gdje je dokazano da Borsukova hipoteza
nije taqna za �
� � d � ��
�� slijedi da va�i tvr�e�e�

Pos�edica �� Borsukova hipoteza nije taqna ni za jedno d � �
��

Napomena �� Ako se pokuxa da se kontraprimjer konstruixe postav�aju�i
p � �� tada se dobija n � �
� d � ��� i

�X
i��

Ci
�	 � ��
���

Istovremeno je ��� � �
�����
 i

�
�����
P�
i�� C

i
�	

� ����

To znaqi da svaka podjela skupa S � R�

 na skupove ma�eg dijametra ima vixe
od ��� skupova	 Dakle� nemamo kontraprimjer za Borsukovu hipotezu u prostoru
R

�

	 To naravno ne znaqi da je Borsukova hipoteza taqna za d � ���� qak ni
da skup S nije kontraprimjer za �u	 Jedino se mo�e izvesti zak�uqak da naxa
razmatra�a nijesu dala odgovor na pita�e o taqnosti Borsukove hipoteze u
R

�

�
Napomena �� U dosadax�im razmatra�ima kontraprimjer je tra�en u

prostorima qija je dimenzija raqunata po formuli d � ��p� ���
p� ��� gdje je
p prost broj	 Me�utim� sliqna razmatra�a se mogu provesti i za neke druge
vrijednosti p	 Recimo� ako je p � �� tada je n � �
� d � �� � �� � �
�	 Ispo�
stav�a se da� tada� uz vrlo male izmjene� dokazi lema 
� �� � i � ostaju na snazi	
Ponovimo prethodne konstrukcije� uz odgovaraju�e modifikacije	

Teorema �� U prostoru R�	� postoji skup koji se ne mo�e podijeliti
na �
� skupa ma�eg dijametra�

Dokaz� Skup

Q � fx � �x�� � � � � xn� � f��� �g�� 	 x� � �����
i�� � � g

ima taqno ��� taqaka	 Ako su x � �x�� � � � � x��� i y � �y�� � � � � y��� vektori iz Q�
tada se oni mogu razlikovati na parnom broju mjesta� pa mogu�e vrijednosti ska�
larnog proizvoda hx� yi pripadaju skupu f����
�������
�����������
�����
�
g� pri qemu je hx� yi � �
 ako i samo ako je x � y�

Posmatrajmo proizvo�ni podskup Q� skupa Q u kome ne postoje dva vektora
x i y takva da je jhx� yij � �	 Ocijenimo broj vektora u Q�	 U tom ci�u za svako
y � Q� posmatrajmo polinom od �
 promjen�ive� x�� � � � � x��� definisan formulom

Fy�x� � Fy�x�� � � � � x��� �
�

�
��
i���i����i ����hy� xi � i�

� �hy� xi � ���hy� xi � �� � � � �hy� xi � 
��hy� xi � ���

Stepen polinoma Fy jednak je ��
Doka�imo da za y � x broj Fy�x� nije dje
iv sa �	 Zaista� tada je hy� xi �

�
� i

Fy�x� � ��
 � �� � �� � �� � �� � �� � �
��� � �
 � �� � �� � �� � �� � �� � �
�
xto nije dje�ivo sa �	
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Neka je y �� x� gdje �x� y � Q��	 Tada je

hy� xi � f�
�������
�����������
����g�
Oznaqimo hy� xi sa s	 Tada je

F �s� � s�s� ���s� ���s� 
��s� ���s� 
��s� �����

Provjerom svih mogu�nosti dokaza�emo da je broj Fy�x� dje�iv sa �	

Ako je broj s � f�
���� � ��g� tada je broj s�s� ���s� 
� dje�iv sa ��� pa
je Fy�x� dje�iv sa ��

Ako je s � f�����
� ��g tada �s� ���s� 
� � f� � 
� �� � ��� �� � ��g� a svaki od
ova tri broja je dje�iv sa ��� pa je broj Fy�x� dje�iv sa ��

U sluqaju kada je s � f���� �
� �
g� tada �s����s��� � f� �
� �� ���� �� ���g	
Na kraju� ako je s � ���� tada je s � � � ��� a ako je s � ��
� tada je

s� � � ����
To znaqi da je za svako s � f�
�������
�����������
����g proizvod

s�s� ���s� ���s� 
��s� ���s� 
��s� �� dje�iv sa ��� a Fy�x� dje�iv sa �	

Ako se u razvoju polinoma Fy�x� svaki put x�i zamijeni sa �� a x� sa ��
dobi�e se novi polinom� oznaqimo ga sa Gy�x�� u kome se u sabircima oblika
xi�xi� � � �xik pojav�uju samo promjen�ive x�� � � � � x�� i to na prvom stepenu	

Opet razmatrajmo jednakost
P

y�Q� �yGy�x� � �� pri qemu su �y racionalni
koeficijenti koji nijesu svi jednaki nuli	 Mo�e se pretpostaviti da su svi
koeficijenti cijeli brojevi i da nijesu svi dje�ivi sa �	 Me�utim� tada za
svako y � Q�� postav�aju�i x � y� dobijamo da je

�yGy�y� �
X
z ��y

�zGy�y� � �

odakle slijedi da je �yGy�y� dje�ivo sa �	 Kako Gy�y� nije dje�ivo sa �� to je �y
dje�ivo sa �	 To je suprotno sa pretpostavkom� xto znaqi da je skup polinoma
fGy 	 y � Q�g linearno nezavisan nad po
em racionalnih brojeva� odnosno
da me�u �ima ne postoji linearna veza sa racionalnim koeficijentima	
Poxto su oni linearno nezavisni� broj polinoma Gy ne mo�e biti ve�i od broja
monoma oblika xi� � � �xik � � � i� � � � � � �
 a ovih je � � �� � C�

�� � � � �� C�
�� �

�

�����

Broj elemenata skupa Q� ne mo�e biti ve�i od ovog broja	 Dakle� jQ�j �
�

�����

Da�e� za svako x � Q proizvod xxT zapiximo u obliku matrice reda �
	�
	
Elemente iznad glavne dijagonale te matrice ��ih ima �� � �� � �
��� zapiximo
kao jedan vektor	 Tako dobijeni vektor oznaqimo sa U�x� a skup svih takvih
vektora �kada x � Q� oznaqimo sa S	 Tada se za razliqite x � Q dobijaju
razliqiti vektori skupa S �razlikuje se bar prva kolona matrice xxT �	 Slijedi
da je jSj � jQj � ����

Ocijenimo rastoja�a taqaka skupa S	 U tom ci�u izraqunajmo skalarni
proizvod hU�x�� U�y�i	 Ako saM�x� oznaqimo vektor qije su komponente elemen�
ti matrice xxT � koja je simetriqna i na qijoj dijagonali stoje jedinice� tada
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taj vektor ima n� � �
� koordinata� pa je

hM�x��M�y�i � hU�x�� U�y�i� hU�x�� U�y�i � �
 � �hU�x�� U�y�i� �
 �

� �
nP
i��

�P
j��


xixj�yiyj��
nP
i��

xiyi���
nP

j��
xjyj� � hx� yi� � f
� �
� ���� ��
� ���� �
�� ���g�

Ovaj proizvod je najma�i �jednak je 
� ako je hx� yi � ��	 Svi vektori skupa S
imaju istu du�inu �koja je jednaka

p
�
��	 Slijedi da je

jU�x�� U�y�j� � jU�x�j� � �hU�x�� U�y�i� jU�y�j��
Slijedi da se dijametar skupa S dosti�e ako i samo ako hx� yi � f��� �g� tada
je

�hU�x�� U�y�i � hx� yi� � �
 � ���
i

�diamS�� � � � �
� � �� � �

p
��

Ako je S� podskup skupa S qiji je dijametar ma�i od dijametra skupa S� tada on
ne mo�e sadr�ati par vektora �U�x�� U�y�� za koje je hx� yi � f��� �g	 To znaqi
da je

jS�j � jQ�j � �

�����

Ako je skup S podije�en na skupove ma�eg dijametra� tada tih skupova mora
biti vixe od

���

jS�j �

��

�
���


�

����
� ��� � �
��

Odavde slijedi da je tvr�e�e teoreme taqno	

Pos�edica �� Borsukova hipoteza nije taqna ni za jedno d ve�e od �
�
i ma�e od ����

Dokaz� Ako je �
� � d � ���� i S � R�	� skup iz dokaza prethodne teoreme�
tada se mo�e smatrati da je S � Rd	 Slijedi �v	 dokaz prethodne teoreme� da
svaka podjela ovog skupa na skupove ma�eg dijametra sadr�i vixe od ��� � d��
djelova	

Prirodno je pokuxati sa konstrukcijom kontraprimjera za Borsukovu hi�
potezu� postav�aju�i p � �� n � �� i d � 
���

Tada bi se posmatra�em polinoma

Fy�x� �
�

��	
�i�f�����������g�hx� yi � i�� x� y � Q

i utvr�iva�em �egove dje�ivosti sa � mogle dobiti ocjene

jS�j � 
�� 
�
� jSj � ��� � �
�
��
�
�

To znaqi da ako se skup S podijeli na skupove ma�eg dijametra� onda je �ih
vixe od

�
� 
�� 
�
 	 
��
�
 � 
���

Ova ocjena je malo slabija od potrebne za kontraprimjer u R���� trebalo je
umjesto ��
 dobiti ���	 Me�utim� ima razloga da se vjeruje da uR��� Borsukova
hipoteza nije taqna	
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Poxto je Borsukova hipoteza opovrgnuta� postavilo se novo pita�e� za koje
d je ona taqna a za koje nije	 Ponovimo� iz prethodnih izlaga�a slijedi da je
Borsukova hipoteza taqna za d � �� dok je u pos�edicama � i � dokazano da ona
nije taqna za �
� � d � ��� niti za d � �
�	 Tako je ostalo otvoreno pita�e�
da li je Borsukova hipoteza taqna za 
 � d � �
� i za ��� � d � �
��

Pita�e taqnosti Borsukove hipoteze za d � �
� rijexeno je u avgustu 
���	
godine� odmah poslije X �et�e konferencije Turnira gradova	

Poslije te konferencije� Dmitrij Gureviq� uqenik iz Tel Aviva i Alek�
sandar Gajfulin� uqenik iz �ukovska� dobili su odgovor na pita�e o taqnosti
Borsukove hipoteze u prostorima dimenzije d� ��� � d � �
�� za takve d oni su
konstruisali kontraprimjere za Borsukovu hipotezu	 �ihova konstrukcija se
bazira na dva pomo�na tvr�e�a	

Lema 	� Neka u pravouglom trouglu ABC za hipotenuzu AB �jABj � D�
i katete AC i BC �jACj � r� jBCj � R� va�i nejednakost r � R� ili xto
je isto� �r� � D�� Neka je taqka T katete BC takva da je jTAj � jTBj � ��
Tada je ��� � D��

Dokaz� Tvr�e�e leme slijedi direktno iz sliqnosti trouglova ABC i
TBS� �v	 sliku �� gdje je S sredixte du�i AB�

Sl� � Sl� 	

Lema 
� Neka je M � R
k skup dijametra D koji le�i na �k � ���

dimenzionalnoj sferi radijusa r� pri qemu je r� � D���� Ako se skup M ne

mo�e podijeliti na k�� skupova ma�eg dijametra� tada za svako d � k u Rd

postoji skup koji se ne mo�e podijeliti na d�� skupova ma�eg dijametra�

Dokaz� Neka je �� � R
k sfera radijusa r � r� i M � M� � �� skup

dijametra D koji se ne mo�e podijeliti na k � � skupova ma�eg dijametra	
Drugim rijeqima� M� je kontraprimjer za Borsukovu hipotezu u R

k koji le�i
na sferi ��� pri qemu je �r

�
� � D�	 �v	 sliku ��	

Pretpostavimo da je C���� � � � � �� centar sfere �� i A proizvo�na taqka

skupa M�	 Tada je rastoja�e taqke N��� �� � � � � ��
p
D� � r��� � Rk�� od svake

taqke sfere ��� pa dakle i od svake taqke skupaM�� jednako D	 Dijametar skupa
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M� �M� 
fNg � Rk�� je tako�e jednak D	 Skup M� le�i na k�dimenzionalnoj

sferi �� � Rk�� qiji je centar taqka C� koja je jednako uda�ena od taqaka N
i A	 Trougao NC�A �v	 sliku �� je pravougli� pa za polupreqnik r� sfere ��

prema prethodnoj lemi� va�i nejednakost� r�� � D���	
Pri podjeli skupaM� na skupove ma�eg dijametra� jedan dio se mora sasto�

jati samo od taqke N � a ostalih djelova �koji su djelovi M�� mora biti vixe od
k��	 Slijedi da se skupM� ne mo�e podijeliti na k�� djelova dijametra ma�eg
od D	 To znaqi da je M� kontraprimjer za Borsukovu hipotezu u R

k��	 Prema
principu matematiqke indukcije� postoji kontraprimjer za Borsukovu hipotezu
u prostoru Rd	

Teorema �� Ako je d � �
�� tada Borsukova hipoteza nije taqna u Rd�

Dokaz� Skup S koji je konstruisan u dokazu teoreme � je kontraprimjer
za Borsukovu hipotezu u prostoru R�	�	 Kako je S � f��� �g�	�� to skup S

le�i na sferi polupreqnika r �
p
�
�	 Dijametar skupa S je D � �


p
�� pa je

r� � �
� � �� � �� � �� � �� � D���	 Dakle� za svako d � �
� u prostoru Rd

postoji kontraprimjer za Borsukovu hipotezu	
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DODATAK

Borsukova hipoteza na 	et�oj konferenciji turnira gradova

O 	et�im konferencijama Turnira gradova

�et�e konferencije Turnira gradova su susreti pobjednika me�unarodnog
matematiqkog Turnira gradova	 Na �ima se rjexavaju slo�eni� sadr�ajni i
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zanim�ivi matematiqki zadaci� koji� ponekad� sadr�e otvorena matematiqka pi�
ta�a	

Uqenicima se daje nekoliko slo�enih �precizno� �� zadataka� koje �emo u
ovm tekstu zvati problemima	 Svaki od �ih se sastoji od nekoliko �
�����
zadataka �pita�a� koji pripadaju jednoj temi i objedi�uju se oko jedinstvenog
ci�a	 Zahtjevi i pita�a koja se postav�aju u tim zadacima su slo�eni� a na
neka od �ih predlagaqi zadataka ne znaju unaprijed odgovore	

Rjexava�e postav�enih problema zahtijeva dosta vremena i dosta intelek�
tualnih napora	 Zbog toga �et�e konferencije imaju priliqno slobodnu orga�
nizacionu formu	 One traju nekoliko dana	 Odmah po dolasku na olimpijadu
uqenici dobiju formulacije problema� a zatim se� prvog zvaniqnog dana takmi�
qe�a� organizuje �ihova prezentacija	 Autori pojedinih problema komenatari�
xu uslove u zadacima� a ti komentari qesto prerastu u zanim�iva matematiqka
predava�a	 Poslije prezentacije� uqenicima se savjetuje da izaberu po jedan od
problema koje �e rjexavati� jer se svaki uqesnik ocje�uje po problemu na kojem
postigne najbo�i rezultat	 I pored toga� neki uqenici ne �ele ili ne mogu da
se zaustave i koncentrixu na samo jedan problem� pa rade vixe �ih	

Problemi pripadaju� uglavnom� raznim oblastima matematike� teme kojima
se bave su razliqite� tako da svako mo�e praviti izbor prema svojim matema�
tiqkim sklonostima	 Dozvo�eno je sasvim slobodno objedi�ava�e u grupe pa
i rezultati mogu biti individualni i kolektivni	 Sve te okolnosti sma�uju
napetost na takmiqe�u� uqenici se ne nadme�u me�usobno� ve� se usredsre�uju
na probleme	

Prva pita�a �zadaci� su� opet po pravilu� relativno prosti� pomo�u �ih
uqenik se uvodi u temu i problem	 �iri odre�uje dva roka za pregled zada�
taka� iako se zadaci mogu davati �iriju i po redos�edu rjexava�a odre�enih
pita�a	 U prvom finixu predaju se svi do tada rijexeni zadaci� jer se poslije
provjere neki od �ih� to su najqex�e oni prostiji� razjasne u potpunosti i rad
na �ima se prekida	 Rjexava�e ostalih zadataka se produ�ava	 Na kraju� �iri
gleda kompletne materijale� ocje�uje zadatke i na oficijelnom zatvara�u kon�
ferencije dodje�uje diplome	 U �ima nema pobjednika� prvih i drugih mjesta�
ve� se opisuje za kakav matematiqki rezultat se uqenik nagra�uje	

Od posebnog znaqaja za �et�e konferencije Turnira gradova je pita�e
pripreme zadataka i naqin izbora uqesnika takmiqe�a	 Probleme pripremaju
visokokvalifikovani specijalisti	 Pripreme traju po nekoliko mjeseci	 Prak�
tiqno� odmah po zavrxetku jedne poqi�u pripreme za drugu konferenciju	

Uqesnici �et�e konferencije biraju se na osnovu rezultata na Turniru
gradova	 Turnir gradova je me�unarodno matematiqko takmiqe�e uqenika� koje
se organizuje u preko stotinu gradova svijeta	 Ono se organizuje u dva kola �
jese�e i pro�e�no	 U svakom od ovih kola postoji pripremno i osnovno takmi�
qe�e	 Uqesnici se ocje�uju po najbo�em rezultatu koji postignu na nekom od
ova qetiri takmiqe�a	 Pri tome se na svakom od tih takmqe�a ocje�uje naj�
bo�i rezulatat na tri zadatka� iako se na svakom takmiqe�u daje vixe od tri
zadatka	 To opet omogu�ava da uqenici biraju zadatke koji odgovaraju �iho�
vom matematiqkom ukusu	 Zanim�ivo je da se pored onih koji postignu najbo�e
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rezultate na Turniru gradova� na �et�u konferenciju pozivaju i pobjednici
drugih presti�nih matematiqkih olimpijada	 Sve ovo znaqi da na konferenci�
ji skoro nema uqesnika koji su tamo doxli sluqajno	 Naprotiv� ve�i dio �ih
se ve� opredijelio za matematiku kao profesiju	 Moglo bi se re�i da su oni
skoro spremni da zapoqnu nauqna istra�iva�a	 �ih problemi koji se daju na
�et�im konferencijama ne mogu ostaviti ravnoduxnim	

Na jednoj takvoj konferenciji� desetoj po redu� koja je odr�ana u Hamburgu�
avgusta 
���	 godine� ruski matematiqar M	 L	 Gerver je predlo�io Borsukov
problem kao takmiqarski zadatak	 Problem je pripremio uz pomo� ruskih ma�
tematiqara A	 Ja	 Ka�el�Bjelova� M	 I	 Malkina i M	 Ju	 Panova	

Dajemo formulaciju tog problema� u formi u kojoj je on postav�en uqesni�
cima X �et�e konferncije Turnira gradova	

O razbija�u skupa na djelove ma�eg dijametra�
teoreme i kontraprimjeri

Poxto se upoznate sa dvije serije pripremnih i dvije serije osnovnih
zadataka iz kombinatorne geometrije i teorije grafova� upozna�ete dra�
matiqnu istoriju jedne hipoteze� koja je formulisana prije 
� godina� uz
dopunske uslove dokazana qetrdesetih�pedestih godina a opovrgnuta �����
godine� Odmah iza osnovnih zadataka bi�e formulisan niz texkih pita�a�
na koje odgovori nijesu poznati�

Za sve skupove o kojima se da�e govori pretpostav�a se da su ograniqeni	

Dijametar skupa M je najma�i broj D� koji ima svojstvo da za svake dvije
taqke iz M rastoja�e me�u �ima nije ve�e od D�

Posebno� za skupove M koji se sastoji od konaqno mnogo taqaka� dijametar
je najve�e od rastoja�a parova taqaka skupa M�

Pripremni zadaci �prva serija�

�	 Doka�ite da se svaki skup u ravni mo�e podijeliti na tri skupa ma�eg
dijametra	

�	 �a� Navedite primjer skupa u ravni koji nije mogu�e podijeliti na dva
skupa ma�eg dijametra	

�b� Navedite primjer skupa u trodimenzionalnom prostoru koji nije mogu�e
podijeliti na tri skupa ma�eg dijametra	


	 Doka�ite da� �a� krug nije mogu�e podijeliti na � dijela ma�eg dijame�
tra�

�b��� trodimenzionalnu loptu nije mogu�e podijeliti na � dijela ma�eg
dijametra	

�v� Podijelite trodimenzionalnu loptu na � dijela ma�eg dijametra	

Borsukova hipoteza i neke teoreme o podjeli

U 
���	 godini poznati po�ski matematiqar Karol Borsuk je izrekao hipo�
tezu�
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Svaki ograniqen skup u trodimenzionalom prostoru mo�e se podijeliti
na qetiri dijela ma�eg dijametra	 I uopxte� svaki ograniqen skup u d�
dimenzionalom prostoru mo�e se podijeliti na d � � djelova ma�eg dijametra
�neophodne qi�enice o vixedimenzionalnim prostorima bi�e kasnije date�	

Rjexe�e zadatka 
 potvr�uje Borsukovu hipotezu za d � ��

H	 Eglston 
���	 godine i B	 Grinbaum i A	 Hepex 
���	 dokazali su hi�
potezu za d � �	 A jox ranije Borsukova hipoteza je bila dokazana za sve
centralnosimetriqne skupove i sva glatka tijela	 �G	 Hadviger� 
��� g	� �
�	

Osnovni zadaci �prva serija�

�	 Doka�ite da se svaki centralnosimetriqni skup u trodimenzionalnom
prostoru mo�e podijeliti na � dijela ma�eg dijametra	

�	 Doka�ite da je Borsukovu hipotezu dovo�no provjeriti za konveksne
skupove �to jest za skupove koji zajedno sa svakim parom taqaka sadr�e cijelu
du� s krajevima u tim taqkama�	

Definicija	 Kroz svaku graniqnu taqku konveksnog skupa V u trodimen�
zionalnom prostoru mo�e se konstruisati bar jedna ravan oslonca �tj	 takva
ravan da V le�i sa jedne �ene strane�	 Kroz tjeme konveksnog poliedra �naprim�
jer� kroz tjeme kocke� prolazi beskonaqno mnogo ravni oslonca	 Konveksni skup
�ili konveksno tijelo� V naziva se glatkim ako kroz svaku �egovu graniqnu
taqku prolazi taqno jedna ravan oslonca	


��	 Doka�ite da svako glatko konveksno tijelo u trodimenzionalnom pro�
storu mo�e biti podije�eno na � dijela ma�eg dijametra	

Kontraprimjeri za Borsukovu hipotezu

U 
���	 godini desilo se neoqekivano� D	 Kan i G	 Kalai su konstruisali
kontraprmijer za Borsukovu hipotezu za d � ���� i za sve d � ���
	 U ��� i
��� konstruisani su novi kontraprimjeri za d � �

 i d � �
�	 U da�em tesktu
predla�u se zadaci koji vode ka modifikacijama tih kontraprimjera	 Kan i
Kalai su konstruisali primjere za sve dimenzije oblika d � C�

�p� gdje je p

prost broj� specijalno� za p � �� dobija se d � �

 � C�
���

Mnogodimenzionalna kocka

Uvedimo pravougaoni sistem koordinata x�� x� u ravni i x�� x�� x� u tro�
dimezionalnom prostoru	 
 taqke ��� ��� ������� ���� �� i ������� u ravni su
tjemena kvadrata� � taqaka �x�� x�� x�� u trodimenzionalnom prostoru� gdje je
svaka od koordinata xj jednaka � ili ��� su tjemena kocke	

Analogno� 
� taqaka �x�� x�� x�� x��� gdje je svaka od koordinata xj jednaka
� ili ��� su tjemena qetvorodimenzionalne kocke� �� taqke �x�� x�� x�� x�� x���
gdje je svaka od koordinata xj jednaka � ili ��� su tjemena petodimenzionalne
kocke itd	

Za n�dimenzionalnu kocku �za skup taqaka �x�� x�� � � � � xn�� jxj j � ��� kori�
sti�emo oznaku ���� ��n�
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Rastoja�e r � jxx�j izme�u taqaka
��� x � �x�� x�� � � � � xn� i x� � �x��� x

�
�� � � � � x

�
n�

definixe se formulom

��� r� � �x� � x���
� � �x� � x���

� � � � �� �xn � x�n�
��

Sjedinivxi koordinatni poqetak � � ��� �� � � � � �� s taqkom x � �x�� x�� � � � � xn��
dobijamo vektor �x� skalarni proizvod vektora �x i �x� je broj

��� xx� � x�x
�
� � x�x

�
� � � � �� xnx

�
n

Za n � � i n � � to su izvorne formula za rastoja�e i za skalarni proizvod u
ravni i u trodimenzionalnom prostoru	

Pripremni zadaci �druga serija�

�	 Neka su ��� tjemena n�dimenzionalne kocke ���� ��n� svaka od koordinata
xj i svaka od koordinata x

�
j jednaka � ili ��� j � �� �� � � �n�

�a� Neka je xj � x�j za s vrijednosti indeksa j i xj �� x�j za t vrijednosti
indeksa j� s � t � n	 Qemu je jednak tada kvadrat rastoja�a ��� izme�u taqaka
���!

�b� Koliko ima razliqitih u parovima rastoja�a izme�u tjemena kocke
���� ��n! Koliko tjemena le�i na svakom od tih rastoja�a od datog tjemena!

Uputstvo
Za kvadrat postoje dva razliqita para nenultih rastoja�a� du�ina strane

i du�ina dijagonale� ako se fiksira tjeme ��� �� kvadrata� onda se� u pogledu
rastoja�a od tog tjemena� sva qetiri tjemena kvadrata dijele na tri grupe�


 � � � � � �

�u prvoj grupi � samo tjeme ��� ��� u drugoj � tjemena ������ i ���� ��� u tre�oj
� ��������	 Za trodimenzionalnu kocku odgovaraju�a podjela ima oblik

� � � � � � � � ��

Produ�ite �
 ��� �� ��� 

 ��� ��� ��� ��
 ��� ��� ��� ���
 ��� � � � � �n ��
�v� Qemu je jednak dijametar kocke ���� ��n!
�	 Kakve vrijednosti uzima skalarni proizvod ���� ako su �
� tjemena n�

dimenzionalne kocke ���� ��n!
Definicija� Za vektore �x i �x� ka�e se da su ortogonalni� ako je �ihov

skalarni proizvod jednak ��

�	 Za koje n me�u vektorima koji spajaju centar � kocke ���� ��n sa �enim
tjemenima postoje oni koji su ortogonalni! Fiksirajmo tjeme x kocke� za koliko
su tjemena x� vektori �x� i �x ortogonalni!

Ideja kontraprimjera

Konstruisa�emo dva konaqna skupa X i Y �X �e biti podskup tjemena n�
dimenzionalne kocke� Y � podskup tjemena d�dimenzionalne kocke� X � ���� ��n�
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Y � ���� ��d� d � C�
n���� koja �e se sastojati od jednog te istog broja taqaka�

jX j � jY j � N�

Me�u skupovima X i Y bi�e uspostav�ena uzajamno jednoznaqna korespon�
dencija

�
� x�
 y� x� �
 y��

takva da maksimalno uda
enim jednoj od druge taqkama y� y� odgovaraju or�
togonalni vektori �x� �x�� tj� ako je D dijametar Y � tada �e va�iti

��� �x� x�� � ��
 jy� y�j � D�

Zatim se Y transformixe u graf �� tjemena y� y� se spajaju ivicom ako i
samo ako je jy� y�j � D i istra�uju se kompletni podgrafovi grafa � �tj	 takvi
podgrafovi u kojima su svaka dva tjemena spojena ivicom�� izraqunava se broj
q tjemena maksimalnog �koji sadr�i najve�i mogu�i broj tjemena� kompletnog
podgrafa � grafa � i dokazuje nejednakost

�
� N�q � d� ��

��	 Doka�ite da iz ��� slijedi da je minimalni broj djelova dijametra � D�
na koje mo�emo podijeliti skup Y � ve�i od d�� �tako da ��� daje kontraprimjer
za Borsukovu hipotezu�

Zbog ��� i ��� sve konstrukcije se faktiqki realizuju ne u Y ve� u X�
naime� X se transformixe u graf � i tjemena x� x� se spajaju ivicama ako i
samo ako je �x� x�� �� ��

Osnovni zadaci �druga serija�

��	 Postavimo n � 
� i utopimo n�dimenzionalnu kocku ���� ��n u �n� ���
dimenzionalni prostor s koordinatama fxjgnj��	 Drugim rijeqima� ���� ���� se
tretira kao 
��dimenzionalna strana x� � � kocke ���� ����	 Definiximo X kao
s�ede�i podskup tjemena kocke	 Tjeme fxjgnj��� xj � ��� pripada skupu X ako
je x� � � i broj minus jedinica me�u fxjgnj�� je paran	 Provjerite da X sadr�i

N � �n�� taqaka� jX j � N � ����

��	 Postavimo sada d � C�
�� � �

 i preslikajmo X na s�ede�i skup Y

tjemena d�dimenzionalne kocke ���� ��d�
Razmotrimo skup P svih parova �i� j�� � � i � j � n � 
� �provjerite da je

broj takvih parova jednak d� tako da ih mo�emo numerisati brojevima k � k�i� j��
� � k � d� i tjemenu x � fxjgnj�� � X pridru�imo taqku y � y�x� � Y s
koordinatama

yk � yk
i�j� � xi��xj � �i� j� � P� � � k � k�i� j� � d�

Doka�ite da je konstruisano preslikava�e y � y�x� uzajamno jednoznaqno i�
dakle� da Y �kao i X� sadr�i N taqaka�

jY j � jX j � N � ��� � 
� ��� �

 
�� ��
�
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Graf � i �egov maksimalni kompletni podgraf �

Neka je D dijametar skupa Y 	 Transformiximo Y u graf �� sjedinivxi
ivicama sve parove tjemena y� y� � Y izme�u kojih je rastoja�e jyy�j ma�e od
D	 Neka je � maksimalni kompletni podgraf grafa �� tj	 takav �koji sadr�i
najve�i mogu�i broj tjemena� podgraf kod koga su bilo koja dva tjemena spojena
ivicama	 Kada rijexite zadatke 
��
�� uvidje�ete da va�i�

Teorema� Broj j�j tjemena podgrafa � nije ve�i od

��P
k��

Ck
�� � �

� 
�� ����

Prihvataju�i da je ta teorema taqna� rijexite zadatak 
�	

�
	 Provjerite nejednakost N�j�j � � 

� i objasnite zaxto iz �ega slijedi
da je Borsukova hipoteza netaqna za sve d� �

 � d � � 

��

��	 Doka�ite da za razliqite x� x� � X skalarni proizvod �x� x�� �Pn
j�� xjx

�
j mo�e uzeti vrijednosti ���
k� � � k � ��� i ne uzima nikakve druge

vrijednosti� �x� x� � 

�

��	 Doka�ite da je rastoja�e jyy�j me�u tjemenima y � y�x�� y� � y�x�� � Y
jednako dijametru D ako i samo ako je skalarni proizvod �x� x�� � ��

�
	 Sada se graf � mo�e dobiti na novi naqin� tako xto se ivicama pove�u
svi parovi x� x� � X� za koje je �x� x�� �� �	 Izvedite odatle zak�uqak da broj

tjemena j�j maksimalnog kompletnog podgrafa � grafa � nije ma�i odP��
k�� C

k
���

Polinomi Fa�x� i Ga�x�

Svakom a � X pridru�imo polinom
���
Fa�x� � ��a� x� � �� ��a� x� � �� ��a� x�� �� ��a� x� � �� � � � ��a� x�� �� ��a� x� � �� �

Ako se ��� zapixe u obliku linearne kombinacije monoma i uzastopno primijeni
qi�enica da je x�j � �� dobijamo novi� jednak Fa�x� na X� polinom Ga�x� s

monomima cxs�j�x
s�
j�
� � � cxs��j��

� c � cijeli brojevi� � � j� � j� � � � � � j � �� � n �

�� sk � � ili ��

��	 Doka�ite da za svako a� x � X va�e s�ede�e relacije	 Ako je a �� x i
�a� x� �� � tada je Fa�x� � � �mod ���	 Ako je a � x� tada je Fa�x� �� � �mod ����

��	 Neka su fajgqj�� � X u parovima neortogonalni� skalarni proizvod

bilo koja dva od �ih je razliqit od nule	 Polinome Ga�x� za a � aj oznaqimo
sa gj�x�� � � j � q	 Doka�ite da su gj�x� linearno nezavisni nad prstenom
cijelih brojeva� ako je

c�g��x� � � � �� cqgq�x� � �� gdje su c�� � � � � cq cijeli brojevi�

tada je c� � � � � � cq � �	 Izvedite odatle teoremu o broju j�j tjemena maksi�
malnog podgrafa � grafa �� doka�ite da � nije ve�e od

P��
k�� C

k
���



Borsukova hipoteza ��

Novi kontraprimjeri

Zadaci 

�
� dovode do zak�uqka� Borsukova hipoteza je netaqna za sve
d� �

 � d � �

�	 Zadaci 
���
 dovode do analognog zak�uqka za �
� � d � ����
i �
� � d � ����

��	 Postavimo

n � 
�� N � ��� � ���� ��� 
�� ��
� q �

P

k��

Ck
�� � 
�� ��� ����

�a� Utopimo n�dimenzionalnu kocku ���� ��n u �n����dimenzionalni prostor
sa koordinatama fxjgnj�� i� tretiraju�i ���� ���� kao 
��dimenzionalnu stranu

x� � � kocke ���� ����� definiximo X sliqno kao xto je to ura�eno u zadatku
��� tjeme fxjgnj��� xj � ��� pripada X ako je x� � � i broj minus jedinica me�u

fxjgnj�� je paran	
Provjerite da X sadr�i N � �n�� taqaka� jX j � N � ����
�b� Kao u zadatku 
�� preslikajmo X na podskup Y tjemena d�dimenzionalne

kocke ���� ��d� d � C�
�� � �
��

Razmotrimo skup P svih parova �i� j�� � � i � j � n � 
� �broj takvih
parova jednak je d� tako da ih mo�emo numerisati brojevima k � k�i� j�� � � k �
d� i tjemenu x � fxjgnj�� � X pridru�imo taqku y � y�x� � Y s koordinatama

yk � yk
i�j� � xi��xj � �i� j� � P� � � k � k�i� j� � d�

Doka�ite da Y � kao i X� sadr�i N taqaka� jY j � jX j � N � ��� �
���� ��� 
�� ��
�

�v� Koje vrijednosti uzima skalarni proizvod �x� x�� �
Pn

j�� xjx
�
j za x� x

� �
X!

�g� Doka�ite da je rastoja�e jyy�j me�u tjemenima y � y�x�� y� � y�x�� � Y
jednako diajmetru D skupa Y ako i samo ako je skalarni proizvod �x� x�� � ���

�d�� Transformiximo X u graf �� spajaju�i ivicama sve parove tjemena
x� x� � X za koje je �x� x�� �� ��	 Doka�ite da je broj tjemena j�j maksimalnog
kompletnog podgrafa � grafa � jednak q �

P

k�� C

k
���

�� Iz nejednakosti

���
N

q
�

���� ��� 
�� ��



�� ��� ���
� � ���

izvedite zak�uqaka da je Borsukova hipoteza netaqna za svako d� �
� � d �
� ����

��	 Iz nejednakosti ��� izvedite zak�uqak da Borsukova hipoteza nije
taqna za d � �
��

��	 Postav�aju�i n � ��� d � C�
�� � �
�� N � ��� � 
��
 �
� ��
 i q �P�

k�� C
k
�� � �

� ���� zak�uqite da iz nejednakosti N�q � ���� da je Borsukova

hipoteza netaqna za sve d� �
� � d � ����

Nerijexena pita�a

Upore�uju�i dobijene rezultate sa �������� vidimo da je Borsukova hipote�
za netaqna za sve d� �
� � d � ��� i d � �
��



�� M� Ja�imovi�� �� Kovijani�

��	 Da li je Borsukova hipoteza taqna za � � d � �
�! Xta je taqno�
teorema ili kontraprimjer za ��� � d � �
�!

Na dio tih pita�a� mo�da se uspije odgovoriti ako se rijexe zadaci koji
slijede	 Za prelaz od tih zadataka na geometrijske treba zamijeniti nule i
jedinice respektivno sa �� i ���

A	 Razmotrimo ��� � ���
 taqaka i numeriximo ih brojevima �� �� �� �� � � � �
� ����

Svaki od ovih brojeva zapiximo u binarnom obliku �kao 
��cifarski broj��

�� ��� ���� ���� �� ��� ���� ���� �� ��� ���� ���� � � � � ����� ��� ���� ����

Slijeva svakom broju dopiximo �� sdesna � ili � tako da broj jedinica �kao i
broj nula� postane paran�

�� ���� ���� ����� �� ���� ���� ����� �� ���� ���� ����� � � � � ����� ���� ���� �����

Svakom paru dobijenih �
��cifarskih� brojeva a� b pridru�imo a � b� koje
ima na i�om mjestu cifru � ako su i�te cifre brojeva a i b jednake i cifru � ako
su i�te cifre brojeva a i b razliqite	

Konstruiximo graf � spojivxi dio taqaka ivicama po s�ede�em pravilu�
taqke numerisane sa a i b se ne spajaju ako a � b ima jednako �po �� nula i
jedinica i spajaju u svim ostalim sluqajevima	

�a� Koliko tjemena ima maksimalni kompletni podgraf grafa �!
�b� Na koji se minimalni broj kompletnih podgrafova mo�e podijeliti

graf �!
B	 Uopxtite zadatak A na sluqaj ��k�� taqaka	
C	 Uopxtite zadatak A na sluqaj ��k taqaka �u tom sluqaju pri konstrukciji

grafa � taqke numerisane sa a i b se ne spajaju ako a � b ima skoro jednako nula
i jedinica �k�� jednih i k drugih�� i spajaju ako se broj nula i jedinica u a� b
razlikuje za vixe od �	�

�
	 Borsukova hipoteza se mo�e formulisati na s�ede�i naqin�
Oznaqimo sa f�d� minimalni od brojeva m za koji se svaki ograniqeni skup

u d�dimenzionalnom prostoru mo�e podijeliti na m djelova ma�eg dijametra	
Tada je f�d� � d� ��

U ��� je dobijena ocjena f�d� � ���
p
d	 Kako stvarno raste f�d� sa rastom d!
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