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O ODRE�IVA�U ASIMPTOTA KRIVIH LINIJA

�� U naxim� a i u inostranim sred�oxkolskim u�benicima u kojima se
razmatra analitiqka geometrija u ravni qesto se nailazi na slede�a tvr�e�a
u vezi sa hiperbolom

��� b�x� � a�y� � a�b� � � �a � �� b � ��

i pravom

��� y � kx� n �

�� prava ��� seqe hiperbolu �	� u dvema taqkama ako je b� � n� � a�k� � �


�� prava ��� je tangenta hiperbole �	� ako je b� � n� � a�k� � �� xto znaqi
da je to uslov dodira prave ��� i hiperbole �	�


	� prava ��� i hiperbola �	� nemaju zajedniqkih taqaka ako je b� � n� �
a�k� � ��

Napomena �� Ovo je bio citat iz jednog naxeg u�benika� ali namerno ne
navodim iz kog� jer se identiqna ili sliqna tvr�e�a mogu na�i i na mnogim
drugim mestima� Ponegde pixe i da va�e tvr�e�a obratna tvr�e�ima ��� �� i
	�� tj� da se req ��ako
 u tim tvr�e�ima mo�e zameniti frazom ��ako i samo ako
�

U stvari� tvr�e�a �� i �� nisu taqna� a tvr�e�e 	� nije taqno ako se ��ako

zameni sa ��ako i samo ako
� Primeri koji to pokazuju sasvim su jednostavni�

Neka je a � b � k � n � �� Tada uslov b� � n� � a�k� � � jeste ispu�en�
jer postaje � � �� ali se lako pokazuje da prava y � x � � ne seqe hiperbolu
x� � y� � � � � u dvema razliqitim taqkama� ve� samo u jednoj taqki� naime u
taqki ���� ���

Neka je a � b � k � �� n � �� Tada uslov b� � n� � a�k� � � jeste ispu�en�
ali prava y � x i hiperbola x� � y� � � � � nemaju zajedniqkih taqaka
 dakle�
ne dodiruju se�

Napomena �� Pojmovi tangenta i prava i kriva se dodiruju obiqno
nisu precizno definisani u sred�oxkolskoj analitiqkoj geometriji i� po mom
mix�e�u� nema ni razloga da budu pre uvo�e�a izvoda� Uglavnom se ide na
intuitivnu predstavu� po analogiji sa pojmovima tangenta kruga� odnosno dodi�
riva�e prave i kruga�
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Do navedenih grexaka dolazi se zbog jednog previda� Naime� iz jednaqina
�	� i ���� kao posledica� dobija se jednaqina

�	� �b� � a�k��x� � �a�knx� �a�n� � a�b�� � � �a � �� b � ��

i tvr�e�a ��� �� i 	� �kao i �ima obratna tvr�e�a� zaista jesu taqna� ali pod
uslovom da je b� � a�k� �� �� tj� da je ��� kvadratna jednaqina po x�

Me�utim� ako je b� � a�k� � �� jednaqina ��� svodi se na

�
� ��abnx� �a�n� � a�b�� � ��

a to su dve linearne jednaqine� sa po taqno jednim rexe�em� ako je n �� �� i ta
rexe�a su apscise jedinstvenih preseqnih taqaka pravih ��� i hiperbole �	��
Ako je n � �� ��� postaje a�b� � �� xto je netaqno� pa prava ��� i hiperbola �	�
tada nemaju zajedniqkih taqaka�

Primetimo da kada je b��a�k� � �� n � �� onda iz ��� dobijamo y � ��b�a�x�
a to su� kao xto znamo� jednaqine asimptota hiperbole �	�� Dakle� asimptote
hiperbole �	� dobijaju se tako xto se koeficijenti uz x� i x u jednaqini ���
izjednaqe sa nulom� pri qemu slobodan qlan u toj jednaqini nije ��

Napomena �� Ni pojam asimptote se ne definixe precizno u sred�o�
xkolskoj nastavi analitiqke geometrije� tj� pre uvo�e�a graniqnih vrednosti�

Umesto toga� opet se �sasvim opravdano� ide
na intuitivnu predstavu� asimptota neke kri�
ve je prava linija kojoj se ta kriva sve vixe
i vixe pribli�ava� ali je tokom tog pri�
bli�ava�a ne seqe niti dodiruje� Na pri�
mer� iako se prava �p� i kriva �k� prikazane
na slici seku u taqkama A i B� ipak je prava
�p� asimptota krive �k�� jer joj se kriva �k�
sve vixe i vixe pribli�ava �xto je x ve�e i
ve�e�� ali tokom tog pribli�ava�a je ni�
ti seqe niti dodiruje� I prava �q� je tako�e
asimptota krive �k��

�� Prethodna jednostavna analiza standardne grexke u vezi sa hiperbolom
�	� i pravom ��� ukazuje na jedan opxti metod za tra�e�e asimptota krive linije
F �x� y� � �� gde je F �x� y� polinom po x i y� Razmotri�emo deta�no sluqaj kada
je F �x� y� polinom stepena �� tj� tra�imo asimptote krive

��� a�x
� � a�xy � a�y

� � b�x� b�y � c � � �a�
�
� a�

�
� a�

�
� ���

Iz jednaqina ��� i ��� kao posledicu dobijamo jednaqinu

�a� � a�k � a�k
��x� � �a�n� �a�kn� b� � b�k�x� �a�n

� � b�n� c� � ��

i� po analogiji sa hiperbolom �	�� asimptote oblika ��� tra�imo iz uslova

��� a� � a�k � a�k
� � �� a�n� �a�kn� b� � b�k � �� a�n

� � b�n� c �� ��



O odre�iva�u asimptota krivih linija 		

Ako stavimo

�
� P �t� � a� � a�t� a�t
�� Q�t� � b� � b�t�

tada se prve dve jednakosti iz ��� mogu napisati u obliku

��� P �k� � �� P ��k�n�Q�k� � ��

pa koeficijente k i n u jednaqini asimptote ��� odre�ujemo iz sistema jednaqina
���� uz uslov

��� a�n
� � b�n� c �� ��

�� Pretpostavimo da postoji rexe�e sistema ���� dato sa k � p� n � q�
takvo da uslov ��� nije ispu�en� tj� da va�i

���� P �p� � �� P ��p�q �Q�p� � �� a�q
� � b�q � c � ��

To znaqi da je F �x� px � q� � �� a to znaqi da je polinom F �x� y� de�iv poli�
nomom y � px� q� i s obzirom da je F �x� y� polinom stepena �� imamo F �x� y� �
�y � px � q��Ax � By � C�� pa su jednaqinom F �x� y� � �� tj� jednaqinom ����
predstav�ene dve prave linije koje mogu da se seku �A� pB �� ��� mogu da budu
paralelne �A�pB � �� C� qB �� ��� ili koje mogu da se poklapaju �A�pB � ��
C � qB � ���

Da bismo odredili uslov koji obezbe�uje da su jednaqinom ��� definisane
dve prave linije �ili jedna�� pretpostavimo da je P �p� � �� P ��p� �� �� Tada je
q � �Q�p��P ��p� i tre�a jednaqina u �	�� postaje

a�

� Q�p�

P ��p�

��
� b�

Q�p�

P ��p�
� c � ��

xto se� s obzirom da je P ��p� � �a�p � a� �� �� Q�p� � b�p � b�� posle kra�eg
raquna svodi na

���� �b�
�
� 
a�c���a�p� � a�p�� a�b�b� � a�

�
c� a�b

�

�
� ��

Me�utim� kako je P �p� � �� imamo �a�p� � a�p � a�� i �		� postaje

���� a�b
�

�
� 
a�a�c� a�b�b� � a�

�
c� a�b

�

�
� ��

Jednakost �	�� mo�e da se napixe u preglednijem obliku

��	� D � �� gde je D �

������
�a� a� b�
a� �a� b�
b� b� �c

������

i ona predstav�a potreban uslov da su jednaqinom ��� definisane dve prave li�
nije �koje mogu da se seku� da budu paralelne ili da se poklapaju�� Zaista� iako
smo gor�i uslov izveli iz pretpostavke P �p� � �� P ��p� �� �� on va�i u opxtem



	
 J� D� Keqki�

sluqaju� Naime� ako jednaqina ��� predstav�a dve prave� ona je ekvivalentna
nekoj jednaqini oblika

��
� �Ax �By � C��Dx �Ey � F � � �

koja kad se razvije glasi

���� ADx� � �AE �BD�xy �BEy� � �AF � CD�x� �BF � CE�y � CF � ��

Jednaqina ��� i jednaqina �	��� odnosno �	��� ekvivalentne su ako i samo ako
postoji � �� �� tako da je

a� � �AD� a� � ��AE �BD�� a� � �BE�

b� � ��AF � CD�� b� � ��BF � CE�� c � �CF�

i onda nije texko proveriti da je uslov �	�� zaista ispu�en�

Uslov �	�� nije me�utim ��sasvim
 dovo�an da bi jednaqinom ��� bile de�
finisane dve prave linije� Naime� uslov �	�� obezbe�uje da se polinom na levoj
strani jednaqine ��� mo�e faktorizovati na dva linearna polinoma� ali �iho�
vi koeficijenti mogu da budu kompleksni brojevi� a takav sluqaj u �realnoj�
analitiqkoj geometriji nema interpretaciju�

Primer �� Za jednaqinu

���� x� � �y� � �x� �y � � � �

uslov �	�� je ispu�en� i zaista �	�� se mo�e napisati u obliku

�x�
p
� iy � � � �

p
� i��x�

p
� iy � �� �

p
� i� � ��

ali tom jednaqinom nisu predstav�ene dve prave linije �u realnoj analitiqkoj
geometriji�� S obzirom da se �	�� mo�e napisati i u obliku �x�������y���� �
�� jasno je da je tom jednaqinom definisana samo jedna taqka� tj� taqka ��������

Sliqno� uslov �	�� ispu�en je i za jednaqinu

��
� x� � 
xy � 
y� � 
x� �y � �� � �

i ona se mo�e faktorizovati�

�x � �y � �� 
i��x� �y � � � 
i� � ��

ali ipak ne predstav�a dve prave linije� S obzirom da je �	�� ekvivalentno sa

���� �x� �y�� � 
�x� �y� � �� � ��

jasno je da �	�� odre�uje prazan skup taaka u ravni� jer ne postoje realni brojevi
x i y takvi da va�i �	��
 naime� jednaqina t��
t��� � � nema realna rexe�a�

Uopxte� mo�e da se poka�e da iz �	�� sledi da su jednaqinom ��� definisane
dve prave linije� jedna prava linija� jedna taqka� ili prazan skup taqaka� pa ni
u jednom od tih sluqajeva nema smisla tra�iti asimptote�



O odre�iva�u asimptota krivih linija 	�

�� Vratimo se jednaqini ���� polinomima P i Q definisanim sa ��� i
determinanti D definisanoj sa �	���

Pretpostavimo da jednaqina P �t� � � ima dva �razliqita� rexe�a po t� �
i �� xto je ekvivalentno sa� a� �� �� a�

�
� 
a�a� � �� Tada je P ��� � P ��� � ��

P ���� �� �� P ���� �� � �jer su � i � proste nule polinoma P � i kriva ���� pod
uslovom D �� �� ima dve asimptote

���� y � �x� Q���

P ����
� y � �x� Q���

P ����
�

dakle� u tom sluqaju kriva ��� je hiperbola�

Primer �� Za krivu

���� x� � �xy � 	y� � �x� y � 	 � �

imamo P �t� � � � �t � 	t�� Q�t� � � � t� D � ���� Va�i� P �t� � � ako i samo
ako t � � ili t � ���	� Da�e� P ��t� � � � �t� pa je P ���� � �
� P �����	� � 
�
Kriva ���� je hiperbola qije su asimptote

y � x� Q���

P ����
i y � ��

	
x� Q����	�

P �����	� �

tj� y � x�
	



i y � ��

	
x� �

��
�

Ako je P ��� � P ��� � �� P ���� �� �� P ���� �� �� D � �� onda jednaqina ���
predstav�a dve prave linije koje se seku i qije su jednaqine date sa �	���

Primer �� Za krivu

���� �x� � xy � �y� � 
x� �
y � 
 � �

imamo P �t� � � � t� �t�� Q�t� � �
 � �
t� pa je P �t� � � ako i samo ako t � ��	
ili t � ���� i mo�emo uzeti � � ��	� � � ����� Kako je P ��t� � �� ��t� imamo
P ���� � �
� P ���� � 
� a tako�e je Q��� � 
�	� Q��� � ��
� U ovom sluqaju je
D � �� i jednaqina ��	� ekvivalentna je sa

�
y � �

	
x� �

	

��
y �

�

�
x� �

�
� �

i predstav�a dve prave linije koje se seku�

Do sada smo ispitivali kada kriva ��� ima asimptote oblika y � kx � n�
Me�utim� kriva ��� mo�e da ima i tzv� vertikalnu asimptotu qija jednaqina
x � � nije obuhva�ena jednaqinom y � kx � n� Iz jednaqine ��� i jednaqine
x � � dobijamo

a�y
� � �a��� b��y � �a��

� � b��� c� � �

i vertikalna asimptota mo�e da postoji samo ako je a� � �� Me�utim� u ovom
ode�ku va�i pretpostavka a� �� �� xto znaqi da kriva ��� nema vertikalnu asim�
ptotu�
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	� Pretpostavimo da jednaqina po t� P �t� � � ima taqno jedno rexe�e ��
xto je ekvivalentno sa�

a� �� �� a�
�
� 
a�a� � � ili a� � �� a� �� ��

Ova dva sluqaja razmatramo posebno�

Neka je prvo a� �� �� a�
�
� 
a�a� � �� Tada je P ��� � P ���� � �� Ako je

Q��� �� �� kriva ��� nema asimptotu�

Neka je Q��� � �� Iz jednakosti

a� � �a�� � �� b� � b�� � � �a� �� ��

dobijamo b� �� � i a�b� � �a�b�� Tako�e iz a�
�
� 
a�a� � �� a� �� �� sledi

a� � a�
�
�
a� i jednaqina ���� posle mno�e�a sa 
a�� postaje

a�
�
x� � 
a�a�xy � 
a�

�
y� � 
a�b�x� 
a�b�y � 
a�c � ��

tj�

���� a�
�
x� � 
a�a�xy � 
a�

�
y� � �a�b�x� 
a�b�y � 
a�c � ��

jer je �a�b� � a�b�� Lako se proverava da je za jednaqinu ���� ispu�en uslov
�	��
 prve dve vrste odgovaraju�e determinante su proporcionalne� pa u ovom
sluqaju nema smisla tra�iti asimptote�

Napomena �� U stvari� jasno je da se ���� mo�e napisati u obliku

�a�x� �a�y�
� � �b��a�x� �a�y� � 
a�c � ��

i ona predstav�a dve paralelne prave ako je b�
�
� 
a�c � �� jednu pravu ako je

b�
�
� 
a�c � �� ili prazan skup taqaka ako je b�

�
� 
a�c � ��

Pretpostavka a� �� � tako�e povlaqi� kao i u prethodnom ode�ku� da kriva
���� nema vertikalnu asimptotu�

Razmotrimo sada drugi sluqaj kad jednaqina P �t� � � ima taqno jedno re�
xe�e �� tj� sluqaj a� � �� a� �� �� Tada je

D �

������
�a� a� b�
a� � b�
b� b� �c

������
� ��a�b�b� � a�

�
c� a�b

�

�
��

U ovom sluqaju sistem jednaqina ��� ima rexe�e

k � � � �a�
a�
� n �

a�b� � b�a�
a�
�

i kriva ���� uz uslov D �� �� ima asimptotu

��	� y � �a�
a�

x�
a�b� � b�a�

a�
�

�

Ispitajmo da li ��� u ovom sluqaju ima vertikalnu asimptotu� S obzirom da je
a� � �� a� �� �� iz jednaqine ��� i jednaqine x � � dobijamo

�a��� b��y � �a��
� � b��� c� � �
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i vidimo da� uz uslov D �� �� postoji vertikalna asimptota qija je jednaqina

��
� x � �b��a��
Dakle� ako je a� � �� a� �� �� D �� �� kriva ��� je hiperbola sa asimptotama ����
i �����

Primer �� Jednaqina

	x� � xy � 
x� �y � � � �

predstav�a hiperbolu qije su asimptote y � 	x� � i x � ���
Ako je D � �� tada ne tra�imo asimptote krive ����

Napomena �� Ako je D � �� tj�

���� c �
a�b�b� � a�b

�

�

a�
�

�

jednaqina ���� posle mno�e�a sa a�
�
� postaje

a�a
�

�
x� � a�

�
xy � a�

�
b�x� a�b�b� � a�b

�

�
� ��

xto je ekvivalentno sa

�a�x� b���a
�

�
y � a�a�x� a�b� � a�b�� � ��

i ovom jednaqinom definisane su dve prave linije koje se seku�

Primer �� Jednaqina

	x� � xy � 
x� �y � 
� � �

mo�e da se napixe u obliku �x� ���y � 	x� �� � ��

Napomena �� Kada je a� � �� jednaqina ��� mo�e da se predstavi u obliku

y � f�x�� gde je f�x� � �a�x
� � b�x� c

a�x� b�
�

Odrediti� uobiqajenim metodima� sve asimptote ovako definisane funkcije f �
i uporediti dobijene rezultate sa prethodnim� Posebno obratiti pa��u na
sluqaj kad je c dato sa �����


� Pretpostavimo da jednaqina P �t� � � nema rexe�a� xto je ekvivalentno
sa� a� �� �� a�

�
�
a�a� � � ili a� � a� � �� a� �� �� U tom sluqaju kriva ��� nema

asimptote�

�� Na osnovu prethodnih razmatra�a mo�e dosta jednostavno da se utvrdi
koja je linija predstav�ena jednaqinom ���� i to u zavisnosti od polinoma P i
Q definisanih sa ��� i determinante D definisane sa �	���

Razlikujemo slede�e sluqajeve�

	� Jednaqina P �t� � � ima dva rexe�a � i ��
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	�	� Ako D �� �� jednaqina ��� predstav�a hiperbolu qije su asimptote �	���

	��� Ako je D � �� jednaqina ��� predstav�a dve prave koje se seku i qije
su jednaqine �	���

�� Jednaqina P �t� � � ima taqno jedno rexe�e ��

��	� Ako je a� �� �� Q��� �� �� jednaqina ��� predstav�a parabolu�

���� Ako a� �� �� Q��� � �� jednaqina ��� predstav�a dve paralelne prave�
jednu pravu ili prazan skup taqaka�

���� Ako a� � �� D �� �� jednaqina ��� predstav�a hiperbolu qije su asim�
ptote ���� i �����

���� Ako je a� � �� D � �� jednaqina ��� predstav�a dve prave koje se seku
i qije su jednaqine ���� i �����

�� Jednaqina P �t� � � nema rexe�a�

��	� Ako a� �� �� jednaqina ��� predstav�a elipsu �specijalni sluqajevi�
krug� taqka� ili prazan skup taqaka�

���� Ako a� � �� b� �� �� jednaqina ��� predstav�a parabolu�

���� Ako a� � b� � �� jednaqina ��� predstav�a dve vertikalne paralelne
prave� jednu vertikalnu pravu ili prazan skup taqaka�

�� Sliqan postupak mo�e se primeniti i na tra�e�e asimptota krive li�
nije F �x� y� � �� gde je F �x� y� polinom po x i y stepena vixeg od �� Naime�
asimptote oblika y � kx� n tra�imo tako xto jednaqinu F �x� kx� n� � � sre�
dimo i napixemo u obliku polinoma po x� a zatim izjednaqimo sa nulom prvo
najstariji koeficijent� zatim slede�i� itd� i usput razmatramo mogu�ne sluqa�
jeve� Tako� na primer� ako je F �x� y� polinom stepena �� tj� ako imamo jednaqinu

���� a�x
� � a�x

�y � a�xy
� � a�y

� � b�x
� � b�xy � b�y

� � c�x� c�y � d � ��

gde je a�
�
� a�

�
� a�

�
� a�

�
� �� tada� stav�aju�i y � kx� n� dobijamo

��
� P �k�x� � �P ��k�n�Q�k��x� � � �
�
P ���k�n� �Q��k�n�R�k��x� S�n� � ��

gde je

P �t� � a� � a�t� a�t
� � a�t

�� Q�t� � b� � b�t� b�t
��

R�t� � c� � c�t� S�t� � a�t
� � b�t

� � c�t� d

i mo�emo izvrxiti deta�nu analizu� sliqnu onoj koju smo izvrxili u sluqaju
kada je F �x� y� polinom stepena �� Recimo� va�e slede�i zak�uqci�

�i� Ako postoji realan broj � takav da je P ��� � �� P ���� �� �� kriva ����

ima asimptotu y � �x� Q���

P ����
� pod uslovom

�

�
P �����

� Q���

P ����

��
�Q����

Q���

P ����
�R��� �� � ili S

�
� Q���

P ����

�
�� ��

�ii� Ako postoji realan broj � takav da je P ��� � P ���� � �� Q��� �� ��
kriva ���� nema asimptotu oblika ����
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�iii� Ako postoje realni brojevi � i � takvi da je P ��� � P ���� � Q��� � ��
�

�
P ������� �Q����� �R��� � �� S��� �� �� kriva ���� ima asimptotu y � �x� ��

�iv� Ako postoji realan broj � takav da je P ��� � P ���� � P ����� � Q��� �

�� Q���� �� �� kriva ���� ima asimptotu y � �x� R���

Q����
� pod uslovom da je

S
�
� R���

Q����

�
�� ��

Ovo su bili samo neki od mogu�nih zak�uqaka u vezi sa jednaqinom �����
Ne�emo se upuxtati u deta�nu analizu sluqajeva kad je F �x� y� polinom vi�
xeg stepena od �� jer se stvari priliqno komplikuju� pa takva analiza postaje
bespredmetna� Umesto toga� uradi�emo nekoliko primera�

Primer �� Kriva

���� �x� � x�y � �xy� � y� � 
x� � xy � �y� � 	x� 	y � �

nema asimptotu oblika x � �� Iz jednaqine ���� i y � kx � n dobijamo� posle
sre�iva�a� jednaqinu ����� gde je

P �t� � �� t� �t� � t�� Q�t� � 
 � t� �t�� R�t� � 	 � 	t� S�t� � t� � �t� � 	t�

Rexavaju�i jednaqinu P �k� � � nalazimo� k � �� k � �� ili k � �� Za na�ene
vrednosti k� iz jednaqine P ��k�n � Q�k� � � dobijamo redom n � �� n � ��	�
odnosno n � �
�	� xto znaqi da su parovi ��� ��� ���� ��	�� ��� �
�	� rexe�a
sistema jednaqina P �k� � �� P ��k�n � Q�n� � �� Pri tome� za prvi par je
�

�
P ���k�n��Q��k�n�R�k� � R��� � � �� �� za drugi par imamo S���	� � �	��
 ��

�� a za tre�i S��
�	� � �����
 �� �� Prema tome� kriva ���� ima tri asimptote�

y � x� y � �x� �

	
� y � �x�

�


	
�

Primer �� Stavimo x � � u jednaqinu

���� x� � �x�y � xy� � 
y � ��

Dobijamo �y� � ���� � 
�y � �� � �� i kriva ���� ima vertikalnu asimptotu
x � �� Polinomi P � Q� R� S za ovu jednaqinu su�

P �t� � �� �t� t�� Q�t� � �� R�t� � �
t� S�t� � �
t�
Iz jednaqine P �k� � � dobijamo k � �� Jednaqina P ��k�n � Q�k� � � za k � �
postaje � � �� Jednaqina �

�
P ���k�n��Q��k�n�R�k� � � za k � � postaje n��
 � �

i ima rexe�a � i ��� Kako je S��� �� �� S���� �� �� zak�uqujemo da kriva ����
ima tri asimptote�

x � �� y � x� �� y � x� ��

Primer 	� Ako stavimo y � kx� n u jednaqinu

�	�� �x� � �x�y � 
x�y� � xy� � x� � �x�y � xy� � �xy � 
y� � 
y � ��

posle sre�iva�a dobijamo

�	�� ��� �k � 
k� � k��x� � ���n� �kn� 	k�n� � � �k � k��x�

� �
n� � 	kn� � �n� �kn� �k � 
k��x�

� ��n� � n� � �n� �kn� 
k�x� 
n� � 
n � ��




� J� D� Keqki�

Kako je �� �k � 
k� � k� � ��� k��k � ���� jednaqina �� �k � 
k� � k� � � ima
rexe�a � i �� Za k � � iz jednaqine ��n��kn�	k�n����k�k� � � dobijamo
n � ��� Me�utim� za k � �� n � ��� koeficijenti uz x�� x i slobodan qlan u
��	� jednaki su �� To znaqi da je polinom na levoj strani jednaqine ���� de�iv
polinomom y � �x� �� i zaista imamo

�x� � �x�y � 
x�y� � xy� � x� � �x�y � xy� � �xy � 
y� � 
y

� ��x� y � ���x� � �x�y � xy� � 
y�

pa su jednaqinom ���� predstav�ene prava �x � y � � � � i kriva x� � �x�y �
xy� � 
y � � qije smo asimptote odredili u prethodnom primeru�

Primer 
� Kriva

x� � x�y � x�y� � xy� � x� � �y� � �x� y � � � �

ima dve asimptote� x � � i y � x� �

�
� Proveriti�

Primer ��� Kriva qija je jednaqina

�	�� ��x�y � �x�y� � x�y� � 	xy� � �y� � x � �

ima pet asimptota� x � �� x � �� y � �� �y � �x��
� �y � ��x�
�� Proveriti�


� Odre�iva�e asimptota krive linije F �x� y� � �� gde je F �x� y� polinom
po x� y razmatrano je u mnogim u�benicima �navodimo� recimo� k�ige �	� i �����
Me�utim� metodi upotreb�eni u tim u�benicima znatno su slo�eniji od metoda
izlo�enog u ovom qlanku�

Primera radi� evo kako se u k�izi ��� odre�uje asimptota krive linije

�		� x� � y� � 	xy � ��

poznate pod imenom Dekartov list� Tekst koji sledi doslovan je prevod iz po�
menute k�ige�

Kriva ���� ima asimptotu x� y � � � � i kad x� �� i kad x� ��� Da
bismo se uverili u to� podelimo svaki qlan date jednaqine sa x��

�y
x

��
� 	

y

x

�

x
� ��

Odatle� pre svega� mo�emo zak�uqiti da recimo za jxj � 	� jy�xj ostaje ograni�
qeno� a zatim je tako�e jasno da za x � �� va�i relacija y�x� ��� S druge
strane� jednaqina daje

y � x �
	xy

x� � xy � y�
�

	
y

x

�� y

x
�
�y
x

�� �

pa za x � ��� bi�e y � x � ��� Time je naxe tvr�e�e opravdano� Kraj
prevoda�

Metod izlo�en u ovom qlanku dovodi do relacija

� � k� � �� 	k�n� 	k � �� 	kn� � 	n �� � ili n� �� ��
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odakle lako �i bez graniqnih procesa� dobijamo k � ��� n � ��� tj� asimptotu
y � �x� ��

��� Metod za odre�iva�e asimptota predlo�en u ovom qlanku efikasan
je� u smislu da br�e i jednostavnije dovodi do taqnog rezultata �svi navedeni
primeri uzeti su iz postoje�ih u�benika�� Metod dakle ��radi
� ali pita�e je
na osnovu qega� Izuzev analogije sa hiperbolom �	� i �enim od ranije poznatim
asimptotama �na koju smo ukazali pri kraju prvog ode�ka� nismo dali nikakvo
drugo opravda�e za izlo�eni postupak�

Pokuxa�emo sada da damo jedno objax�e�e kojim se koliko�toliko oprav�
dava izlo�eni metod� Objax�e�e �e naravno biti vixe intuitivno nego for�
malno� sliqno kao xto je ranije bio tumaqen pojam tangente� odnosno asimptote�

Razmotrimo prvo sluqaj vertikalnih asimptota� Xta znaqi da kriva
F �x� y� � � ima asimptotu x � �� To znaqi da jyj postaje sve ve�e i ve�e
kad se x sve vixe i vixe pribli�ava broju �� Me�utim� to tako�e znaqi da
ako kriva F �x� y� � � ima asimptotu x � �� onda jednaqina F ��� y� � �� koja
se dobija iz sistema jednaqina F �x� y� � �� x � �� ne sme da bude u graniqnom
sluqaju besmislena kad jyj � ��

Na primer� zaxto kriva ���� iz Primera 	� ima vertikalne asimptote x � �
i x � �� Iz sistema koji saqi�avaju jednaqina ���� i jednaqina x � � dobijamo�
posle sre�iva�a po y�

�	
� ��� � 	�� ��y� � ���y� � ����y � � � ��

odakle� posle de�e�a sa y� sledi

�	�� �� � 	�� �� ���
�

y
� ����

�

y�
� �

�

y�
� ��

I sada� kada je y sve ve�e i ve�e� onda su ��y� ��y� i ��y� sve bli�i i bli�i
broju �� pa jednaqina ���� postaje sve bli�a jednaqini �� � 	� � � � �� odakle
je � � � ili � � �� Prema tome� vertikalne asimptote krive ���� su x � � i
x � ��

Zaxto kriva

�	�� x� � �xy � y� � x � �

nema vertikalnu asimptotu� Zato xto iz sistema koji saqi�avaju jednaqina
���� i jednaqina x � � dobijamo

y� � ��y � �� � � � ��

odnosno� posle de�e�a sa y��

�	
� �� ��
�

y
� ��� � ��

�

y�
� ��

i kad je jyj sve ve�e i ve�e� jednaqina ���� postaje sve bli�a i bli�a besmislenoj
jednaqini � � ��

Sliqna priqa va�i i za asimptote oblika y � kx � n� Naime� ako kriva
F �x� y� � � ima asimptotu y � kx� n� to znaqi da xto je jxj ve�e i ve�e� kriva




� J� D� Keqki�

F �x� y� � � se sve vixe i vixe pribli�ava pravoj y � kx�n� To da�e znaqi da
jednaqina F �x� kx�n� � � ne sme da bude besmislena kad je jxj sve ve�e i ve�e�

Ilustrujmo ovo na primeru Dekartovog lista� krive qija je jednaqina �����
Iz ���� i y � kx� n dobijamo

�	�� �� � k��x� � �	k�n� 	k�x� � �	kn� � 	n�x� n� � ��

i posle de�e�a sa x��

�	�� � � k� � �	k�n� 	k�
�

x
� �	kn� � 	n�

�

x�
� n�

�

x�
� ��

Kad je jxj sve ve�e i ve�e� onda se ��x� ��x� i ��x� sve vixe i vixe pribli�avaju
nuli� i jednaqina ���� se sve vixe pribli�ava jednaqini �� k� � �� tj� k � ���
Sada� za k � ��� jednaqina ���� postaje

�	n� 	�x� � ��	n� � 	n�x� n� � ��

odnosno posle de�e�a sa x��

	n� 	� �	n� � 	n�
�

x
� n�

�

x�
� ��

a ova posled�a jednaqina kad je jxj sve ve�e i ve�e sve vixe se bli�i jednaqini
	n� 	 � �� tj� n � ���

Zaxto kriva ���� nema asimptotu oblika y � kx� n� Zato xto iz sistema
koji saqi�avaju ���� i y � kx� n dobijamo

�
�� ��� �k � k��x� � ��kn� �n� ��x� n� � ��

odnosno posle de�e�a sa x��

�
�� �� �k � k� � ��kn� �n� ��
�

x
� n�

�

x�
� ��

pa kad je jxj sve ve�e� jednaqina ��	� postaje sve bli�a jednaqini ���k�k� � ��
tj� k � �� Me�utim� za k � �� ���� postaje� �x � n� � �� i posle de�e�a sa x�
�� � n� �

x
� �� i vidimo da kad je jxj sve ve�e� ova posled�a jednaqina je sve

bli�a besmislenoj jednaqini �� � ��

Napomena �� Kao xto je ranije reqeno� ovo je bilo samo intuitivno obja�
x�e�e� svakako ne i dokaz� zaxto asimptote mo�emo tra�iti izlo�enim meto�
dom� Naravno� mogu se staviti razne primedbe na to objax�e�e� Mo�da najvixe
��bode oqi
 to xto smo se u sluqaju krive ���� zadovo�ili time da samo koefi�
cijent uz y� u jednaqini ���� izjednaqimo sa nulom� dok u sluqaju krive ����
izjednaqujemo i koeficijent uz x� i koeficijent uz x u jednaqini ���� sa nulom�
I to se mo�e objasniti� ali uz dub�e ula�e�e u aproksimativne metode� xto nam
ovde nije ci�� Utehe radi� primetimo da ni ��opravda�e
 u vezi sa asimptotom
Dekartovog lista� prevedeno iz u�benika ���� nije bax sasvim ��qisto
�
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