HACTABA MATEMATUWURE HA ARYJITETUUMA

Ip 3opan Kanendypr

IMOPAHTOBE AIIPOKCUMAIIAJE!

Teopuja lmoparToBux? ampokcmManumja je rpama Teopmje GpojeBa y KO0joj ce

IpoydYaBajy ampoKCcEManuje peatnux OpojeBa pammonaiarmMm. HapaBHO, Kao mTO je
Io0pO MO3HATO, CBAKKM peasaH Opoj ce MOKe MPOM3BOBHO HOOPO ANPOKCAMUDPATH DPa-
nuoHaxHNM; MehyTmM, ako ce mpm TOM 3a OpojeBe KOjuMa Ce BPIIN ANpOKCHMAI]a
3aXT€BAajy HEKHW MOJATHU YCJIOBU, HA MPUMEDP, OTpAHMYIABA UM ce HA oxpelenn maumu
UMEHUJIAL, TajJa Ce 3aXTeBaHA TAYHOCT HE MOX¥e yBEK mocTulm.

ITocroju Bume MeTona KOjuMa ce 0BE mpobmemu mpoydasajy. Melhy majuemhnma
je MeTox eepunchur (henpexudwur) pasaomara o xojem je Beli Bume myra 6umo
peun y osoM wacommey®. Opge heMo IpHEa3aTm HeKe ApyTe METOJe 34 HCIUTHBAE
Jno(haHTOBUX ANPOKCUMAII]A.

1. ®apejeB HU3

JEeMHUTUIA 1. Papejes® mu3 F), je (komauam) HE3 CBUX PeIYKOBAHUX PA3io-
maka a/b marepsaiaa [0, 1] 3a xoje je b < n, nopehanux mo Benruunnu.

11121 2 4 1
HPI/IMEPI.F5:<0 ——§—§— ).A

TEOPEMA 1. Hexa € F,. Hemije y €Z, makas da jen —b <y < nu
. + . .
ay = —1 (mod b) u nexa je x = ayT. Tuoa je ad pazaomar koju y F, caedu
NENOCPEOHO U30G %. Y

[Ipumerumo ma HA OCHOBY MO3HATHX PE3YJATATA y BE3W Ca JXHEAPHUM KOHIPYEH-
nujamMa ciemu na cy OpOjeBH T,y KOJU 3a00BOJbABAjy HABEIEHE yCIOBE YBEK jeIHO-
3HaYHO onpehenu.

1 OBaj usaHak Impe/cTaBJ/ba €0 U3larama y OKBUPY Kypca ,, Teopuja 6pojeBa‘ Koju je IKOJICKe
1999/2000 roause ApykaH CTYNEHTUMa CHENMjAIUCTUUKUAX CTYIMja 3a Hpodecope MaTeMaTUKe Ha
MaremaruukoMm pakynrery y Beorpauy.

2 lmodanT (3. Bek H. e.), CTAPOrPUKK MaTeMaTAIAD

3p. unp. B. Masemesuh: Payuonaame anpoxcumayuje peaanur bpojesa u nexe npumene,
HacraBa matemarnke XLIII, 3 (1998), 20-31.

*J. Farey (1766-1826), eHriecku MaTeMaTudap



JlmodpaHTOBE alIpOKCHMAIV]e 51

+1
Loxaz. W3 x = ayb ciemu br —ay = 1 u (z,y) = 1. Uz y < n caemn
x r  a 1 a . C .
—€F,u—=—-+ — > —. Hera je — paznomax y F), roju Hemocpenso ciexu m3a
Y y b by b d

. a ¢ @ .
a/b n mpernoctaBumo, cynpotHo TBphemy, ma je 3 < p < —. Tama je xd — cy > 1,
chb—ad>1m

i bxr — ay r _a_(xz ¢ n [ _xd—cy+cb—ad
by by _y b y d d b) dy bd
_b+y

1 1

>
“ dy + ab bdy

. c . . .
omakie b+ y < d < n (jep p € F,), na je y < n — b, W10 je KOHTPAaJUKLUjA Ca
HaymHOM M300pa Opoja y. m

—, jep je y = 11 (jenuno) pememe
, 11 41141
korrpyennuje 4y = —1 (mod 9) y unrepsany 6 <y < 15, u x =—0 = 5. A

3ANATAK 1. (Casesno Takmmueme 1971.) Axo cy a,b,p,q,r,s € N, Taksu ma

4
IIPuMEP 2. ¥ Fi5 u3a 9 HEMOCPETHO CIenn

p _a
jeqr—ps=1n =< — b <-,,I[OK&3&TI/I,I[ajeb q—+s.
q s

ITocneauuA 1. Axo cy E < E cyceonu pazaomuyu y F,, mada: 1° b+d > n;
2°bc—ad =1;3° (b,d) =1

Zokas. Csa tpu tBphema nako cuege us n —b < d < n, ad = —1 (mod b) un
ad+1
= . u

b

IMocuenuna 2. Axo cy 5 < - < E ysacmonwu waanosu y F,, mada je
+ . .

g = Z+; (medujanma bpojesa % u E)
Jloxaz, W3 mperxommor ciemu ma je bxr —ay = 1, cy — dx = 1, omarie je
a+c _ b+d T _a+c

“be—ad ! Tbe—ad "y T b¥d "
ITocunemnnA 3. Ceaku pazaomar uz Fp1 ca umenuoyem n+1 aexcu usmehy
dea cycedna pazsomxra uz F, u wuroea je medujanma.
Haxne, na 6ucmo, 3rajyhu F),, popmupanu F,, 41, noBomsHO je Halim ome cycexnue

pasmoMke y F), umju je 30up mmenumama n + 1.

0111121323451
IIpumMEP 3. FGZ T R  EY A oY m a2 o) A = a1 A
1'6°5°'4'3'5"2°5°3'4°5"6°1

2. Hajoosba anpokcumarnmja

JEeUHULMIA 2. Panmonanan 6poj a/b je najboma anpokcumayuja Gpoja

x x
«a € R ako me mocroju pamuonanar O0poj — 3a koju je y < bu | — —‘ <
Y Y

0@
i
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Ilpyrum peunma, a/b je Hajboma ampokcumanuja Gpoja (v AKO CBH DANUOHAJHM
6pojesu unrepsana (o —a/b,a + a/b) umajy nvennuay selin ox b.

3 4
IIpuMEP 4. 3 je maj6oma amporcmmanuja Gpoja V2, a 100 To HEUje (Mana je
71
BErOBO pPacTojame 0x V2 Mambe Hero pacrojame 6poja 5) jep je 100 = 50 OmEI

143
6pojy V2 mero mTo je TO 100" A

TEOPEMA 2. Axo a € RN (0,1) aemcu uamely dea cycedna bpoja uz F,
mada je bap jedan 00 BUT HajOOHA ANPOKCUMAUUIGL 30 (.

[Ipumernmo na HEje UCKIBYUIEHO HA U APYTHU O IOMEHYTHX OpojeBa Oyme HajO0maA
ampokcuManuja (Makap My pacTojame on « 6uno u sehe).

a ¢ a c )
Jloxas. Hegka cy 7 u p y3aCTONHN 4iaHOBH y F), u 7 <a< a; HEKa je mpu

. . a . . . C .
TOM pacrojame Opoja 7 OA O Mame WIN jelHAKO HErO pacrojarme 6poja 7 Tana je
a . . . .
7 Hajboa ampokcumanuja 6poja «. 3amcra, ako Ou — OMO OIMEE (v HEro mTO je TO

a x a ¢
3 Tada 6u — mpuUIATA0 WHTEPBAILY (b d> Momro cy 3 0 E Y3aCTONHU YIAHOBH
y F,, paznomak — He Om mpumamao F),, ma Ou Baxwmmio y >mn > b. m

Yy

a c a c
TEOPEMA 3. Hexa cy 777 y3acmonry waanoeu y F, u 3 <a< 7 Tada

MmeDhy pedyKo8aAHUM DAAOMYUMA Ca UMeHUuoyem N + 1 najboma anpoxcumayuja

Gumu jeduno S-S
304 & MOXME DUMU 1E0UHO .
J b+d

On mo jecme axo u camo axo jeb+d=n+1 u
. ; ) a ¢
He2080 pacmojame 00  Huje eefie Hezo PAcmojana 397 00 a.

Jloxaz. Ha ocumoBy mociaemune 3, y ckymy Fj, N (b 8) MOE Ce HAJIA3UTH CaMO
a+c

b+d’
a—+c

b+d

— u —, Taga je oH Oamkm O6pPojy « Hero cBu ocranu 4inanosu F,i;. ObpartHO je

jemaH enxeMmenT u3 Fj, {1 — TO je MenujaHTa

u TO caMo y ciyuajy ma je b+d =

n + 1. Axo je Taj ycioB ucuymen u je 3amcra OAMEH (v HETO IMTO Cy TO W
a c

OYUrIesHO. W
IIpuMEP 5. Haj6osme amporcumanuje Opoja In2 = 0,69314718... ca umenwo-
125 7 9 34

23710 13" 19

Baskan pesyarar teopuje luodpanroBux ampokcumanuja je caeneha Jupuraeo-

3a5 meopema.

muma MamuM ox 50 cy: 1,

TEOPEMA 4. Hexa je o mpouszeoman peasan 6poj wt € N. Tada nocmoju
payuonaaar 6poj p/q, maxae da saxncu

°P. G. L. Dirichlet (1805-1859), nemauku maTeMaTUdap



JlmodpaHTOBE alIpOKCHMAIV]e 53

IIpeu doxas. Huje orparmueme ommTocTu ako ce mpermocrasu ma je 0 < a < 1.

a c a c
Hexka cy 7 cycenun Opojesu y Fy u 3 < a < 7 Heka je, ma mpumep,
a a+c
—<a< ——. Tanma je

a— <= <=
bl “b+d b  bb+d) bt
jepjebc—ad=1ub+d>tuuapu tome je b < t.
Apyeu dokaz. Iocmarpajmo t + 1 6pojesa ax — [ax] 3a 2 =0, 1, ..., ¢t. Csu
onun npunanajy uarepsaiay [0,1). Ilogenrumo raj marepBan Ha ¢ MHTEPBAIA

2 _
[0,1), [1,—), N [—t 1,1).
t) Lt t

Ha ocmoBy lmpuxieoBor mpuanuma, 6ap jeaH OX THX HHTEPBAJNA CAIPKA ABA O
natux Gpojesa; Heka cy TO OpojeBm axy — [aa1] B awy — [axs]| U HEKA je, Ha TpHEMED,
x2 > x1. Tama je

% > |(ax2 — laxs]) — (axy — [ole])| = |a(x2 — 1) — (Jaxs] — [axl])|.

‘ a a+c a_bc—ad 1

Osmauumo ¢ = xo — 21, [axs] — [ax1] = p u Baxuhe 0 < ¢ <t u

1
p‘< .

|aq—p|<%, Tj. ‘a—g i

ITomenumo ma je mpeTmocTaBka qa je t mpupoman OpPoj HEOUTHA; y3 MAIy U3MEHY
OKa3yje ce na TeopeMa BAKW 33 CBAKU peayad Opoj ¢t > 1.

IIpermocTaBumo cama ma je, cmemujajHo, « mpamuoHaJaH Opoj. Jlorammmo ma
y TOM CIyd4ajy MMEHHONW ¢ Pa3joMaka Koju anpokcumupajy 6poj a y Iupuxieosoj
TeOpeMHU MOry OUTH IPOM3BOJAHO BEIWKW, aKO JTO3BOIMMO aa Opoj ¢ pacre. 3aumcrta,
IPETIOCTABIMO CYIPOTHO, AA CYy TU MMEHHONW OTPAHUYEHM ONO3T0 HEKMM OpojeM qo
3a cee t € N. O3raunmo

B, = min
p

a—g‘ 3a g€ {l,2,...,q0}

= min .
g 1<g<qo0 ﬁq
Tana je S > 0 300r mpammonanaocTu Opoja v m 3a cBakO p € Z u ¢ € N Bakn
HejeTHAKOCT

a—£‘>ﬁ.
q

Ho, oBa HejemmarocT 3a HZOBOJBHO BeIHKO ¢ mpoTuBpedn Hejexuaroctu lupumxieose
Teopeme.

[Ipumernmo masme na m3 HejegHAKOCTH Teopeme ciaenu na je, 3oor 0 < q < ¢,

P 1
a—=| <.
q q
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W3 mperxonHo IOKA3aHOI Cleqy [a HOCHeqHha HejeHAKOCT 33 MpANUOHATHE o UMa
pemema ca uMeHHONUMAa BeNmM O mMpOM3BOJBHOr yHampen 3amaror Opoja. Ha taj
HAYWH, BAKM:
P 1
a——| < —
q q

ITocneouuA 4. 3a ceaku upauuokasaHn 6Poj o HejedHawUNa
uMa beckonawno Mrozo pewemna no p € Z, g € N.

C mpyre crpaHe, IaKO Ce NOKa3yje Ia BaKd

TEOPEMA 5. Axo je a € Q, onda nocmoju peasarn 6poj ¢ > 0, makas da je
30, CBAKU PAUUONGAGH ODO] = F Q. UCTYBENG HEJEONAKOCT:
q

Jokas. Heka je a = a/b, b > 1. Axo je p/q mpoussosar panuosaras 6poj,
p #+ %, ouga je aqg — bp # 0, na 3a neo 6poj |aq — bp| Baxu |ag — bp| > 1. 360r Tora
q

e

-b 1 1/b
a_ﬁ‘zﬂ_ﬂ‘zilaq oy L _Lb
a1 b ¢ bq bg ¢
Ilakme, 3a ¢ ce Moxe y3ern 1/b. m

3AIATAK 2. Kopucrehu nperxomay teopemy nokazaru na je 6poj

a=1——4+—— —+---+ LA

HPANUOHAJIAH.

Axo ymopemumo pesyiarare mociemune 4 m Teopeme 5, 3akbydyjeMo ga Ce mpa-
MUOHAJHE OPOjeB: MOry ,,00/b€“ AIPOKCUMUAPATH PANUOHAJHEM OpPOjeBUMa HETO CaMu
pamuonaiau 6pojesu. [Ipenusuumje, yBoau ce:

JEenHuuunIA 3. 1° Bpoj a € R donywma anpokcumauujy pauuoNasHuM
bpojesuma nopemka v € N ako mocroju kouctanta ¢ = ¢1(a) > 0 TakBa N3 HejeHA-
YHHA

(%)

oa— =

nMa DECKOHAYHO MHOTO PElIema IO p €Q, p # a.
q q

2° v = v(a) je najboru nopedax anporcumayuje 6poja o paguoHAIHEM GPO-
jeBuMa, ako (@ NONYIITa Taj MOPEJAK M MOCTOju KOHCTaHTa ¢ = c2(c) > 0 TakBa 1a
HejenHauMHA (%) HEMa pelema.

Haxe:

1° 3a pammomaume Opojese « je v(a) = 1; mejemmaroct v(a) < 1 cuemu u3 Teope-
me 5, a v(a) > 1 Baxn jep jemmaumme pb — aq = 1 3a (a,b) = 1 yser umajy
0ECKOHAYHO MHOTO PeIIemha;
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2° 3a mpammomainue Opojese « je v(a) > 2, ma ocuoBy mocaemune 4. Ilpu Tom ce
MO¥Ke NOKa3aTH na mocToje GpojeBu « 3a koje je bam v(a) = 2; Takas je, Ha
: 1+5

npumMep, 6poj a = — (Bumeru [1]).

ITocrassma ce muTame 13 IU C€ Y OBOM CMUCIY MOMKE M3BDIIUTU TPENU3HU]ja, KJIa-
cuduranuja peasHux OpojeBa W, CHENUjATHO, N3 JU MOCTOje peasHu OpOjeBH KOju
[IOLYIITAjy IPOM3BOJPHO BEJHMKH HOPeNak ampokcumanuje. [la Oucmo mamm oxrosop,
yBeIUMO MOjMOBe aarebapCKux W TPAHCUCHICHTHHX OpojeBa.

3. Anredapcku U TPAHCUEHIEHTHU OpojeBU

JEenHULMNIA 4. Komunekcan (cuenujauno, peasan) 6poj « je aszebapcku ako
jeé OH KOpEeH HEeKOr MOJMHOMA C NeJuM KOe(DUIUjeHTHMA KOJU HUCY CBU jeTHAKU HYJIH.
Axo TakaB moammEOM 3a O6poj a He mocToju, a je mpancyendenman® 6poj.

JacHO je ma cMO yMecTO 3aXTeBa Na IOJIMHOM O KOME je ped ;mMa Iese Koedu-
NUjeHTe MOTJIA 3aXTEBATH 13 CY BErOBA KOC()WIUjEeHTH DAnuOHAJIHE Opojesu (HE CBU
jemmaru mynun). Tocmarpaliemo oBue yraasaom camo peanne aarebapcke Opojese.

Kako u3 f(a) =0 caenu f(a)g(a) = 0 32 npom3Bosman noauaoM ¢(T) ca meauMm
KOe(pUIOUjeHTuMAa, jaCHO je ma 3a CBaku aarebapckm OpPoj o mocToju GECKOHAYHO MHO-
ro HOJMHOMA C HeJuM (panuoHAJHUM) KoepuuujeHTMMa duju je ou kopen. Op cBux
TAKBUX NOJUHOMA OOMYHO Ce MOCMATPA OHAj HAJMAMHED CTENEHA.

JEeUHULMIA 5. Bpoj n je cmenen anrebapckor 6poja «v aKO je v KOPEH mo-
JAUHOMA CTENEHA 7 ¢ HenuM (paNUOHAJHMM) KOe()UIUjeHTUMA U HE MOCTOjH MOIMHOM
CTEIeHA HIKET OJ 7 C eiuM (PalHOHAJHUM) KOC()UIUMjeHTHMA YUjH je (v KOPEH.

Owuwnraenno je ma cy cBu panuoHaJHu OpojeBum anrebapckum, u To cremena 1. Ho,
IOCTOju MHOTO ajrebapckmx OpojeBa KOju Cy HPAMUOHAJHA — TAKBH CY HIP. CBH
Gpojesu obmmka y/a, a € N koju mucy memn. Cpe KBaJpaTHE MPANUOHAIHOCTH CY
anrrebapckn GpojeBu cremena 2, a HIp. v/2 je anrebapckn 6poj cremena 3 (moxasaru!).

3AIATAK 3. Jokasaru ga je sin 10° amreGapckm 6poj cremena 3, a V2 + /3
aarebapckm 6poj cremena 4.

OcHoBHE pesynTar y Be3u ca lmodanToBuM anpokcuManujama aaredbapckux 6po-
jesa je cmemeha Jluyeunoea” meopema (m3 1844. rommme). W3 me hemo, mameby
ocTamor, Moliu u 13 W3BeAEeMO JOKa3 O MOCTOjalkhy TPAHCIEHIEHTHHX OpojeBa (mTo He
clefy M3 DOCAJALIBUX PAa3MaTPamba).

TEOPEMA 6. 3a ceaxu peasan aszebapcku 6poj a cmenena n = 2 nocmoju
MaKea NO3UMUBHE KOHCTAKMA ¢ 04 Je 34 C8aKy Pauuorasar 6poj p/q:

S
oa— = z

Stranscendo (;mar.) — mpeBa3wiIa3wWTH; Aakie, TPaHCLEHAEHTaH je Gpoj Koju ,pesa3uma3u‘
moryhHocTu anrebpe
7J. Liouville (1809-1882), ¢panitycku MaTeMaTudap.
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Haxkie, anrebapckn npannoHAIHN OPOjeBU HE MOTY Ce€ ,,jaKO no0po‘ ampokcHMu-
partu pamumoHaJHEM OpojeBmMma. IIpenusuuje,

ITocneauuA 5. Hajoosu nopenak anpokcuManuje aarebapckor 0poja cremeHa
n =uje sehu ox n.

Loxaz meopeme 6. Hera je o KOpeH mOIMHOMA

f(ZL') =a,a" + anfll‘ni1 + - Fao

¢ memnm koepunujentuma (a, # 0, n > 2). Tama je f(x) = (v — a)g(x), rme je
g(z) monurom (n — 1)-or cremena ¢ peansum koeduumjentuma. Heka je p/q mpoums-
BOJbAH panumoHatas 0poj. Ou He Moxke Outm KopeH mouaunoma f(x), jep Gucmo unayge
jemaaduny f(x) =0 morau ma ckparuMo ca & — p/q u o 61 GHO KOPEH HOIUHOMA €2
PANMOHAIHIM KOe(UIUjeHTMA CTENeHa HUKEr OX 7. 3aT0 je

qTL

Ho, Tama je 6pojuman mocienmer pa3aoMga meo 6poj, sehu ox myne, ma je sehu win
jemuak 1. 3aro:

P 1 . P p 1

q q q q q

Pasmorpumo canenehia nsa cayuaja:
€ l[a—1,a+ 1] = I. Pysrumja |g(z)| je menpekupga HA 3aTBOPEHOM

n n—1 n
‘f(%)‘:m”p tan P Tgt g

1o 2
mHETEpBANy [, A je OrpaHmYeHa:

=K .

max |g(z)] < +00

1
— < ‘f <£>‘ <K |a ,  OIHOCHO
q q

a_£‘>1/_f*_
q q"

20 D ¢ I. Onza je
q

a— E‘ > 1, na momro je ¢ neo 6pOj, CBAKAKO U
q

a— =

1
q| " ¢

q

p‘ S
Canza je ouurnenso ma ¢ = min{l,1/K} 3anoBosaBa cBe ycioBe TeopeMe. W

Mocnenuna 6. Axo za ceaxo ¢ > 0 u ceaxo n € N nocmoju payuonasan
bpoj b # a, makxas 0a je
q

a—=|<—,
a1 q

p‘ c
onda je a mpancyendenmar 6poj. m

EBo cazma m HajaBmeHOr IpmMepa KOjHI NOKa3yje MOCTOjale TPAHCIEeHIeHTHIX
Opojesa.
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IIPUMEP 6. JluyBumoB 6poj

1 1
L=1on* 102

je TPAHCHEeHIEHTAH.

+ — 4 ---=10,11000100...010. ..

10%

Sancra, Heka cy n € N u ¢ > 0 ompoussosmsrun. [locmarpajuo 6pojese

1 1 1
— k! _ k!
p 10 <W+W++W>7 1 107

3a BUX BaKU:
1 1

bl _
‘L - a‘ - 10(k+1)! + 10(k+2)! +

1 Lo 2 1
ST Pttt ) T R o

2
Wzabepumo k taro ma je k > nu —= < c¢. Tazna je

107

P c c
L-2< e < —,
‘ (1‘ (10%)% ~ gn

ma M3 MPeTXOJHe mocaenuie caenu na je L tpancuenmentan 0poj. A

O merum nobosmmamuMa Jluysunose reopeme Bugerw, Ha npumep, [1] uaa [5].

Kopumhemem Karropose® Teopumje xapmmmamrmx GpojeBa Tako ce M3BOIE 14
TPAHCIEHICHTHUX OpojeBa MMa W ,Bume* Hero ajrebapckux (IpemusHmje, CKyI aJ-
rebapckux OpojeBa je npeGpojuB, a CKym TpPaHCHEHICHTHHX TO Huje). Mebyrum, To
HUMAJIO He OJIAKIIAaBa UCHUTHUBAKE ajrebapcke IPUPOIE HEKHX KOHKPETHHX DpojeBa.

Bpojesu e w 7 He camo ma cy wpamuoHAJHEH, Beh Cy M TPAaHCHEHIEHTHH. 3a
6poj e To je mpBu mokazao Epmur® 1873. romumme, a 3a 7 Jummeman'® 1882. romume.
Hasomumo EpMuToB moka3 TpaHCHEHAEHTHOCTH Opoja €.

TEOPEMA 7. Dpoj e je mpancyendenman.
Zoxas. IpermocraBuMo, cynpoTHO TBphemy, Ta MOCTOje meawm OpOjeBH ag, a1,
., @, TAKBU 1A je
(1) ap +ae+---+apne” =0.

Heka je M = maxogrgn |ak|- MW3abepuMo T0BOBHO Beamkm mpocT Opoj p (Taganm
CMHECA0 YCJIOBA ,,MOBOJGHO BeauKH“ pasjacHmhemMo KacHUje; 3a Ccaga IPETIOCTABIMO
caMo ga je p>mn u p > |ap|) u mocMarpajMo mOIHHOM

Pt

e
8G. Cantor (1845-1918), Hemauky MaTeMaTUUAp

9Ch. Hermite (1822-1901), ¢ppaHIycKu MaTeMaTHIAp
10K. L. F. Lindeman (1852-1939), Hemauku MaTeMaTUdap

flx) =

x—1)P(x—2)P---(x —n)P.
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3a mera noMONy mapuujajiHe WHTErpanuje nodmjamo

/$ T f(t) dt = —f(x) + e f(0) + /w e f(t)dt

0 0

= —U@) + F @]+ 0 + 701+ [ St () de

0
= = @)+ F @) ] L)+ 0+
= —F(x) + ¢“F(0),

rze je (komauan) 36up f(z)+ f'(x)+--- ossauen ca F(x). Crasmajyhu y nobujery

penamujy, penom, r = k =0,1,...,n, MEOKemeM TOOUjeHNX pejanuja, peaoM, ca ay
u cabupameM, mobujamo

n k
(2) a Pt dt =
!

= —[agF(0) + a1 F(1) + - - + a, F(n)] + F(0)[ag + are + - -+ + ane™] = R,
rge je, sa ocoBy (1), R = —[aoF(0) + a1 F(1) + - - + an, F(n))].
[pouerumo cama mspase ma obe crpame pearamuje (2). Passujamem m3pasa 3a
f(x) nobuja ce ma je

flz) = —

(p—1)!

mpn wemy je f(0) = f(0) = --- = fr=2(0) = 0, fP=(0) = A,y = (=1)""(n!)? u
umje memus ca p (jep je p mpoct u Belim ox 1), a cBu mamu mzsomm f()(0), f(PH1)(0),

cy nemusu ca p (mmp. f(P)(0) = pA,). 360r rora F(0) muje mesuso ca p, a Kako
je p > |aogl|, To HE apF'(0) HEje memmBO ca p.

(Ap1a?™ '+ Apa? +--+), A€ Z,

AgmamorauM nmocrynkoMm ce, melyrum, nokasyje nap | Fi(k) sacse k =1,2,...,n,
na |R| = |agF(0) + a1 F(1) + - - + a,F(n)| suje pemuso ca p. Ho, xaro je R neo
6poj, oH HEUje jenHak Hymw, ma je |R| > 1.

C mpyre cTpae, y CBAKOM OJ MHTEIDAJA HA JIEBOj cTpanu penanuje (2) mpoMen-
JbUBA MHTErpanuje 3a1080maBa ycuaos ¢t € [0,n], na je y muma

tp—1 nP—1.pne
O t—1)P - (t—n)P| < ————.
101 = gyl =17+ (¢ =) < 2=
k (n+1)p
n
3ato je / eFTtF(t dt‘ <e"———— maje
A ]
IRl < M+ Den 2
< n+1)e" .
(p—1)!
n(n+1)q
MebyTum, Baxu lim M(n + 1)e™ TR = 0, ma ce mpoct 6poj p Moxke m3abparn
q— 00 q— .

1 .
Tako Za (mOpex HOCAJAMILAX 3aXTeBa) 3a40BOBaBa U ycuaos |R| < 3 Ho, o je

KOHTpa,HI/IKHI/Ija Ca IPEeTXOJHOM IPOIEHOM. W
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Bes mokasa (3a moka3 sumetn HIp. [5]) HaBeammo u JIMHZEMAHOBY TeOpeMy:

TEOPEMA 8. Axo je Cre®t + Coe®2 + -+ -+ Cpe® =0, npu vemy cy C; an-
zebapcru bpojesu, 00 xKojux je bap jedan pazsuswum 00 wyse, a oy cy mehycobro
PazAUNUIIY Opojesu, makeu 0a CY Az, - ..,y GA2e0aPCKY, Mada je A MPAHCUeN-
denmar 6poj.

IIocnEanUA 7. Bpoj 7 je TpaHCHEHIEHTAH.
Joxas. Cremn u3 Jmamemanose reopeme u Ojrepose'! penammje e = 1. m

Jloka3 TpaHCHEHAEHTHOCTH Opoja T MMAO je 3a HOCIeNUNY KOHAYHO PEllaBambhe
BEKOBHOT mpobiema KBaaparype kpyra — muje moryhe, cayxehn ce memupoM u me-
CTapOM, KOHCTPYHUCATH KBAAPAT UKja je MOBPIIMHA j€[HAKA MOBPIIMHU NATOT KPYTa.

ITpuMEP 7. Axko je o anrebapcku Opoj Behu on mysne u pazamuur ox 1, Tana je
In @ Tpancuenmerran 6poj. A

3ANATAK 4. (Case3no rakmudeme 1979.) Ia nm mocroje Gpojesu a,b > 0
Taksu ma je: (a) a,b ¢ Qua® € Q; (6) a,b,a” ¢ Q; (B) a € Qub,a® ¢ Q7

3a koHKpeTHEe OpojeBe mpobiaem onpebhuBama ma aum Cy OHE aire0apCKu WiIH
TPAHCHEHACHTHH YECTO je BeOMa TEXKaK. 3a MHOTe ODpojese, Ha mpumep 2\/5, log, 3,
€™, IO OATOBOpA Cce He MOke JONM Ha HEKM O JOCA.T ONMCAHWX HAumHA. Lesmpomm'>
je 1934. roguee KOKa3a0 43 Cy cBE OpPOjeBH 00IMKa ” TPAHCIEHJEHTHN, IO IPEeTIO-
CTaBKOM 113 je a auarebapcku 6poj, pasamaur ox 0 u 1, a § anrebapcku nupanumoHAIaH.
Ha mpumep, TakBu cy cBu OpojeBu obauka a v b rae je a meo 6poj, sehum ox 1, b neo,
Pa3IMYAT O] 71-TOT CTEIEHA IEeJIOr OpO0ja; 3aTUM CBU JOTaPUTMU DPANUOHAIHUX Opoje-
Ba Ca PANMOHAJHMM OCHOBAMA KOjU HACY CAMU DANUOHAJHA UTH. 33 HEKe OpOjeBe Koju
ce gecto cpehy HEm no mamac ce He 3HA Oa U Cy aare0apCKU WM TPAHCLEHIEHTHH.
Ha mpumep, Ojmeposa romcranta C', mo3HATA M3 MaTeMAaTHYKe aHAJIH3E, jecTe OPOj
3a KOJHU Ce YaK He 3Ha HU [ JU je PANUOHAJAH WU UPAMUOHAIAH.
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