
NASTAVA MATEMATIKE NA FAKULTETIMA

Dr Zoran Kadelburg

DIOFANTOVE APROKSIMACIJE�

Teorija Diofantovih� aproksimacija je grana teorije brojeva u kojoj se
prouqavaju aproksimacije realnih brojeva racionalnim� Naravno� kao xto je
dobro poznato� svaki realan broj se mo�e proizvo�no dobro aproksimirati ra�
cionalnim� me�utim� ako se pri tom za brojeve kojima se vrxi aproksimacija
zahtevaju neki dodatni uslovi� na primer� ograniqava im se na odre�eni naqin
imenilac� tada se zahtevana taqnost ne mo�e uvek posti�i�

Postoji vixe metoda kojima se ovi problemi prouqavaju� Me�u najqex�ima
je metod veri�nih �neprekidnih� razlomaka o kojem je ve� vixe puta bilo
reqi u ovom qasopisu�� Ovde �emo prikazati neke druge metode za ispitiva	e
Diofantovih aproksimacija�

�� Farejev niz

Definicija �� Farejev� niz Fn je 
konaqan� niz svih redukovanih razlo�
maka a�b intervala ��� �� za koje je b � n� pore�anih po veliqini�
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Teorema �� Neka
a

b
� Fn� Neka je y � Z� takav da je n � b � y � n i

ay � �� 
mod b� i neka je x �
ay � �

b
� Tada je

x

y
razlomak koji u Fn sledi

neposredno iza
a

b
�

Primetimo da na osnovu poznatih rezultata u vezi sa linearnim kongruen�
cijama sledi da su brojevi x� y koji zadovo�avaju navedene uslove uvek jedno�
znaqno odre�eni�

�Ovaj qlanak predstav�a deo izlaga�a u okviru kursa ��Teorija brojeva� koji je xkolske
������			 godine dr
an studentima specijalistiqkih studija za profesore matematike na
Matematiqkom fakultetu u Beogradu�

�Diofant �
� vek n� e��� starogrqki matematiqar
�v� npr� B� Malexevi�� Racionalne aproksimacije realnih brojeva i neke primene�

Nastava matematike XLIII� 
 ������� �	�
��
�J� Farey ����������	
 engleski matematiqar



Diofantove aproksimacije ��

Dokaz� Iz x �
ay � �

b
sledi bx � ay � � i 
x� y� � �� Iz y � n sledi

x

y
� Fn i

x

y
�

a

b
�

�

by
�

a

b
� Neka je

c

d
razlomak u Fn koji neposredno sledi iza

a�b i pretpostavimo� suprotno tvr�e	u� da je
a

b
�

c

d
�

x

y
� Tada je xd � cy � ��

cb� ad � � i

�

by
�

bx� ay

by
�

x

y
� a

b
�

�
x

y
� c

d

�
�

�
c

d
� a

b

�
�

xd� cy

dy
�

cb� ad

bd

�
�

dy
�

�

db
�

b� y

bdy
�

odakle b � y � d � n 
jer
c

d
� Fn�� pa je y � n � b� xto je kontradikcija sa

naqinom izbora broja y�

Primer �� U F�� iza
�



neposredno sledi

�

��
� jer je y � �� 
jedino� rexe	e

kongruencije �y � �� 
mod 
� u intervalu � � y � ��� i x �
� � �� � �



� �� �

Zadatak �� 
Savezno takmiqe	e �
���� Ako su a� b� p� q� r� s � N� takvi da

je qr � ps � � i
p

q
�

a

b
�

r

s
� dokazati da je b � q � s�

Posledica �� Ako su
a

b
�

c

d
susedni razlomci u Fn� tada� �

� b� d � n�

	� bc� ad � �� �� 
b� d� � ��

Dokaz� Sva tri tvr�e	a lako slede iz n � b � d � n� ad � �� 
mod b� i

c �
ad� �

b
�

Posledica �� Ako su
a

b
�

x

y
�

c

d
uzastopni qlanovi u Fn� tada je

x

y
�

a� c

b� d
�medijanta brojeva

a

b
i
c

d
��

Dokaz� Iz prethodnog sledi da je bx � ay � �� cy � dx � �� odakle je

x �
a� c

bc� ad
� y �

b� d

bc� ad
i
x

y
�

a� c

b� d
�

Posledica �� Svaki razlomak iz Fn�� sa imeniocem n�� le�i izme�u
dva susedna razlomka iz Fn i 	ihova je medijanta�

Dakle� da bismo� znaju�i Fn� formirali Fn��� dovo�no je na�i one susedne
razlomke u Fn qiji je zbir imenilaca n� ��
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�� Najbo�a aproksimacija

Definicija �� Racionalan broj a�b je najbo
a aproksimacija broja

� � R ako ne postoji racionalan broj
x

y
za koji je y � b i

������ x

y

���� �
������ a

b

�����



�	 Z� Kadelburg

Drugim reqima� a�b je najbo�a aproksimacija broja � ako svi racionalni
brojevi intervala 
�� a�b� �� a�b� imaju imenilac ve�i od b�

Primer ��
�

	
je najbo�a aproksimacija broja

p
	� a

���

���
to nije 
mada je

	egovo rastoja	e od
p
	 ma	e nego rastoja	e broja

�

	
�� jer je

��	

���
�

��

��
bli�i

broju
p
	 nego xto je to

���

���
� �

Teorema �� Ako � � R � 
�� �� le�i izme�u dva susedna broja iz Fn�
tada je bar jedan od 	ih najbo
a aproksimacija za ��

Primetimo da nije isk�uqeno da i drugi od pomenutih brojeva bude najbo�a
aproksimacija 
makar mu rastoja	e od � bilo i ve�e��

Dokaz� Neka su
a

b
i
c

d
uzastopni qlanovi u Fn i

a

b
� � �

c

d
� neka je pri

tom rastoja	e broja
a

b
od � ma	e ili jednako nego rastoja	e broja

c

d
� Tada je

a

b
najbo�a aproksimacija broja �� Zaista� ako bi

x

y
bio bli�i � nego xto je to

a

b
� tada bi

x

y
pripadao intervalu

�a
b
�
c

d

�
� Poxto su

a

b
i
c

d
uzastopni qlanovi

u Fn� razlomak
x

y
ne bi pripadao Fn� pa bi va�ilo y � n � b�

Teorema �� Neka su
a

b
�
c

d
uzastopni qlanovi u Fn i

a

b
� � �

c

d
� Tada

me�u redukovanim razlomcima sa imeniocem n � � najbo
a aproksimacija

za � mo�e biti jedino
a� c

b� d
� On to jeste ako i samo ako je b� d � n� � i

	egovo rastoja	e od � nije ve�e nego rastoja	a
a

b
i
c

d
od ��

Dokaz� Na osnovu posledice �� u skupu Fn �
�a
b
�
c

d

�
mo�e se nalaziti samo

jedan element iz Fn�� � to je medijanta
a� c

b� d
� i to samo u sluqaju da je b�d �

n � �� Ako je taj uslov ispu	en i
a� c

b� d
je zaista bli�i � nego xto su to i

a

b
i

c

d
� tada je on bli�i broju � nego svi ostali qlanovi Fn��� Obratno je

oqigledno�

Primer �� Najbo�e aproksimacije broja ln 	 � ���
������ � � � sa imenio�

cima ma	im od �� su� ��
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Va�an rezultat teorije Diofantovih aproksimacija je slede�a Dirihleo�
va� teorema�

Teorema �� Neka je � proizvo
an realan broj i t � N� Tada postoji
racionalan broj p�q� takav da va�i������ p

q

���� � �

qt
i q � t�

�P� G� L� Dirichlet ���������
	
 nemaqki matematiqar



Diofantove aproksimacije ��

Prvi dokaz� Nije ograniqe	e opxtosti ako se pretpostavi da je � � � � ��

Neka su
a

b
�
c

d
susedni brojevi u Ft i

a

b
� � �

c

d
� Neka je� na primer�

a

b
� � �

a� c

b� d
� Tada je

����� a

b

��� � a� c

b� d
� a

b
�

bc� ad

b
b� d�
�

�

bt
�

jer je bc� ad � � i b� d � t i pri tome je b � t�

Drugi dokaz� Posmatrajmo t � � brojeva �x � ��x� za x � �� �� � � � � t� Svi
oni pripadaju intervalu ��� ��� Podelimo taj interval na t intervalah

��
�

t

�
�

h�
t
�
	

t

�
� � � � �

h t� �

t
� �
�
�

Na osnovu Dirihleovog principa� bar jedan od tih intervala sadr�i dva od
datih brojeva� neka su to brojevi �x�� ��x�� i �x�� ��x�� i neka je� na primer�
x� � x�� Tada je

�

t
�
��
�x� � ��x���� 
�x� � ��x���

�� � ���
x� � x��� 
��x��� ��x���
���

Oznaqimo q � x� � x�� ��x��� ��x�� � p i va�i�e � � q � t i

j�q � pj � �

t
� tj�

������ p

q

���� � �

tq
�

Pomenimo da je pretpostavka da je t prirodan broj nebitna� uz malu izmenu
dokazuje se da teorema va�i za svaki realan broj t � ��

Pretpostavimo sada da je� specijalno� � iracionalan broj� Doka�imo da
u tom sluqaju imenioci q razlomaka koji aproksimiraju broj � u Dirihleovoj
teoremi mogu biti proizvo�no veliki� ako dozvolimo da broj t raste� Zaista�
pretpostavimo suprotno� da su ti imenioci ograniqeni odozgo nekim brojem q�
za sve t � N� Oznaqimo

�q � min
p

������ p

q

���� za q � f�� 	� � � � � q�g
i

� � min
��q�q�

�q �

Tada je � � � zbog iracionalnosti broja � i za svako p � Z i q � N va�i
nejednakost ������ p

q

���� � ��

No� ova nejednakost za dovo�no veliko t protivreqi nejednakosti Dirihleove
teoreme�

Primetimo da�e da iz nejednakosti teoreme sledi da je� zbog � � q � t������� p

q

���� � �

q�
�



�� Z� Kadelburg

Iz prethodno dokazanog sledi da posled	a nejednakost za iracionalne � ima
rexe	a sa imeniocima ve�im od proizvo�nog unapred zadatog broja� Na taj
naqin� va�i�

Posledica �� Za svaki iracionalan broj � nejednaqina

������ p

q

���� � �

q�ima beskonaqno mnogo rexe	a po p � Z� q � N�
S druge strane� lako se dokazuje da va�i

Teorema �� Ako je � � Q� onda postoji realan broj c � �� takav da je

za svaki racionalan broj
p

q
�� � ispu	ena nejednakost������� p

q

���� � c

q
�

Dokaz� Neka je � � a�b� b � �� Ako je p�q proizvo�an racionalan broj�
p

q
�� a

b
� onda je aq� bp �� �� pa za ceo broj jaq� bpj va�i jaq� bpj � �� Zbog toga

je ������ p

q

���� �
����ab �

p

q

���� � jaq � bpj
bq

�
�

bq
�

��b

q
�

Dakle� za c se mo�e uzeti ��b�

Zadatak �� Koriste�i prethodnu teoremu dokazati da je broj

� � �� �

	�
�

�

	�
� �

		
� � � �� 
���n

	n�
� � � �

iracionalan�

Ako uporedimo rezultate posledice � i teoreme �� zak�uqujemo da se ira�
cionalni brojevi mogu ��bo�e� aproksimirati racionalnim brojevima nego sami
racionalni brojevi� Preciznije� uvodi se�

Definicija �� �� Broj � � R dopuxta aproksimaciju racionalnim
brojevima poretka � � N ako postoji konstanta c � c�
�� � � takva da nejedna�
qina


��
������ p

q

���� � c

q�

ima beskonaqno mnogo rexe	a po
p

q
� Q� p

q
�� ��

	� � � �
�� je najbo
i poredak aproksimacije broja � racionalnim bro�
jevima� ako � dopuxta taj poredak i postoji konstanta c � c�
�� � � takva da
nejednaqina 
�� nema rexe	a�

Dakle�

�� za racionalne brojeve � je �
�� � �� nejednakost �
�� � � sledi iz teore�
me �� a �
�� � � va�i jer jednaqine pb � aq � 	� za 
a� b� � � uvek imaju
beskonaqno mnogo rexe	a�



Diofantove aproksimacije ��

	� za iracionalne brojeve � je �
�� � 	� na osnovu posledice �� Pri tom se
mo�e dokazati da postoje brojevi � za koje je bax �
�� � 	� takav je� na

primer� broj � �
� �

p
�

	

videti �����

Postav�a se pita	e da li se u ovom smislu mo�e izvrxiti preciznija kla�
sifikacija realnih brojeva i� specijalno� da li postoje realni brojevi koji
dopuxtaju proizvo�no veliki poredak aproksimacije� Da bismo dali odgovor�
uvedimo pojmove algebarskih i transcendentnih brojeva�

�� Algebarski i transcendentni brojevi

Definicija �� Kompleksan 
specijalno� realan� broj � je algebarski ako
je on koren nekog polinoma s celim koeficijentima koji nisu svi jednaki nuli�
Ako takav polinom za broj � ne postoji� � je transcendentan� broj�

Jasno je da smo umesto zahteva da polinom o kome je req ima cele koefi�
cijente mogli zahtevati da su 	egovi koeficijenti racionalni brojevi 
ne svi
jednaki nuli�� Posmatra�emo ovde uglavnom samo realne algebarske brojeve�

Kako iz f
�� � � sledi f
��g
�� � � za proizvo�an polinom g
x� sa celim
koeficijentima� jasno je da za svaki algebarski broj � postoji beskonaqno mno�
go polinoma s celim 
racionalnim� koeficijentima qiji je on koren� Od svih
takvih polinoma obiqno se posmatra onaj najma	eg stepena�

Definicija �� Broj n je stepen algebarskog broja � ako je � koren po�
linoma stepena n s celim 
racionalnim� koeficijentima i ne postoji polinom
stepena ni�eg od n s celim 
racionalnim� koeficijentima qiji je � koren�

Oqigledno je da su svi racionalni brojevi algebarski� i to stepena �� No�
postoji mnogo algebarskih brojeva koji su iracionalni � takvi su npr� svi
brojevi oblika n

p
a� a � N koji nisu celi� Sve kvadratne iracionalnosti su

algebarski brojevi stepena �� a npr� �
p
	 je algebarski broj stepena � 
dokazati���

Zadatak �� Dokazati da je sin ��� algebarski broj stepena �� a
p
	 �

p
�

algebarski broj stepena ��

Osnovni rezultat u vezi sa Diofantovim aproksimacijama algebarskih bro�
jeva je slede�a Liuvilova
 teorema 
iz ����� godine�� Iz 	e �emo� izme�u
ostalog� mo�i i da izvedemo dokaz o postoja	u transcendentnih brojeva 
xto ne
sledi iz dosadax	ih razmatra	a��

Teorema �� Za svaki realan algebarski broj � stepena n � 	 postoji
takva pozitivna konstanta c da je za svaki racionalan broj p�q�

������ p

q

���� � c

qn
�

�transcendo �lat�� � prevazilaziti� dakle� transcendentan je broj koji ��prevazilazi�
mogu�nosti algebre

�J� Liouville ���	�������� francuski matematiqar�



�� Z� Kadelburg

Dakle� algebarski iracionalni brojevi ne mogu se ��jako dobro� aproksimi�
rati racionalnim brojevima� Preciznije�

Posledica �� Najbo�i poredak aproksimacije algebarskog broja stepena
n nije ve�i od n�

Dokaz teoreme 
� Neka je � koren polinoma

f
x� � anx
n � an��x

n�� � � � �� a�

s celim koeficijentima 
an �� �� n � 	�� Tada je f
x� � 
x � ��g
x�� gde je
g
x� polinom 
n � ���og stepena s realnim koeficijentima� Neka je p�q proiz�
vo�an racionalan broj� On ne mo�e biti koren polinoma f
x�� jer bismo inaqe
jednaqinu f
x� � � mogli da skratimo sa x� p�q i � bi bio koren polinoma sa
racionalnim koeficijentima stepena ni�eg od n� Zato je����f

�
p

q

����� � janpn � an��pn��q � � � �� a�q
nj

qn
�� ��

No� tada je brojilac posled	eg razlomka ceo broj� ve�i od nule� pa je ve�i ili
jednak �� Zato� ����f

�
p

q

����� � �

qn
� tj�

������ p

q

���� �
����g
�
p

q

����� � �

qn
�

Razmotrimo slede�a dva sluqaja�

��
p

q
� �� � �� � � �� � I� Funkcija jg
x�j je neprekidna na zatvorenom

intervalu I� pa je ograniqena�

max
x�I

jg
x�j � K � �
�

Zato je
�

qn
�

����f
�
p

q

����� � K

������ p

q

���� � odnosno

������ p

q

���� � ��K

qn
�

	�
p

q
�� I� Onda je

������ p

q

���� � �� pa poxto je q ceo broj� svakako i

������ p

q

���� � �

qn
�

Sada je oqigledno da c � minf�� ��Kg zadovo�ava sve uslove teoreme�

Posledica �� Ako za svako c � � i svako n � N postoji racionalan

broj
p

q
�� �� takav da je ������ p

q

���� � c

qn
�

onda je � transcendentan broj�

Evo sada i najav�enog primera koji dokazuje postoja	e transcendentnih
brojeva�



Diofantove aproksimacije ��

Primer �� Liuvilov broj

L �
�

����
�

�

����
�

�

����
� � � � � �� �������� � � ���� � � �

je transcendentan�

Zaista� neka su n � N i c � � proizvo�ni� Posmatrajmo brojeve

p � ��k�
�

�

����
�

�

����
� � � �� �

��k�

�
� q � ��k��

Za 	ih va�i�����L� p

q

���� � �

���k��
�
�

�

���k��
�
� � � �

�
�

���k��
�

�
� �

�

	
�

�

	�
� � � �

�
�

	

��k�
� �

��k�k
�

Izaberimo k tako da je k � n i
	

��k�
� c� Tada je

����L� p

q

���� � c


��k��k
�

c

qn
�

pa iz prethodne posledice sledi da je L transcendentan broj� �
O nekim pobo�xa	ima Liuvilove teoreme videti� na primer� ��� ili ����

Korix�e	em Kantorove� teorije kardinalnih brojeva lako se izvodi da
transcendentnih brojeva ima i ��vixe� nego algebarskih 
preciznije� skup al�
gebarskih brojeva je prebrojiv� a skup transcendentnih to nije�� Me�utim� to
nimalo ne olakxava ispitiva	e algebarske prirode nekih konkretnih brojeva�

Brojevi e i 	 ne samo da su iracionalni� ve� su i transcendentni� Za
broj e to je prvi dokazao Ermit	 ����� godine� a za 	 Lindeman�� ����� godine�
Navodimo Ermitov dokaz transcendentnosti broja e�

Teorema �� Broj e je transcendentan�

Dokaz� Pretpostavimo� suprotno tvr�e	u� da postoje celi brojevi a�� a��
� � � � an takvi da je


�� a� � a�e� � � �� ane
n � ��

Neka je M � max��k�n jakj� Izaberimo dovo�no veliki prost broj p 
taqan
smisao uslova ��dovo�no veliki� razjasni�emo kasnije� za sada pretpostavimo
samo da je p � n i p � ja�j� i posmatrajmo polinom

f
x� �
xp��


p� ���

x� ��p
x� 	�p � � � 
x� n�p�

	G� Cantor �������
��	
 nemaqki matematiqar

Ch� Hermite ��������	��� francuski matematiqar
��K� L� F� Lindeman ��������
��� nemaqki matematiqar



�� Z� Kadelburg

Za 	ega pomo�u parcijalne integracije dobijamoZ x

�

ex�tf
t� dt � �f
x� � exf
�� �

Z x

�

ex�tf �
t� dt

� ��f
x� � f �
x�� � ex�f
�� � f �
��� �

Z x

�

ex�tf ��
t� dt

� � � � � ��f
x� � f �
x� � � � � � � ex�f
�� � f �
�� � � � � �
� �F 
x� � exF 
���

gde je 
konaqan� zbir f
x�� f �
x�� � � � oznaqen sa F 
x�� Stav�aju�i u dobijenu
relaciju� redom� x � k � �� �� � � � � n� mno�e	em dobijenih relacija� redom� sa ak
i sabira	em� dobijamo


	�

nX
k��

ak

Z k

�

ek�tf
t� dt �

� ��a�F 
�� � a�F 
�� � � � �� anF 
n�� � F 
���a� � a�e� � � �� ane
n� � R�

gde je� na osnovu 
��� R � ��a�F 
�� � a�F 
�� � � � �� anF 
n���

Procenimo sada izraze na obe strane relacije 
��� Razvija	em izraza za
f
x� dobija se da je

f
x� �
�


p� ���

Ap��x

p�� �Apx
p � � � � �� Ai � Z�

pri qemu je f
�� � f �
�� � � � � � f �p��

�� � �� f �p��

�� � Ap�� � 
���np
n��p i

nije de�iv sa p 
jer je p prost i ve�i od n�� a svi da�i izvodi f �p

��� f �p��

���
� � � su de�ivi sa p 
npr� f �p

�� � pAp�� Zbog toga F 
�� nije de�ivo sa p� a kako
je p � ja�j� to ni a�F 
�� nije de�ivo sa p�

Analognim postupkom se� me�utim� dokazuje da p j F 
k� za sve k � �� 	� � � � � n�
pa jRj � ja�F 
�� � a�F 
�� � � � � � anF 
n�j nije de�ivo sa p� No� kako je R ceo
broj� on nije jednak nuli� pa je jRj � ��

S druge strane� u svakom od integrala na levoj strani relacije 
�� promen�
�iva integracije zadovo�ava uslov t � ��� n�� pa je u 	ima

jf
t�j � tp��


p� ���
j
t� ��p � � � 
t� n�pj � np�� � nnp


p� ���
�

Zato je

����
Z k

�

ek�tf
t� dt

���� � en
n�n��
p


p� ���
� pa je

jRj �M
n� ��en
n�n��
p


p� ���
�

Me�utim� va�i lim
q��

M
n� ��en
n�n��
q


q � ���
� �� pa se prost broj p mo�e izabrati

tako da 
pored dosadax	ih zahteva� zadovo�ava i uslov jRj � �

	
� No� to je

kontradikcija sa prethodnom procenom�



Diofantove aproksimacije �


Bez dokaza 
za dokaz videti npr� ���� navedimo i Lindemanovu teoremu�

Teorema 	� Ako je C�e
�� � C�e

�� � � � � � Cne
�n � �� pri qemu su Ci al�

gebarski brojevi� od kojih je bar jedan razliqit od nule� a �i su me�usobno
razliqiti brojevi� takvi da su ��� � � � � �n algebarski� tada je �� transcen�
dentan broj�

Posledica �� Broj 	 je transcendentan�

Dokaz� Sledi iz Lindemanove teoreme i Ojlerove�� relacije e�i� � ��

Dokaz transcendentnosti broja 	 imao je za posledicu konaqno rexava	e
vekovnog problema kvadrature kruga � nije mogu�e� slu�e�i se le	irom i xe�
starom� konstruisati kvadrat qija je povrxina jednaka povrxini datog kruga�

Primer �� Ako je � algebarski broj ve�i od nule i razliqit od �� tada je
ln� transcendentan broj� �

Zadatak �� 
Savezno takmiqe	e �
�
�� Da li postoje brojevi a� b � �
takvi da je� 
a� a� b �� Q i ab � Q� 
b� a� b� ab �� Q� 
v� a � Q i b� ab �� Q�

Za konkretne brojeve problem odre�iva	a da li su oni algebarski ili

transcendentni qesto je veoma te�ak� Za mnoge brojeve� na primer 	
p
�� log� ��

e�� do odgovora se ne mo�e do�i na neki od dosad opisanih naqina� Ge�fond��

je �
��� godine dokazao da su svi brojevi oblika �� transcendentni� pod pretpo�
stavkom da je � algebarski broj� razliqit od � i �� a � algebarski iracionalan�

Na primer� takvi su svi brojevi oblika a
n
p
b� gde je a ceo broj� ve�i od �� b ceo�

razliqit od n�tog stepena celog broja� zatim svi logaritmi racionalnih broje�
va sa racionalnim osnovama koji nisu sami racionalni itd� Za neke brojeve koji
se qesto sre�u ni do danas se ne zna da li su algebarski ili transcendentni�
Na primer� Ojlerova konstanta C� poznata iz matematiqke analize� jeste broj
za koji se qak ne zna ni da li je racionalan ili iracionalan�
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