HACTABA MATEMATUWKE Y OCHOBHOJ 11 CPEIIHOJ IITKOJIN

ap Jymura Hodman

KAKO MOTUBUCATHN 10-18-'OJUIIIBE YYEHUKE
JA Y TORY HACTABE CAMOCTAJIHO PEIITIABAJY
PASHE MATEMATHWNYKE 3AIJATKE

¥YBon

Cnenehn 3anmarak je ykmydes y gmury [1]:

IlBa yoBeka, A m B, cperHy ce Ha yaumu u pasroBapajy. A raxe:
2Amam Tpu cura. CBu OHE mMajy mamac ¢BOj pohemman. B mumra: ,,Koamko
rommHa uMajy tBoju cuHoBu?“ A omrosapa: ,,IIpomssonm OpojeBa HBHXOBUX
roguaa je 36.“ B: , laj mu jom kojy nrdopmanujy. A, mokasyjyhu ra kyhy
ucupen mux: ,,30up OpojeBa BUXOBUX FOAUHA je jeqHAK OpOjy mpo3opa Ha
0BOj kyhu.“ B mocie m3BeCHOT pPa3MUIIBama: ,, 1peda MU jomr HEKW mOma-
rak.“ A: ,Moj majcrapuju cur uma miase oun.“ , To je moBOBHO®, Kake B
7 Jaje TadaH OATOBOP.

Pewewe. Hega cy cunoBu crapu x, y u 2z roguua. Ilomro ce 3Ha ma je xyz = 36,
mocMaTpajy ce cBa pasmarama Opoja 36 y mpom3Boge on MO Tpu (AKTOpa; KAKO je
T+ vy + z jenmako Opojy mposopa Ha kyhwu, 3a cBaxo pasnarame O6poja 36 Ha pakTope
u3pagyHaBa ce 30up Tux pakropa. Vma ocam moryhuocru paznarama: 36,1,1; 18,21,
12,3,1;9,4,1; 9,2,2; 6,6,1; 6,3,2 u 4,3,3, a oarosapajyhu 36uposu parropa Cy, peaom,
38, 21, 16, 14, 13, 13, 11 u 10. Axo 6u 6poj npo3opa Ha Kyhu Ouo pazmauyuur ox 13,
B 6u onvax 3mao oxrosop. Ilomro B jom me 3ma oxrosop, 36mp mopa ma byme 13, a
roxuae cuHOBa 6,6,1 wam 9,2,2. Y mpBoMm cayuajy A me Ou mMao ,HajcTapujer” CUHA.
Ilakie, TpaBUIHO pememe je t =y =2u z = 9.

Opx gyBenor kmHeCKOT Guao3odha Roudyunja, koju je sxkmsBeo o 551. mo 479. romu-
He m.H.e, moTuye ciaexeha uspeka: ,Mcnpuuaj mu, na hy to 3abopasuru. Ilokaxu mu,
te hy ce rora ceharu. omycTu ma ce caM IpUXBATUM AOTWYHOL MOCJIA M TaNa Ny ra
cxatuTu.“ OBa OpPEBHA MYAPOCT BAKU y PA3IAIUTUM MOJBUMA JBYACKE TEIATHOCTH,
m3MeDy OCTaNor u y HACTABM MaTeMaTHKe. ¥ YeHHKe TpeDa CHCTEeMATCKM HABUKABATH
Ha CAMOCTAJHU Paj OPH pemaBamy Maremarmdykux npobmema. To 3axreBa, mopef
CTPy4YHE CIPEMHOCTH, CIPETHOCT W BEJNUKHM AHTAKMAH HACTABHOT 0CO0Ja. Baxkuo je
mahu moromam m360p 3amaraka, KOju he OMOryhuTH CBAKOM YYEHUKY y paspeny mna
IOHEImTO caM OTKpHuje u na cam Hale oxrosope Ha Oap Heka On mHMTama y BE3W Ca

[Inenapuo npenaBaibe Ha 10. KOHrpecy MaTeMaTu4dapa Jyrociasuje, Beorpan, 21-24. 01. 2001.
O IHE.
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IOCTaBJ/BEHAM 33JATKOM. Y OBOM NPEIABAkhy M3JIOKUNY IpUMEpe OBAKBUX 33,TaTaKa
7 roBOpUNY O CBOM HCKyCTBY IPHU BHXOBOj OOpamum Ha dacoBmMa MaremMaruke. Ilpm
tome iy ce ocBpHyTH HAa mPEIHOCTH, a UCTO TaKO U HA Temkole 3a BpeMme pana.

[IpemaBame ce cacToju M3 TpHU Zea.

Y mpBoM geny aHagm3mpahy obpany 3amaraka 3a ydeHuke, crape 14—15 romuna,
y B3’ Ca meao0pOjHUM pelmenuMa, jetHadnne ax + by = n, rae ¢y a, b u n nupupoaaun
6pojesu.

Jlpyru neo npenaBama ce OQHOCH HA PelaBame npodieMa O HI30BHMA M U3 KOM-
OMHATODUKE 32 YYEHHKE y BHIIMM Da3PenuMa CUMHA3H]E.

Y tpehem meny mpenaBama Oux :keiena na MOABYYEM 3HAYA) PA3BUjama CaMO-
CTAJIHOAX PAJHAX HABHUKA OX paHe MiamocTu. To hy miycTpoBar:m 3amamumMa HAMEHe-
HuM yuerumuma ox 10 mo 13 roxuua.

IIpBu meo

3a pa3Bujame CAMOCTAJHAX PAJHAX HABMKA HAPOYUTO CY HOTONHU 33aJALM 33
ncrpakuBame. Cuemeha rpyma oBakBUX 3aJaTaka mOCTaBibeHa je 14—15-romummmm
yuerunuMa y EHrmeckoj ox crpame jeZHOT O MCOUTHWX IEeHTapa KOjU OPTAHU3Y]Y
3aBpmHe HcouTe mocie 00aBe3HOr MKOIOBama. 1pebalo je ga ydeHUIH y POKY OX
cejaM JaHa, Ha YaCOBMMA MaTeMaTWKe W y OKBHPY XoMahmx 3amaTaka, OIroBOpe
Ha IITO BUIIE NOCTAB/EHUX NUTAKBA W Ja HANUMY DedepaT O CBOJHM 3aLaKABIMA.
Koucynramuje ca mpyrosuma y paspeny cy Omie momymrene. HacraBHuk je morao,
1m0 morpebm, maBaTum mpuMmende W ONINTA, YOYTCTBA 33 NPUIa3 NpodieMmMa. 3amalu
cy ce pehamu ox jemroctaBHUX 10 ciaokenunx. Ha raj Haumn u Hajcmabuju yueHHnu cy
Morau ga peme 6ap HEKe O BUX U 13 cakyme 060n0Be mOTpebHe 3a IPeNasHy OUEHY;
HAjCIOKEHIjH TPOoOIeMu, ca Kpaja COUCKA, OMIM Cy HAMEHEHHN OINKAMMIMA,. 3aIaln
cy 6umnu caenehm:

3AIATAK 1. Hahw wajsehun mpupomam Opoj kKoju ce me MOCe HANIUCATH KO
36up ca cabupuuma u3 ckyna S = {3,5}.

3AJIATAK 2. Kako rmace oAroBopu Ha OUTake NOCTABHEHO Y 33TaTKY 1 ako je:
a) S=1{2,7}6) S=1{6,5};8) S ={15,14}.

3ANATAK 3. Halu oxrosop ma murame u3 3amarka 1 ako je: a) S = {1,9};
6) S = {4,20}.

3AIATAK 4. Onummu cBoja 3amaxkama npu pany, ynopehyjyhu coje oxrosope
Ha 3agarke 1-3.

3AIATAK 5. Kako Tpeba msabparu mpupomue OpojeBe p m ¢ ma Om BaKWMIO
cnenehe TBpheme: He mocroju Hajsehw mpupomau OPOj KOJjU Ce Me MONCE HATUCATH
ka0 30up ca cabupuuma u3 ckyna {p,¢}? OOpa3moxum cBOj OATOBOP.

3AIATAK 6. Hera cy p u ¢ y3ajamuo mpoctu mpupomau Opojesu, Behm ox 1.
Hahu ¢popmyny 3a majsehu npupomau 6poj KOju ce me MO HCe TPENCTABUTH K0 30up
ca cabupuuma u3 ckyna {p,q}.
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lope naBenene zamaTtre cam obpabhuBaia ca pasHEM IpymaMa ydeHumka. lIpBom
IPUIKKOM CaM TO YMHIJIA y Pa3pelry CaCTaBJbeHOM O] yUeHHKa CIa0MX y MaTeMaTHIN,
aJIM BPEJHUX U MOTHBHCAHAX Ja MOJIOke 3aBpmHEM ucnuT. Ca 0OBOM IPYIOM CaM HMaJja
cnemeha mcrycrsa:

(i) Ha 3anaTak 1 u na nenose a) u 6) 3agaTka 2 upobameM Cy H0OUjeHN IPABUIHN
oarosopu (7, ommocuo 5 u 19). Ileo B) 3amarka 2 upeacraBpao je remkoliy, jep cy
cabupnu Gunu Beaukw Gpojesd, WTO je orexano upobame (oarosop je 181).

(ii) 3agarak 3 je selinna ydenuka pemusna. Onorosop Ha €0 a) IIACH: LIOMTO
ce CBAaKM IPUPOAHM OPOj MOKe HAIMCATH Kao 30U jeAMHHIA, HE MOCTOJH HILjemaH
npuponuu OpPoj KOju ce He MOKe IPHKAa3aTH Kao 36up ca cabupuuma u3 ckyna {1,9}.
Oxrosop Ha meo0 0) je cienno u3 3amaxkama Aa je 6poj 4 unamnan 6poja 20. To 3xauu
Ia cy cBu 30mpoBm ca cabupnmma m3 ckyma {4,20} nemusu Opojem 4. Bam cryma
{4,8,12,16,...,4k,...} mocroju GeckOHAYHO MHOrO HPUPOAHUX OpojeBa (TO ce iemo
MOXKe npukazaru Ha 6pojuoj nmuumju). Mehy muma nema majselier npupogsor 6poja
n obmuka n # a-4+0b-20 ca a,b € NU {0}, (a,b) # (0,0).

(iii) Ha samatke 4 u 5 ogrosopu cy Oumn camo menumudau. ¥ TBphero je na me
nocroju Hajsehu npupomum 6poj n # ap + bg ca a,b € N U {0}, (a,b) # (0,0) ako
je bap jemam ox OpojeBa p um ¢ jemuak 1, wam ako je jemam on OpojeBa p W ¢ me/bUB
IPYTHUM.

Camo cy ngBe ydeHume y paspeiy CXBaTwie Xa He NOCTOju Hajselim mpuponmu
Bpoj n # ap + bq ca a,b € N U {0}, (a,b) # (0,0) ragrox je majsehn 3ajenuundru
meauian d 6pojesa p u ¢ Behu ox 1. Hamme, ranga je ap+ bq mesmus ca d u BaH CKymna
{ap+bq; a,b € NU{0},(a,b) # (0,0) } mema najsehier npupoxggor 6poja.

(iv) 3anaTk 6 je mpeBa3umao cnocobHOCTH yd4eHUKa y oBoM paspeny Camocrad-
HUM DAgoM He Oum Ouim y cTamy Ja HACIYTEe OACOBOD HA OBO NUTAHE.

Y oBOj a3um pama cMaTpaia caM Ja je HeIarolKN OIPaBIAHO Ia Ce YKBYIUM y
muckycujy. Pemmima cam ma Ha mpumepy 3amaraka 1—6 ymo3maMm ydYeHHKe Ca IPeIHO-
CTUMA CUCTNEMAMCKOZ UCIUTUBAKDA, IPH PALY.

Bpahajyhu ce ma 3amarak 1, mpemmoxmna caMm a ce yMECTO IPUPOTHUX OpOjeBa
n#a-34+b-5caabe NU({0}, (a,b) # (0,0) mpe cBera HaBeny OHM IPUPOIHA
BpojeBu n 3a koje Baxu jengakoct n = a-3+b-5 3a ce moryhe usbope a,b € NU{0}.
Ykazajga caM Ha TO Ja Ce TO MOKE CHCTEMATCKH y4umHEUTH momohy tabere 1.

3 6 9 12 15
5 § 11 14 17 20
10 13 16 19 22 25
15 18 21 24 27 30
20 23 26 29 32 35

Tabena 1

Tabema 1 je kOHCTpyHCAaHA TAaKO A Ce€ TOPIY PEX CACTOju O NPUPOAHUX OpojeBa
a-34+0-5 (caa € N). Y peny ucnoxn tora cy 0pojesu a -3 + 1 -5, 3arum caene
peznosu ca Gpojesuma a-3+2-5,a-3+3-5,a-3+4-5, ..., upu uemy a € N U{0}.
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Tabemom 1 je mOCTUTHYT KebeHN e(eKaT: YUECHWIW Cy IOHOBO OWJIN CTHMYIIH-
CaHN oA pame CaMOCTAJHO, mcouTyjyhm ocobune mpura3amux 6GpojeBa. Y TBpheno je
(ca obpasmoxemuma) ciaegehe: 1) Csu Gpojesu y upsa tpu pega cy mehycobro pas-
auautu. 2) Bpojesu y 4, 7, 10, ... peny cy caip:kasu y IpBOM peny, Opojes: y 5,
8, 11, ... pexmy cy camp:kaHu y APyroMm pexny, a bpojesm y 6, 9, 12, ... peny cy
caxp:xkanu y tpehem peny. [Ipema tome, mpu uzyduasamy ocobuna Tadene 1 m0BOBHO
je orpammuurn ce Ha upsa Tpu pexa. 3) Tabeama 1 canpxu cse mpupoxme Gpojese
n > 8; wranosu Hm3a 8, 9, 10, ... ce pebajy mHa my:kuMa, mapajeIHEM KY:KH TOBY-
4enoj kpo3 6pojese 10, 11 u 12 (Buzeru rabeay 2). 4) Hexu ydenunu cy momynunu
npBa Tpu pexa tabeme 1: mpsu pex OpojesmMa a -3 caa = 0,—1,—2,..., npyru u
rpehu pen 6pojesuma a -3+ 1-5, ommocuo a-3+2-5caa=—1,—-2,-3,.... Tako
je macrasga tabena 2 ca Tpu pena, npencraBmajyhu ckyn Z memmx Opojesa:

-2 -9 -6 -3 0 3 6 9 12 15 18
-7 -4 -1 2 5 8 11 14 17 20 23
-2 1 4 7 10 13 16 19 22 25 28

Tabemna 2

U3 rabene 2 ce jacmo Bumu ma ce majselim mpumpommu Gpoj (7) koju ce He MOke
IpUKA3aTH Kao 30up ca cabupnumma m3 ckyma {3,5} Hamasm mcmpex OpBOT dYIaHA
tpeher pema tabene 1. Ha moje murame: ,,Kojy 3ajemamury ocobuuy mocenyjy cBu
OpojeBu y mojemuuuM penoBuma Tabenme 27, HAKOH MaJO PasMUNIbamba CIEIHO je
IpaBWJIAH OArOBOP: CBU OPOjeBH y MOjeIMHAYHMM pemoBuMa Tebese 2 mOCemyjy UCTU
ocrarag mpu neodu ca 3; Tu cy ocramu 0, 2 u 1 33 OpojeBe y TpBOM, OTHOCHO APYTOM
u tpehem pexny.

Tabeme amamorae tabenu 2 cy KOHCTpyucane u 3a Opojese obmmka a -2+ b - 7,
a-6+b-5uma-5+b-14 y sananuma 2a), 6) u B). To je [0BOAUIO A0 jeJHOCTABHOT De-
mWema TOTUYHIX 33JaTaka. HEKH O yYeHWKA Cy HAKOH TOra HACIYyNuBaiu npaBUIHE
OJrOBOD 3a 3amarak 6:

$opmyna 3a majsehwm npupomum O6pOj n KOju Ce HE MOkKE NPUKAATH Y
06mmry ap+bq ca a,b € NU{0}, (a,b) # (0,0), npu demy cy p u g y3ajaMaO
npocru npuponau 6pojesu, raacu: n = g(p — 1) — p, 1j.

n=pqg—p—(g.
Tume je panx za 3aganuma 1—6 ca 0oBUM pa3penoM 3aBpIIeH.
Hakor m3BecHOr BpemMeHa mMaja CaM OPUIAKY AA UCTYy CPYOy 3aJAaTaka Kao

BexkOy (a He Ka0 cacTaBHE €0 mcouTa) OOpaiuM ca pa3pesoM ca J00puM ydUeHH-
muma. Tama cMo pemmnu 3amarak 6 momohy rabeme 3:

-p 0 D 2p
q—p q q+p q+2p
2q—p 2q 2q+p 29+ 2p
3q—p 3q 3q+0p 3q+2p

p-—1g—p (p—1)q (p-1)g+p (p—1)g+2p
Tabemsa 3
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XopuzonTaune penose tabemxe 3 cMo mHyMmepmcaium ca ¢ 3a ¢ = 0,1,2,...,p—1, a
BEPTHUKAJHE CTymme ca j 3a j =...,—2,—1,0,1,2,.... 3ajeJHOYKIM HAIOPUMA CMO
nokazanu caegelie ocobune rabene 3 (goraze ocraBbaMo 3a BexOy):

(1) ¥Y cBakoM ox penoBa GPOjeBE MOHOTOHO pacTy uayhlu C 1eBa HALECHO.
(2) ¥ cBakoM crynny GpojeBm MOHOTOHO pacTy maylu 0403ro HazoOle.
(3) Heka je r; ocrarak 6poja iq upu gememy ca p. Taga Baxmu:
(i) cBu GpojeBu y ¢-TOM pemy UMajy OCTATAK T; UPA AEIbEHY Ca P;
(ii) cBu memm GpojeBu ca OCTATKOM r; IPH NEIHEHY Ca P CY CAAPKAHL Y i-TOM
peny.
(4) 3a Ouno koja mBa mpupoxEa Opoja i1, i2 ca 0 < i1 < 4o < p — 1, ocramm 7,

u 7r;, OpojeBa %1, OZHOCHO %3¢ IPU JAesbemy ca p cy pasuamautu. lIpema Tome
{ro,r1,...,7p—1} =4{0,1,2,...,p—1}.

U3 (4) cnenu pa rabena 3 npexcrasma ckyn Z nenux 0pojesa. Hajsehu npupo-
nHE OpOj KOju ce He MOke IPHUKA3aTH Kao 36up ap+bg 3a a,b € NU{0}, (a,bd) # (0,0)
je HajHmkW OpOj CTymma ca ejxeMeHTuma —p, ¢ — P, 2¢ — P, ... ; 3Ha4W, TO je Opoj
(p—1)g—p T pa—p—q

IIPUMENBA. 3amarak 6 je cumemujajal ciaydaj mpodiIeMa KOju je MOCTABHO HE-
maukn Maremarundap Ppobenuyc (Frobenius, 1849-1917): onpesurn majseliu npupo-
nar OpOj M 32 KOjU jeJHAYIMHA N = Zle a;x;, TOe Cy @; y3ajaMHO IPOCTHU IPUPOITHU
OpojeBu, HEMA pElIeHmA y HEHErATWBHUM menuM OpojeBuma. Pememe ®poberuycosor
npobuema 3a k = 2 je 6uno nosHaro emrieckoMm Mmaremarundapy Cumasecrepy (Syl-
vester, 1814-1897). Om je morazao ma ykymHO mMa (a; — 1)(az — 1)/2 mpupoganx
OpojeBa kKoju ce HE MOr'Y IpPEACTABUTU ¥ 00IUKy 30upa 2?21 a;T; ca ay,ay € N, opu
YeMy Cy @1 U Qo y3ajaMHO mpoctu Opojesu. Pememe nmpobiaema 3a k = 3 mormue Tek
um3 1978. romuue; 3a k > 4 mo cama mumje nponaheno pememe.

Jpyru meo

W3 Tabene 1 ce Buam ma ce HEKH O IPUPOTHUX OPOjeBa MOTY HA BUIIE HAYMHA
npuKa3aTu kKao 36uposu ca cabupnuma u3 ckyua {3,5}. Ha mpumep, 23 =6-3+1-5,
a ca gpyre crpae 23 = 1-3 4+ 4-5. OBo 3amaxkame je Cyrepmcajio 3aIaTakK 7 3a
YyYEHWKE y BUIINM DAa3PeIUMa CHMHA3L]E.

SAIATAK 7. YrBpautu Opoj mpencraBibama IPOU3BOBHOT TIPUPOIHOT Opoja n
y obuuky 36upa ca cabupuuma u3 ckyma {1,2}.

ObenesxxumMo TpakeHm OpOj ca a,. MaTypaHTH y jemHOj TMMHA3UjH, TAE CaM
obpabhuBasa ropmu TpobieM, IPeTIOKIIN Cy ABA PA3IMINTA IPUIA3a PEIIeHY:

a) Hekn ox yuenuka cy KpeHyin Ia CHCTEMATCKE YTBDAE G, 3a MaJe BPEIHOCTH
O6poja n u ToM TpuauKOM cacTtaBmau tadeny 4. U3 te tabesne ce Bumu: 3a CBaKO n > 3
IOCTOje JBa CKyIa NpeACTaBBaka Opoja n y o0muky 30mpa ca cabupmuma m3 CKyma
{1,2}. ¥ upBoM ckymy cy 30EpOBHU ca HOCIeABUM cabupKOM 1; y APyroM cCKymy cy
36mpoBu ca mocienmuM cabupkoMm 2. Bpoj 36upoBa y IpBOM CKymy je a,_1, HOK je
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Opoj 30upoBa y APYrOM CKYLY G,—2. lIpema Tome:

Ap = Ap_1+ Ap_2 38 N > 37

(1)

(Il:]., (12:2

Pekypsusau oGpasan (1) ca moYeTHUM yCIOBUMA 33 (1 U (2 KAPAKTEDHIIE YyBEHE
dubonauujese Gpojese f, 3a n > 1 (Fibonacci, 1170-1240). Osu 6pojeBu 4umue

4)H6OHE%‘II/IjeB HU3 f07 f17 f27 ..., IpW YeMy je fO =1, fl =1 I’Ifn :fn71+fn72
3an > 2.
6poj n HAUMHEE TpeacTaBibaiba 7 Kao 30upa an
1 1=1 1
2 2=1+1 2
2=2
3 3=1+1+1 3
3=2+1
3=1+4+2
4 4=1+1+1+1 5
4=24+1+1
4=14+2+1
4=14+1+2
4=2+2
Tabemna 4

Jakie, y9yeHUnu Cy NOWIIE N0 3aKBYUIKA 14 je

(2) an, = f, 3acsakon € N.

6) Buio je m TakBUX ydYeHHKA y pa3pexny KOju cy 30UpOBe 3a N KIACH(YUKOBAIL
mpema Opojy cabupaka jemmakux 2 y 30upy. Omu cy yrspaunm ciegehe:
n
30upoBa 6e3 cabupka 2 uma yRYIHO <0 ;
n—1
36upoBa ca jemHuM CabUPKOM 2 MMa, YKYIHO ( 1 );

2

4

n—2
30upoBa ca aBa cabupka 2 uMma yKyTHO ;

n—3
36mpoBa ca Tpu cabupka 2 mMa YKYIHO 3

7 TAKO pemoM. 3Hauwm,

o e () O e ()

rge je [n/2] majsehn mpupoxam 6poj kKoju He mpeBasmuasm /2.
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Opuctynu a) u 6) pemasamy 3aJaTKa 7 NOBEIH Cy A0 NPEKPACHOT 3aK/bYUKA:
koMOuHanujoM pesyarara (2) m (3) ce monasu no mossare GopMmysIe PPAHLYCKOr Ma-
remarnaapa Jluka (Lucas, XIX Bek) 3a Pubonauujese Gpojese:

[n/2] " — i
(4) ﬁ22<i)
i=0
Ha raj maumm je rpyma mMaTypaHaTa DOHOBO OTKpuia (opmyiy (4).

Yd4enunuMma je OUIO M TO MO3HATO JA Cy OMHOMHH KOE(HIUjeHTH (Z) 3a N =
0,1,2,... wk=0,1,...,n exementr t38. [lackamosor tpoyrua. (Ppannycku dumio-
30 u maremarmuap Pascal (1623-1662) je yrBpauo passe ocobure 0BOT OPOjYaHOT
TpPOyria, KOju 300r TOra HOCH WeroBo mme. ¥ crBapu, llackanoB Tpoyrao je Guo
IO3HAT ¥ Ipe Bera — Ha npumep, v Kurn.) Y IlackanoBom Tpoyriy OuHOMHE Koedhu-
nujentu koju ymne 30upose (4) ce HANTA3e HA IPABUM [, TAPAJIEIHUM IPABOj KPO3 (é)

m (1):

4
0
[TackaaoB Tpoyrao
Fopma unycrpanuja popmyie (4) gosera je 1o upemiora 3a youmreme Jlukaosor

pe3yiarata:

3AIATAK 8. Koucrpyucaru mpase ¢; Kpo3 OMHOMHE KOE(MIUjeHTE (}) u (é)
[TackanoBor TpoOyraa, a 3aTUM TOKPUTH CBe exeMeHTe 1acCKasoBOr TPOYTJa MPaBUM
napaJjesHIM IPaBoj ¢;. 30MpoBu ODMHOMHUX KOe(UUUjeHATa HAa OBAM IpaBuM 00pasyjy
mn3 S; npuponuux OpojeBa. Wcnurarm ocobuue S; 3a pa3iudure BPEIHOCTH f.

Hekm on yuenumgra cy npemioxuian u ciaenely remepaausanujy 3aIaTKa 7.

3AJIATAK 9. YTBpmuTtu 0poj mpeacraBibama IPUPOTHOT Opoja n y 00auky 30m-
pa ca cabupumma u3 ckyma {1,2,3}.

Jlako je yrBpautu momohy rabesne, anamorse tabenu 4, mna je 6poj b, mpemcras-
Jbama Opoja n jenHAK eMeMeHTy t, Hm3a

1,1,2,4, 7,13, ...
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38 KOJI BasKH PeKyp3WBHH 00pasar
thn =th—1+th—o+th—3 38 Nn=3

Ipu 4emy je
to=t1 =1, ty=2.
Ca mpyre crpame, f, Ce MOke M3Pa3uTH Kao 30Mp TPUHOMHWX Koedunujemara (Tj.
!

Opojesa obmuka pcaqt+rts= D).

q'r!s

Pememe 3amarka 9 Huje ycaemmno y pas3peny, HETO je OCTaBBEHO Kao Bexba 3a
OIAKAIIE.

Tpehu meo

Yrmamame CaMOCTAJIHOT palja YUEHWKa y HACTAaBy MaTeMaTuUke He IPeNCTaBiba
HAPOYUTY TEmKONy axo ce y4eHWIW OX PAHWX TaHA HABUKABA]Y HA CHCTEMATCKA HC-
OWTWBAKA U HA AHAJIU3Y MNOCTUTHYTHX pesyirara. OBakaB NPUCTYI DALy OJAKIIABA
YUBEHUNA Ja Jela TOCenyjy 3ApaBy HHTYUNU)Y U HE YCTPydaBajy ce Ha U3HOCE CBOja
MUOIJbEeHA U NOCENY]y KUBY MAIITY, KOja Y€CTO TOBOIW NO MHTEPECAHTHHUX IPEIIora
33 yONIITEeHmA, WiIN Bapujanuje nojenuuanx npobmema. OBme Ny ce yKpaTKO OCBpHYTH
HA [OBE TEME Ca KOjuMa caM MOKWBeNIa 0xpabpyjyha samaxkama mpum pamy Ca ydYeHU-
numa, crapuMm 10-13 romgmra.

a) Koucrpyknuja monmesna 3a mosauenpe

3ANATAK 10. (3a 10-rogumme yuenuke) Wcenu ox xaprona Benuru 6poj jenua-
KOCTPAHMYHNX TPOYTIOBa ca mBunama ay:xuue 10 cm. Kopuctu oBe Tpoyriose xa of
BUX — JENJ/hEHEM NBUINA — HAIPABUMNI MTO BUIME DA3IAIUTUX TEIA.

[Ipu pemaBamy 3amarka 10 yueHUnu Cy paquin CaMOCTAIHO UK — IO KEJBU — Y
MambUM rpynaMa. KOHCTPYHCAHE Cy HAJPA3IMYUTH]U TUNOBU IOJNUENAPA: KOHBEKCHH,
KOHKABHH, IIa U 3Be3JacTu moiamenpu. HakoH Tora caM ydeHHWKe 3aMOJMIIA N 3AMUILY
3amakama 0 MOJeInMa NOOHjeHux Tema. JemHa O Ba)KHUX IOCHIENUNA HANET MOXLY-
xBaTa je Omia KOHCTATAamUja: yIEHHNUMA je Omia mpy:keHa MOryNHOCT ma ce cyode
ca mpuMepuuMa miaToHCcKuX Tena (Mely Momenuma mopex rerpaeipa M OKTaeApa Ha-
Wao ce 4aK U MKOCaenap) U Ja caMO OTKPHjy HEKe 01 0cODHHA OBHX Tejia, KOje X
YUHE MCTAKHYTUM y CKyOy CBUX MOryhux monmemapa. 1y MU ce ykazaJja IPUINKA, Oa
YUYEHUKE yIO3HAM W Ca JBa OCTAJa IIATOHCKA TeNa: Ca KONKOM (Ca KOjOM Cy HAPaBHO
cBu Owim paMuUIMjapHU) U Ca DOIEKAeAPOM, a MOPEN TOra Ja UM UCIPUYaM IOHEMITO
o rpukoM ¢unozody [luaarony (427-348 w.u.e).

WarepecuaTna je Ouiaa npumenda MOHEKAX YUEHUKA: CBU KOHCTPYHCAHU MOIEIN
nMajy napHE OpOj cTpaHa. ¥ 3pacT YUYEHUKA HUje MO3BOJMO I3 CE HOKA30M YBEPE y TO
Jla He MOCTOje MOJMeNpH ca HemapHHM OpojeM CTpaHa, akO Cy CBe CTpaHe MOJHenpa
rpoyraosu. (Jloka3 ce MOxe M3BeCTH y BHIIEM Da3peiuMa rmMHasmje Ha ciaexelin
maunH: V30pojuMo Tako3BaHe unyudewmime MapoBe MBUNA W CTpaHa mojmenpa P,
4gmje Cy CBe CTpaHe TpoyrioBu. llap Koju ce cacTojum Of Heke MBHUIE W HEKE CTPAHE Ce
Ha3UBa MHOUIEHTHUM aKO MBUIA mpumana Toj crpanu. Heka je Opoj cTpama moamenpa
P jemnax s. IlomTo cBaka crpana uma 3 uBune, TO je 6P0Oj MHNUICHTHAX TAPOBA WBUIQ
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u crpana s - 3. C gpyre crpame, Heka je Opoj mBuna noamexnpa P jemmak i. Csaka
mBuma — HapeM HA HAIAM MOJEJIMMAa — MHOUACHTHA je ca ABe CTpaHe; IpeMa TOMe
O0p0j MHNUICHTHUX TApPOBA HBUIA U CTPAHA MOMKE Ce M3PA3UTH W IOMONY mpom3BOIA
i-2. U3 jemqmarkoctu 3s = 2¢ cmenu ga O6poj s Mopa OUTH 1ebuB ca 2.)

SANATAK 11. (mamemen 11-12-rogummsuM ydYeHAOUMa KOJU Cy YULO3HATH Ca
[OjMOM ¥ IpUMEpUMa Mpexke konke) Xekcamuno je TeOMeTpujcka purypa y paBHU,
CacTaB/beHa OJ UIeCT KBAApPATa jeJHAKNX BEINYMHA TAKBAX Ia: 1) CBAKU OJ KBaApaTa
uma Gap jeiHy WBHLY 3ajeJHMYKY Ca HEKHM OJ OCTAJHUX KBaIpara U 2) ABa Pa3Ha
KBaJpaTa MOI'Y HMAaTH MJIU jeTHO TeMe 3ajeJHUYKO, WIW jeIHy HBULY 3ajeITHHYKY; Y
IPOTHBHOM HEMAjy 3ajeIHNYKUX TAadaKa.

(i) HanpTaj A KAPTOHY MTO BUNIE PA3MMYATAX XEKCAMUHA W 0DEIEKA 3HAKOM +/
OHA XEeKCAMIHA HA TBOM IPTEXY 3a KOja MHECINII A MOTY IOCIYKATH KO MpEeXe 3a
KOIIKY.

(ii) Hakom Tora mcenum XeKCaMuHa W NOKyIIA] Ja OJ BHAX HANpasum Kouke. Ha
Taj HAYMH YTBPAM 13 Jau cu 1eo (i) 3aJaTka pemmo mpaBIiIHO.

3anatak 11 ce mokazao BeoMa KOPHCHEM 3a Da3BUjame MPEICTaBa O IPOCTOPY,
I y ECTO BPEMe je ImpeacTaBbao qo00py BekOy m3 koMOmHATOpHUEKE.

6) IIpumena purypaTuBHUX OpojeBa y apUTMETHUIU U aaredopu

Y nmpesroj I'pukoj pasum TumoBm OpojeBa MpeACTABBAHU CY OpoOjeM Tadaka mo-
pebanux Tako na umHe mo3HaTe reopmerpujcke gurype. Ha mpumep, 6pojeBu jennaku
mpomssomuma 1 -1, 2-2,3-3,4-4, ..., npencrasbann cy Tadykama mopehanum y
06Ky KBaapaTa:

Cu. 1

Fopma reoMeTpujcka MHTEPIPETANNja OIPaBIABa HA3UB ,k8a0pamHy 6poj“ 3a n?,
rae n € N.
bBpojesu jemmaku 36uposuma 1, 1+2, 1+2+3, 1424344, ..., npeacraBibeHn

cy taukama nmopeharum y oOJHKY jeHAKOCTPAHUYHUX TPOYIJIOBA:

Cu. 2
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360r Tora ce Opojesu jenmaku 30uposuma 1+2+---+n 3an € N 308y ,mpoyeaonu
bpojesu .

JleceTOroIMMmMBIM YUCHINUMA, je TOKa3aHa CIUKAa 1 W yKa3aHO je HA TO Ia Ce Y
KBaIPATUMA Ta4Ke y CBAKOM DeNy MOry CmojuTu mo jemaoMm mproMm. CBaka mpTa y
IpBOM, APyroM, TpeheM m 4eTBPTOM KBaApaTy caap:xkm 1, omHocHO 2, 3, 4, Tadke;
O6poj npra y gBaaparuma je 1, ommocuo 2, 3, 4. IIpema Tome, ykymam O6poj Tagaka y
KBaIpaTy ce Mowe no0uTn kao 36up 1-1=1,242=2-2=2234+34+3=3-3 =32,
444+4+4=4-4=42 3aro ce 6pojenu 1, 4, 9, 16 30By KBaIPATHE GPOjeBIL.

[Mocne Tora yyemunuma je moCTaBIbeH

3AOATAK 12. Hu3 xBagpara ma caummu 1 ce moxke mpoxy:kutw, nprajyhm cie-
nehe kBagpare ca cse sehumm Opojem tauaka. Hampraj kBazpar Koju cieau 3a KBa-
mparom ca 16 tawaka. [Ipenmoskm pa3He HaumHe 3a MOBe3WBame Tadaka HpraMa. Y
CBAKOM CJyd4ajy oxpemu OPOj Tavaka Ha CBAKOj HpTH u momohy tux OpojeBa m3pady-
Haj yKymaH Opoj Tavaka y KBaApary.

Y4eHunu cy paguin y rpynaMa u 3ajeJHIIKIM HAIOPUMA CYy JOOUjeHN Pe3yaTaTn
Ha Ccaumu 3.

25=5-5 25 = 25 =
1+24+3+44+5 1+3+54+7+9
+4+34+2+1
Cm. 3

Haxron Tora cmemgmo je

3AJIATAK 13. a) Hampasu npreske camuse npreRuMa HA CIANM 3 33 pasHe
kBaaparHe Opojese. Kopuctm cBoje mprexe 3a yrBphusame Opoja CBUX Tadaka y
oxrosapajyhum kKBaapaTuMa.

6) Haj upemiore — Ge3 uprexa — 3a upeacrasibambe 6poja 1000 y obauky 36upa
IpupoIHNX OpojeBa.

ITocne pemema 3amatka 13 ycaemuna je muckycuja. ToM IPHIMKOM Ce HCIOCTa-

BIJIO J2 je yYeHHIUMA HOCTAJIO jacHO — 0e3 (OpMAJHOr JOKa3a KOJjU Ce O JeLe Yy OBOM

y3pacTy HEje MOrao OYeKHBATH — Ja KBAAPATHE OpojeBE n2 3a GMIO KOju IPHPOIHA

6poj n mocenyjy caemehe ocobume.
36mp mpBEX 7L HemapHUX Opojesa je n’:
(5) 14+3+5+-+(2n—1)=n"
(6) n?=1+4+24+3+-+m—-1)+n+n—-1)+--+3+2+1.
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Y Bumum paspeauma ruMHEA3Uje n0ka3 popmyna (5) u (6) je moronma Bexba 3a ycBa-
jame MeTole MaTeMaTHYKe WHAYKIUje 33 HOKA3WBake CTABOBA KOJU BaKe 3a CBE IPHU-
pomme Gpojese.

UcnuruBame 36upa 1 + 2 + 3 4+ --- + n je obaBmeno moMony ciamka 3a TPOy-
raoue Opojese. KomOmHAIMUjOM TPOYIrIOBA HA CIUNU 3 CTBOPEHW Ny NPTERUA CIMIHH
npTexRuMa Ha, caunu 4.

2-(1+243+4)=5-4
Tj.

4-5 45 34,
2

1+424+34+4=— —+T
Cu. 4

ITocmarpajyhu EM3 CAMYHUX CHENUjATHAX CUTYANW]d YIEHHOW Cy CXBATUIN CYMITHHY
(popmyna:

1
(7) 1+2+3+~-~+n:@
n
(8) tn +tnr1 = (n+1)2

opu 4eMmy t, O3HAYaBa N-TH TPOYTraoHH OPO].

HAnoMEHA. Tpoyraonu 6pojeBu uMajy HH3 WHTEPECAHTHHX OCOOMHA, O KOJUX
ce HeKe MOTrY Jeno mpuka3aTtu rpapuurm. Takse mpupoge je ocobuua Koja je Omia
no3uata Behi Ilnyrapxy (xoju je suseo ox oko 46. no oko 119. rox):

® ako je t, n-tu Tpoyraonu 6poj, Tazna je 8t, + 1 kBaapar mesor 6poja, u 06pHYTO,
e cBaku KBaApaTHU O6pOj Koju je Behm ox 4 moxke ce mpukaszarm y obauky 8t, + 1
3a oxpebheru Tpoyraouum 6poj t,.

Yuenumuma crapum 12—-13 roguaa MOke ce MOCTABUTHU 33TATAK:

3ANATAK 14. Cuuka 5a) upexncrasia t, (tj. 1 +2+---+n) ravaka nopehanux
TAKO I YUHE IPABOYTIH TPOYrao A,.

a) Ox ocam rkonuja Tpoyria A, @ O jeiHe JOATHE TaYKe HAYMHUTU KBaapar ().
Opnpenutu kBagpaTHN OPOj KOjU je MpPeNCTaBIFEH TAYKaMa KBaApaTa (.

6) Ox k? rauaxa mampaBibeHa je kBaapaTHa cimka (. Ilokazatn ma axo je k2 > 4,
Taga ce () MO¥ke PACTABUTU Ha OCAM KOHIPYEHTHUX TPABOYTIUX TPOYTIOBA A, U Ha
jelaH KBaIpaT Ca jeTHOM TaIKOM.
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(a) (0)
Cm. 5
B) U3 pemema genosa a) u 6) 0BOr 3a4aTKA U3BECTH 3aKJ/bydaK IA BAKU CTAB:

IIpupoonu bpoj x je mpoyzaonwu 6poj axo u camo axo je 8x + 1 xea-
dopam yenoz bpoja.

Pememe 3amatka 14 je maycrposano ma npumepy n = 4 Ha camnu 50).
Y ommreMm ciydajy Baxm (pOpPMYyIa

8t, +1=(2n+ 1)

TO jecT

n(n+1)
2
Ha kpajy Oux xTema ma CKpeHeM HaK®by Ha TO Ja C€ IPA(YUYKO MPEACTABIBAEE

8 +1=(2n+1)%

KBaIpaTHUX OpOjeBa MOTOIHO MOKe HCKODHUCTUTH 33 HAJAKeme — He CBUX, ajau Dec-

KOHAYHO MHOIO OJ pemema ,lluraropune
jemuaymme

a? + v =¢?
ca mpupomEuM Opojesuma a, b mw c. Ha

npumep, u3 ciauke 6 ce BUIW HCIPABHOCT
penanuje

(9) n?+(2n+1)=(n+1)>2

Hawmme, mamu xkBagpar Ha caumnu 6 caapxm
n?, a sehn kagpar (n+1)? Tauara. Bpoj

Tavaka y ,,kopumuopy “ uamely oBa mBa kBa-
Cux. 6 mpara je 2n + 1.

Ila 6u ce mobmina Gap Heka pemema [luTaropune jegHaumue y mpupoIEEM OpO-

jesuma, y ¢popmyam (9) Tpeba oxpeauT: n Taxo ga 2n + 1 mocTame KBaapaTH OPO].
Heka je 2n + 1 obmmga (2k + 1)? 3a npoussossan npupoman 6poj k. U3 jemmaumme
2n + 1= (2k + 1)? caemm

n = 2k? + 2k.
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3a oBy Bpemmoct Gpoja n popmyna (9) mpuma 0OIUK
(2k? + 2k)? + (2k + 1)* = (2k* + 2k + 1)%

UcnuruBama Be3ana 3a OBy TeMy Cy IOTOJHA 3a YYEHHKE Y 3aBPIIHOM Pa3peny OCMO-
TOIUIIEE MKOJIE.
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IN MEMORIAM

Jyouma Iogmar pobera je y Bpmmy 1936. rommme. Crynmje maTemarnke u
mOKTOpaTr y obsactu reomerpuje 3aBpumia je Ha Y muBep3urery y Hosom Cany, rue
je Heko BpeMe u paamia. CpeamHOM me3meceTwx rOAWHA OJasu y EHriecky rue ce
OaBu HAYYHUM PAJOM y 00JIACTH KOHAYHUX FeOMETpHja, ajau Beh Tana NOYnmke U BHeHO
HHTEDPEeCOBame 32 METONUKY HACTaBe MaTeMaTHKe. 10 curypHo Huje ciaydajro. Ceako
O]l HaC KO je mMaO IPUIUKY Ja 4yje BeHO mpelaBamke U3 reOMeTpuje JaKo je MOrao
IPUMETHTH [0a Cy BeHa IpefaBama Omia BeoMa HOOPO mpuIpeMJbeHa, UCKa3yjyhum
TAKO YBa:KABAHkE ayIUTOPHUjyMa KOME je HAMEHEHO, a Y CRIAAY C TUM U MOCTUTHYTH
eperar. U mama mpemaBama CMO MOKYIIABAIM I3 MPUIPEMUMO Y HCTOM AYXY.

Y cBeTy je 3aTO MOCTAaJa MO3HATA yOPaBo Kao Meromwdap. 3aro wianosu Opra-
HU3AIUOHOT 0100pa X jyroCIOBEHCKOT KOHTrpeca MaTeMaTudapa HUCY MMAJId AUIEMY:
jelaH mpenaBad IO IO3WBY 32 METONUKY MaTeMaTwmke, TO je mpod. xp Jymura Ilo-
¢maHn. Yrucak ydecHunka KoHrpeca, KOMEHTApU M YKyIHA arMoc{epa HAMETHYIH CY
pemaknuju wacomuca Hacmasa mamemamuxe u peanudamujy ciremehe umeje jemmo-
[JIaCHO: IITAMIATH BEHO mperaBame ¢ Korrpeca y menmum y dacomucy. Bepyjemo ma
he yrucak Ha unTaone, mpe cBera HACTABHUKE U Ipoecope MaTeMaTHKe, OBAj IIAHAK
OCTABUTH HCTH KAO U Ha ydecHHKe KoHrpeca, u na he HUXOBUM yUEHHIUMA MaTeMa-
THKA OUTH ,JIemma W 3aHIMJbUBUjA ", & BUMA CAMUM IO3WB HPO(ecopa W HACTABHUKA
JOII 3HAYAJHUJU U ONTOBODHU]U.

Ha xamoct, mpepana cmpt Jynure Ilopmar cupeunmna Hac je Ta OUeKyjeMO cie-
melim cycper ¢ BOM U BEHAM OPeIaBameM, KOjUM HAKOT He OCTaBJba PABHOLYIIHAM.

H. Loxan



