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KAKO MOTIVISATI ������GODIX�E UQENIKE
DA U TOKU NASTAVE SAMOSTALNO REXAVAJU

RAZNE MATEMATIQKE ZADATKE

Uvod

Slede�i zadatak je uk�uqen u k�igu ����

Dva qoveka� A i B� sretnu se na ulici i razgovaraju	 A ka
e�
��Imam tri sina	 Svi oni imaju danas svoj ro�endan	� B pita� ��Koliko
godina imaju tvoji sinovi
� A odgovara� ��Proizvod brojeva �ihovih
godina je ��	� B� ��Daj mi jox koju informaciju	� A� pokazuju�i na ku�u
ispred �ih� ��Zbir brojeva �ihovih godina je jednak broju prozora na
ovoj ku�i	� B posle izvesnog razmix�a�a� ��Treba mi jox neki poda�
tak	� A� ��Moj najstariji sin ima plave oqi	� ��To je dovo�no�� ka
e B
i daje taqan odgovor	

Rexe�e� Neka su sinovi stari x� y i z godina	 Poxto se zna da je xyz � ���
posmatraju se sva razlaga�a broja �� u proizvode od po tri faktora� kako je
x� y� z jednako broju prozora na ku�i� za svako razlaga�e broja �� na faktore
izraqunava se zbir tih faktora	 Ima osam mogu�nosti razlaga�a� ������� �������
������� ������ ������ ������ ����� i ������ a odgovaraju�i zbirovi faktora su� redom�
��� ��� ��� ��� ��� ��� �� i ��	 Ako bi broj prozora na ku�i bio razliqit od ���
B bi odmah znao odgovor	 Poxto B jox ne zna odgovor� zbir mora da bude ��� a
godine sinova ����� ili �����	 U prvom sluqaju A ne bi imao ��najstarijeg� sina	
Dakle� pravilno rexe�e je x � y � � i z � �	

Od quvenog kineskog filozofa Konfuqija� koji je 
iveo od ���	 do ���	 godi�
ne p	n	e� potiqe slede�a izreka� ��Ispriqaj mi� pa �u to zaboraviti	 Poka
i mi�
te �u se toga se�ati	 Dopusti da se sam prihvatim dotiqnog posla i tada �u ga
shvatiti	� Ova drevna mudrost va
i u razliqitim po�ima �udske delatnosti�
izme�u ostalog i u nastavi matematike	 Uqenike treba sistematski navikavati
na samostalni rad pri rexava�u matematiqkih problema	 To zahteva� pored
struqne spremnosti� spretnost i veliki anga
man nastavnog osob�a	 Va
no je
na�i pogodan izbor zadataka� koji �e omogu�iti svakom uqeniku u razredu da
ponexto sam otkrije i da sam na�e odgovore na bar neka od pita�a u vezi sa

Plenarno predava�e na ��� kongresu matematiqara Jugoslavije� Beograd� ������ ��� �����
godine�
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postav�enim zadatkom	 U ovom predava�u izlo
i�u primere ovakvih zadataka
i govori�u o svom iskustvu pri �ihovoj obradi na qasovima matematike	 Pri
tome �u se osvrnuti na prednosti� a isto tako i na texko�e za vreme rada	

Predava�e se sastoji iz tri dela	

U prvom delu analizira�u obradu zadataka za uqenike� stare ����� godina�
u vezi sa celobrojnim rexe�ima jednaqine ax� by � n� gde su a� b i n prirodni
brojevi	

Drugi deo predava�a se odnosi na rexava�e problema o nizovima i iz kom�
binatorike za uqenike u vixim razredima gimnazije	

U tre�em delu predava�a bih 
elela da podvuqem znaqaj razvija�a samo�
stalnih radnih navika od rane mladosti	 To �u ilustrovati zadacima name�e�
nim uqenicima od �� do �� godina	

Prvi deo

Za razvija�e samostalnih radnih navika naroqito su pogodni zadaci za
istra
iva�e	 Slede�a grupa ovakvih zadataka postav�ena je ������godix�im
uqenicima u Engleskoj od strane jednog od ispitnih centara koji organizuju
zavrxne ispite posle obaveznog xkolova�a	 Trebalo je da uqenici u roku od
sedam dana� na qasovima matematike i u okviru doma�ih zadataka� odgovore
na xto vixe postav�enih pita�a i da napixu referat o svojim zapa
a�ima	
Konsultacije sa drugovima u razredu su bile dopuxtene	 Nastavnik je mogao�
po potrebi� davati primedbe i opxta uputstva za prilaz problemima	 Zadaci
su se re�ali od jednostavnih do slo
enih	 Na taj naqin i najslabiji uqenici su
mogli da rexe bar neke od �ih i da sakupe bodove potrebne za prelaznu ocenu�
najslo
eniji problemi� sa kraja spiska� bili su name�eni odlikaxima	 Zadaci
su bili slede�i�

Zadatak �� Na�i najve�i prirodni broj koji se ne mo�e napisati kao
zbir sa sabircima iz skupa S � f�� �g	

Zadatak �� Kako glase odgovori na pita�e postav�eno u zadatku � ako je�
a� S � f�� 	g� b� S � f�� �g� v� S � f��� �
g	

Zadatak �� Na�i odgovor na pita�e iz zadatka � ako je� a� S � f�� �g�
b� S � f
� ��g	

Zadatak �� Opixi svoja zapa
a�a pri radu� upore�uju�i svoje odgovore
na zadatke ���	

Zadatak �� Kako treba izabrati prirodne brojeve p i q da bi va
ilo
slede�e tvr�e�e� ne postoji najve�i prirodni broj koji se ne mo�e napisati
kao zbir sa sabircima iz skupa fp� qg
 Obrazlo
i svoj odgovor	

Zadatak �� Neka su p i q uzajamno prosti prirodni brojevi� ve�i od �	
Na�i formulu za najve�i prirodni broj koji se ne mo�e predstaviti kao zbir
sa sabircima iz skupa fp� qg	
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Gore navedene zadatke sam obra�ivala sa raznim grupama uqenika	 Prvom
prilikom sam to qinila u razredu sastav�enom od uqenika slabih u matematici�
ali vrednih i motivisanih da polo
e zavrxni ispit	 Sa ovom grupom sam imala
slede�a iskustva�

�i
 Na zadatak � i na delove a� i b� zadatka � proba�em su dobijeni pravilni
odgovori ��� odnosno � i ���	 Deo v� zadatka � predstav�ao je texko�u� jer su
sabirci bili veliki brojevi� xto je ote
alo proba�e �odgovor je ����	

�ii
 Zadatak � je ve�ina uqenika rexila	 Odogovor na deo a� glasi� poxto
se svaki prirodni broj mo
e napisati kao zbir jedinica� ne postoji nijedan
prirodni broj koji se ne mo
e prikazati kao zbir sa sabircima iz skupa f�� �g	
Odgovor na deo b� je sledio iz zapa
a�a da je broj � qinilac broja ��	 To znaqi
da su svi zbirovi sa sabircima iz skupa f
� ��g de�ivi brojem �	 Van skupa
f
� �� ��� ��� � � � � 
k� � � � g postoji beskonaqno mnogo prirodnih brojeva �to se lepo
mo
e prikazati na brojnoj liniji�	 Me�u �ima nema najve�eg prirodnog broja
n oblika n �� a � 
 � b � �� sa a� b � N � f�g� �a� b
 �� ��� �
	

�iii
 Na zadatke � i � odgovori su bili samo delimiqni	 Utvr�eno je da ne
postoji najve�i prirodni broj n �� ap � bq sa a� b � N � f�g� �a� b
 �� ��� �
 ako
je bar jedan od brojeva p i q jednak �� ili ako je jedan od brojeva p i q de�iv
drugim	

Samo su dve uqenice u razredu shvatile da ne postoji najve�i prirodni
broj n �� ap � bq sa a� b � N � f�g� �a� b
 �� ��� �
 kadgod je najve�i zajedniqki
delilac d brojeva p i q ve�i od �	 Naime� tada je ap� bq de�iv sa d i van skupa
f ap� bq � a� b � N � f�g� �a� b
 �� ��� �
 g nema najve�eg prirodnog broja	

�iv
 Zadatk � je prevazixao sposobnosti uqenika u ovom razredu Samostal�
nim radom ne bi bili u sta�u da naslute odgovor na ovo pita�e	

U ovoj fazi rada smatrala sam da je pedagoxki opravdano da se uk�uqim u
diskusiju	 Rexila sam da na primeru zadataka ��� upoznam uqenike sa predno�
stima sistematskog ispitiva�a pri radu	

Vra�aju�i se na zadatak �� predlo
ila sam da se umesto prirodnih brojeva
n �� a � � � b � � sa a� b � N � f�g� �a� b
 �� ��� �
 pre svega navedu oni prirodni
brojevi n za koje va
i jednakost n � a���b�� za sve mogu�e izbore a� b � N�f�g	
Ukazala sam na to da se to mo
e sistematski uqiniti pomo�u tabele �	

� � � �� �� � � �
� � �� �
 �	 �� � � �
�� �� �� �� �� �� � � �
�� �� �� �
 �	 �� � � �
�� �� �� �� �� �� � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Tabela �

Tabela � je konstruisana tako da se gor�i red sastoji od prirodnih brojeva
a � � � � � � �sa a � N�	 U redu ispod toga su brojevi a � � � � � �� zatim slede
redovi sa brojevima a � ��� � �� a � ��� � �� a � ��
 � �� � � � � pri qemu a � N�f�g	
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Tabelom � je postignut 
e�eni efekat� uqenici su ponovo bili stimuli�
sani da rade samostalno� ispituju�i osobine prikazanih brojeva	 Utvr�eno je
�sa obrazlo
e�ima� slede�e� �� Svi brojevi u prva tri reda su me�usobno raz�
liqiti	 �� Brojevi u �� �� ��� � � � redu su sadr
ani u prvom redu� brojevi u ��
�� ��� � � � redu su sadr
ani u drugom redu� a brojevi u �� �� ��� � � � redu su
sadr
ani u tre�em redu	 Prema tome� pri izuqava�u osobina tabele � dovo�no
je ograniqiti se na prva tri reda	 �� Tabela � sadr
i sve prirodne brojeve
n � �� qlanovi niza �� �� ��� � � � se re�aju na du
ima� paralelnim du
i povu�
qenoj kroz brojeve ��� �� i �� �videti tabelu ��	 �� Neki uqenici su dopunili
prva tri reda tabele �� prvi red brojevima a � � sa a � �������� � � � � drugi i
tre�i red brojevima a � �� � � �� odnosno a � �� � � � sa a � ��������� � � � 	 Tako
je nastala tabela � sa tri reda� predstav�aju�i skup Z celih brojeva�

� � � ��� �� �� �� � � � � �� �� �� � � �
� � � �	 �
 �� � � � �� �
 �	 �� �� � � �
� � � �� � 
 	 �� �� �� �� �� �� �� � � �

Tabela �

Iz tabele � se jasno vidi da se najve�i prirodni broj ��� koji se ne mo
e
prikazati kao zbir sa sabircima iz skupa f�� �g nalazi ispred prvog qlana
tre�eg reda tabele �	 Na moje pita�e� ��Koju zajedniqku osobinu poseduju svi
brojevi u pojedinim redovima tabele �
�� nakon malo razmix�a�a sledio je
pravilan odgovor� svi brojevi u pojedinaqnim redovima tebele � poseduju isti
ostatak pri deobi sa �� ti su ostaci �� � i � za brojeve u prvom� odnosno drugom
i tre�em redu	

Tabele analogne tabeli � su konstruisane i za brojeve oblika a � � � b � 	�
a ���b �� i a ���b ��
 u zadacima �a�� b� i v�	 To je dovodilo do jednostavnog re�
xe�a dotiqnih zadataka	 Neki od uqenika su nakon toga naslu�ivali pravilni
odgovor za zadatak ��

Formula za najve�i prirodni broj n koji se ne mo
e prikazati u
obliku ap�bq sa a� b � N�f�g� �a� b
 �� ��� �
� pri qemu su p i q uzajamno
prosti prirodni brojevi� glasi� n � q�p� �
� p� tj	

n � pq � p� q�

Time je rad na zadacima ��� sa ovim razredom zavrxen	

Nakon izvesnog vremena imala sam priliku da istu grupu zadataka kao
ve
bu �a ne kao sastavni deo ispita� obradim sa razredom sa dobrim uqeni�
cima	 Tada smo rexili zadatak � pomo�u tabele ��

� � � �p � p �p � � �
� � � q � p q q � p q � �p � � �
� � � �q � p �q �q � p �q � �p � � �
� � � �q � p �q �q � p �q � �p � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � �p� �
q � p �p� �
q �p� �
q � p �p� �
q � �p � � �

Tabela 	
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Horizontalne redove tabele � smo numerisali sa i za i � �� �� �� � � � � p � �� a
vertikalne stupce sa j za j � � � � ������� �� �� �� � � � 	 Zajedniqkim naporima smo
dokazali slede�e osobine tabele � �dokaze ostav�amo za ve
bu��

��� U svakom od redova brojevi monotono rastu idu�i s leva nadesno	

��� U svakom stupcu brojevi monotono rastu idu�i odozgo nadole	

��� Neka je ri ostatak broja iq pri de�e�u sa p	 Tada va
i�

�i
 svi brojevi u i�tom redu imaju ostatak ri pri de�e�u sa p�

�ii
 svi celi brojevi sa ostatkom ri pri de�e�u sa p su sadr
ani u i�tom
redu	

��� Za bilo koja dva prirodna broja i�� i� sa � � i� � i� � p � �� ostaci ri�
i ri� brojeva i�q� odnosno i�q pri de�e�u sa p su razliqiti	 Prema tome
fr�� r�� � � � � rp��g � f�� �� �� � � � � p� �g	
Iz ��� sledi da tabela � predstav�a skup Z celih brojeva	 Najve�i priro�

dni broj koji se ne mo
e prikazati kao zbir ap�bq za a� b � N�f�g� �a� b
 �� ��� �

je najni
i broj stupca sa elementima �p� q � p� �q � p� � � � � znaqi� to je broj
�p� �
q � p� tj	 pq � p� q	

Primedba	 Zadatak � je specijalan sluqaj problema koji je postavio ne�
maqki matematiqar Frobenius �Frobenius� ��
�����	
� odrediti najve�i priro�

dni broj n za koji jednaqina n �
Pk

i�� aixi� gde su ai uzajamno prosti prirodni
brojevi� nema rexe�a u nenegativnim celim brojevima	 Rexe�e Frobeniusovog
problema za k � � je bilo poznato engleskom matematiqaru Silvesteru �Syl�
vester� ���
����	�	 On je dokazao da ukupno ima �a� � �
�a� � �
�� prirodnih

brojeva koji se ne mogu predstaviti u obliku zbira
P�

i�� aixi sa a�� a� � N� pri
qemu su a� i a� uzajamno prosti brojevi	 Rexe�e problema za k � � potiqe tek
iz ����	 godine� za k � 
 do sada nije prona�eno rexe�e	

Drugi deo

Iz tabele � se vidi da se neki od prirodnih brojeva mogu na vixe naqina
prikazati kao zbirovi sa sabircima iz skupa f�� �g	 Na primer� �� � � ���� ���
a sa druge strane �� � � � � � 
 � �	 Ovo zapa
a�e je sugerisalo zadatak � za
uqenike u vixim razredima gimnazije	

Zadatak �� Utvrditi broj predstav�a�a proizvo�nog prirodnog broja n
u obliku zbira sa sabircima iz skupa f�� �g	

Obele
imo tra
eni broj sa an	 Maturanti u jednoj gimnaziji� gde sam
obra�ivala gor�i problem� predlo
ili su dva razliqita prilaza rexe�u�

a� Neki od uqenika su krenuli da sistematski utvrde an za male vrednosti
broja n i tom prilikom sastavili tabelu �	 Iz te tabele se vidi� za svako n � �
postoje dva skupa predstav�a�a broja n u obliku zbira sa sabircima iz skupa
f�� �g	 U prvom skupu su zbirovi sa posled�im sabirkom �� u drugom skupu su
zbirovi sa posled�im sabirkom �	 Broj zbirova u prvom skupu je an��� dok je
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broj zbirova u drugom skupu an��	 Prema tome�

��

an � an�� � an�� za n � ��

a� � �� a� � �

Rekurzivni obrazac ��� sa poqetnim uslovima za a� i a� karakterixe quvene
Fibonaqijeve brojeve fn za n � � �Fibonacci� ��	����
�
	 Ovi brojevi qine
Fibonaqijev niz f�� f�� f�� � � � � pri qemu je f� � �� f� � � i fn � fn�� � fn��
za n � �	

broj n naqini predstav�a�a n kao zbira an

� � � � �

� � � � � � �
� � �

� � � � � � � � �
� � � � �
� � � � �

� 
 � � � � � � � � �

 � � � � � �

 � � � � � �

 � � � � � �

 � � � �

� � � � � � � � �

Tabela �

Dakle� uqenici su doxli do zak�uqka da je

��
 an � fn za svako n � N	

b� Bilo je i takvih uqenika u razredu koji su zbirove za n klasifikovali
prema broju sabiraka jednakih � u zbiru	 Oni su utvrdili slede�e�

zbirova bez sabirka � ima ukupno

�
n

�

�
�

zbirova sa jednim sabirkom � ima ukupno

�
n� �

�

�
�

zbirova sa dva sabirka � ima ukupno

�
n� �

�

�
�

zbirova sa tri sabirka � ima ukupno

�
n� �

�

�

i tako redom	 Znaqi�

��
 an �

�
n

�

�
�

�
n� �

�

�
�

�
n� �

�

�
� � � ��

�
n� �n���

�n���

�
�

gde je �n��� najve�i prirodni broj koji ne prevazilazi n��	
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Pristupi a� i b� rexava�u zadatka � doveli su do prekrasnog zak�uqka�
kombinacijom rezultata ��� i ��� se dolazi do poznate formule francuskog ma�
tematiqara Lika �Lucas� XIX vek� za Fibonaqijeve brojeve�

�

 fn �

�n���X
i��

�
n� i

i

�
�

Na taj naqin je grupa maturanata ponovo otkrila formulu ���	

Uqenicima je bilo i to poznato da su binomni koeficijenti
�
n
k

�
za n �

�� �� �� � � � i k � �� �� � � � � n elementi tzv	 Paskalovog trougla	 �Francuski filo�
zof i matematiqar Pascal ����������� je utvrdio razne osobine ovog brojqanog
trougla� koji zbog toga nosi �egovo ime	 U stvari� Paskalov trougao je bio
poznat i pre �ega � na primer� u Kini	� U Paskalovom trouglu binomni koefi�

cijenti koji qine zbirove ��� se nalaze na pravim ln paralelnim pravoj kroz
�
�
�

�
i
�
�
�

�
�

�
�

�

�
�
�

�

� �
�

�

�
�
�

�

� �
�

�

� �
�

�

�
�
�

�

� �
�

�

� �
�

�

� �
�

�

�
�



�

� �



�

� �



�

� �



�

� �






�

� � � � � �

Paskalov trougao

Gor�a ilustracija formule ��� dovela je do predloga za uopxte�e Likaovog
rezultata�

Zadatak 	� Konstruisati prave qi kroz binomne koeficijente
�
�
�

�
i
�
i
�

�
Paskalovog trougla� a zatim pokriti sve elemente Paskalovog trougla pravim
paralelnim pravoj qi	 Zbirovi binomnih koeficijenata na ovim pravim obrazuju
niz Si prirodnih brojeva	 Ispitati osobine Si za razliqite vrednosti i	

Neki od uqenika su predlo
ili i slede�u generalizaciju zadatka �	

Zadatak 
� Utvrditi broj predstav�a�a prirodnog broja n u obliku zbi�
ra sa sabircima iz skupa f�� �� �g	

Lako je utvrditi pomo�u tabele� analogne tabeli �� da je broj bn predstav�
�a�a broja n jednak elementu tn niza

�� �� �� 
� 	� ��� � � �
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za koji va
i rekurzivni obrazac

tn � tn�� � tn�� � tn�� za n � �

pri qemu je
t� � t� � �� t� � ��

Sa druge strane� tn se mo
e izraziti kao zbir trinomnih koeficijenata �tj	

brojeva oblika
p�

q� r� s�
sa q � r � s � p�	

Rexe�e zadatka � nije usledilo u razredu� nego je ostav�eno kao ve
ba za
odlikaxe	

Tre�i deo

Uklapa�e samostalnog rada uqenika u nastavu matematike ne predstav�a
naroqitu texko�u ako se uqenici od ranih dana navikavaju na sistematska is�
pitiva�a i na analizu postignutih rezultata	 Ovakav pristup radu olakxava
qi�enica da deca poseduju zdravu intuiciju i ne ustruqavaju se da iznose svoja
mix�e�a i poseduju 
ivu maxtu� koja qesto dovodi do interesantnih predloga
za uopxte�a� ili varijacije pojedinih problema	 Ovde �u se ukratko osvrnuti
na dve teme sa kojima sam do
ivela ohrabruju�a zapa
a�a pri radu sa uqeni�
cima starim ����� godina	

a� Konstrukcija modela za poliedre

Zadatak ��� �za ���godix�e uqenike� Iseci od kartona veliki broj jedna�
kostraniqnih trouglova sa ivicama du
ine �� cm	 Koristi ove trouglove da od
�ih � lep�e�em ivica � napravix xto vixe razliqitih tela	

Pri rexava�u zadatka �� uqenici su radili samostalno ili � po 
e�i � u
ma�im grupama	 Konstruisani su najrazliqitiji tipovi poliedara� konveksni�
konkavni� pa i zvezdasti poliedri	 Nakon toga sam uqenike zamolila da zapixu
zapa
a�a o modelima dobijenih tela	 Jedna od va
nih posledica naxeg podu�
hvata je bila konstatacija� uqenicima je bila pru
ena mogu�nost da se suoqe
sa primercima platonskih tela �me�u modelima pored tetraedra i oktaedra na�
xao se qak i ikosaedar� i da samo otkriju neke od osobina ovih tela� koje ih
qine istaknutim u skupu svih mogu�ih poliedara	 Tu mi se ukazala prilika da
uqenike upoznam i sa dva ostala platonska tela� sa kockom �sa kojom su naravno
svi bili familijarni� i sa dodekaedrom� a pored toga da im ispriqam ponexto
o grqkom filozofu Platonu �������� p	n	e�	

Interesnatna je bila primedba ponekih uqenika� svi konstruisani modeli
imaju parni broj strana	 Uzrast uqenika nije dozvolio da se dokazom uvere u to
da ne postoje poliedri sa neparnim brojem strana� ako su sve strane poliedra
trouglovi	 �Dokaz se mo
e izvesti u vixim razredima gimnazije na slede�i
naqin� Izbrojimo takozvane incidentne parove ivica i strana poliedra P �
qije su sve strane trouglovi	 Par koji se sastoji od neke ivice i neke strane se
naziva incidentnim ako ivica pripada toj strani	 Neka je broj strana poliedra
P jednak s	 Poxto svaka strana ima � ivice� to je broj incidentnih parova ivica
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i strana s � �	 S druge strane� neka je broj ivica poliedra P jednak i	 Svaka
ivica � barem na naxim modelima � incidentna je sa dve strane� prema tome
broj incidentnih parova ivica i strana mo
e se izraziti i pomo�u proizvoda
i � �	 Iz jednakosti �s � �i sledi da broj s mora biti de�iv sa �	�

Zadatak ��� �name�en ������godix�im uqenicima koji su upoznati sa
pojmom i primerima mre
e kocke� Heksamino je geometrijska figura u ravni�
sastav�ena od xest kvadrata jednakih veliqina takvih da� �� svaki od kvadrata
ima bar jednu ivicu zajedniqku sa nekim od ostalih kvadrata i �� dva razna
kvadrata mogu imati ili jedno teme zajedniqko� ili jednu ivicu zajedniqku� u
protivnom nemaju zajedniqkih taqaka	

�i
 Nacrtaj na kartonu xto vixe razliqitih heksamina i obele
i znakom
p

ona heksamina na tvom crte
u za koja mislix da mogu poslu
iti kao mre
e za
kocku	

�ii
 Nakon toga iseci heksamina i pokuxaj da od �ih napravix kocke	 Na
taj naqin utvrdi da li si deo �i
 zadatka rexio pravilno	

Zadatak �� se pokazao veoma korisnim za razvija�e predstava o prostoru�
i u isto vreme je predstav�ao dobru ve
bu iz kombinatorike	

b� Primena figurativnih brojeva u aritmetici i algebri

U drevnoj Grqkoj razni tipovi brojeva predstav�ani su brojem taqaka po�
re�anih tako da qine poznate geormetrijske figure	 Na primer� brojevi jednaki
proizvodima � � �� � � �� � � �� 
 � 
� � � � � predstav�ani su taqkama pore�anim u
obliku kvadrata�

Sl� �

Gor�a geometrijska interpretacija opravdava naziv ��kvadratni broj� za n��
gde n � N	

Brojevi jednaki zbirovima �� ���� ������ ������
� � � � � predstav�eni
su taqkama pore�anim u obliku jednakostraniqnih trouglova�

Sl� �
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Zbog toga se brojevi jednaki zbirovima ���� � � ��n za n � N zovu ��trougaoni
brojevi�	

Desetogodix�im uqenicima je pokazana slika � i ukazano je na to da se u
kvadratima taqke u svakom redu mogu spojiti po jednom crtom	 Svaka crta u
prvom� drugom� tre�em i qetvrtom kvadratu sadr
i �� odnosno �� �� �� taqke�
broj crta u kvadratima je �� odnosno �� �� �	 Prema tome� ukupan broj taqaka u
kvadratu se mo
e dobiti kao zbir � �� � �� ��� � � �� � ��� ����� � � �� � ���

 � 
 � 
 � 
 � 
 � 
 � 
�	 Zato se brojevi �� �� �� �� zovu kvadratni brojevi	

Posle toga uqenicima je postav�en

Zadatak ��� Niz kvadrata na slici � se mo
e produ
iti� crtaju�i sle�
de�e kvadrate sa sve ve�im brojem taqaka	 Nacrtaj kvadrat koji sledi za kva�
dratom sa �� taqaka	 Predlo
i razne naqine za poveziva�e taqaka crtama	 U
svakom sluqaju odredi broj taqaka na svakoj crti i pomo�u tih brojeva izraqu�
naj ukupan broj taqaka u kvadratu	

Uqenici su radili u grupama i zajedniqkim naporima su dobijeni rezultati
na slici �	

�� � � � � �� �

� � � � � � 
 � �

� 
 � � � � � �

�� �

� � � � � � 	 � �

Sl� 	

Nakon toga sledio je

Zadatak ��� a� Napravi crte
e sliqne crte
ima na slici � za razne
kvadratne brojeve	 Koristi svoje crte
e za utvr�iva�e broja svih taqaka u
odgovaraju�im kvadratima	

b� Daj predloge � bez crte
a � za predstav�a�e broja ���� u obliku zbira
prirodnih brojeva	

Posle rexe�a zadatka �� usledila je diskusija	 Tom prilikom se isposta�
vilo da je uqenicima postalo jasno � bez formalnog dokaza koji se od dece u ovom
uzrastu nije mogao oqekivati � da kvadratni brojevi n� za bilo koji prirodni
broj n poseduju slede�e osobine	

Zbir prvih n neparnih brojeva je n��

� � � � � � � � �� ��n� �
 � n���


n� � � � � � � � � � �� �n� �
 � n� �n� �
 � � � �� � � � � ����
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U vixim razredima gimnazije dokaz formula ��� i ��� je pogodna ve
ba za usva�
ja�e metode matematiqke indukcije za dokaziva�e stavova koji va
e za sve pri�
rodne brojeve	

Ispitiva�e zbira � � � � � � � � � � n je obav�eno pomo�u slika za trou�
gaone brojeve	 Kombinacijom trouglova na slici � stvoreni cu crte
i sliqni
crte
ima na slici �	

� � �� � � � � � 

 � � � 

tj	

� � � � � � 
 �

 � �
�


 � �
�

�
� � 

�

� 
�

Sl� �

Posmatraju�i niz sliqnih specijalnih situacija uqenici su shvatili suxtinu
formula�

�	
 � � � � � � � � �� n �
n�n� �


�

i

��
 tn � tn�� � �n� �
��

pri qemu tn oznaqava n�ti trougaoni broj	

Napomena� Trougaoni brojevi imaju niz interesantnih osobina� od kojih
se neke mogu lepo prikazati grafiqki	 Takve prirode je osobina koja je bila
poznata ve� Plutarhu �koji je 
iveo od oko ��	 do oko ���	 god��

� ako je tn n�ti trougaoni broj� tada je �tn�� kvadrat celog broja� i obrnuto�

� svaki kvadratni broj koji je ve�i od � mo
e se prikazati u obliku �tn � �
za odre�eni trougaoni broj tn	

Uqenicima starim ����� godina mo
e se postaviti zadatak�

Zadatak ��� Slika �a� predstav�a tn �tj	 ���� � � ��n� taqaka pore�anih
tako da qine pravougli trougao �n	

a� Od osam kopija trougla �n i od jedne dodatne taqke naqiniti kvadrat Q	
Odrediti kvadratni broj koji je predstav�en taqkama kvadrata Q	

b� Od k� taqaka naprav�ena je kvadratna slika Q	 Pokazati da ako je k� � 
�
tada se Q mo
e rastaviti na osam kongruentnih pravouglih trouglova �n i na
jedan kvadrat sa jednom taqkom	
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�a� �b�
Sl� 


v� Iz rexe�a delova a� i b� ovog zadatka izvesti zak�uqak da va
i stav�

Prirodni broj x je trougaoni broj ako i samo ako je �x� � kva�
drat celog broja�

Rexe�e zadatka �� je ilustrovano na primeru n � 
 na slici �b�	

U opxtem sluqaju va
i formula

�tn � � � ��n� �
��

to jest

� � n�n� �


�
� � � ��n� �
��

Na kraju bih htela da skrenem pa
�u na to da se grafiqko predstav�a�e
kvadratnih brojeva pogodno mo
e iskoristiti za nala
e�e � ne svih� ali bes�

konaqno mnogo od rexe�a ��Pitagorine
jednaqine�

a� � b� � c�

sa prirodnim brojevima a� b i c	 Na
primer� iz slike � se vidi ispravnost
relacije

��
 n� � ��n� �
 � �n� �
��

Naime� ma�i kvadrat na slici � sadr
i
n�� a ve�i kvadrat �n��
� taqaka	 Broj
taqaka u ��koridoru� izme�u ova dva kva�
drata je �n� �	Sl� �

Da bi se dobila bar neka rexe�a Pitagorine jednaqine u prirodnim bro�
jevima� u formuli ��� treba odrediti n tako da �n� � postane kvadratni broj	
Neka je �n � � oblika ��k � �
� za proizvo�ni prirodni broj k	 Iz jednaqine
�n� � � ��k � �
� sledi

n � �k� � �k�
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Za ovu vrednost broja n formula ��� prima oblik

��k� � �k
� � ��k � �
� � ��k� � �k � �
��

Ispitiva�a vezana za ovu temu su pogodna za uqenike u zavrxnom razredu osmo�
godix�e xkole	
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IN MEMORIAM

Judita Cofman ro�ena je u Vrxcu ����	 godine	 Studije matematike i
doktorat u oblasti geometrije zavrxila je na Univerzitetu u Novom Sadu� gde
je neko vreme i radila	 Sredinom xezdesetih godina odlazi u Englesku gde se
bavi nauqnim radom u oblasti konaqnih geometrija� ali ve� tada poqi�e i �eno
interesova�e za metodiku nastave matematike	 To sigurno nije sluqajno	 Svako
od nas ko je imao priliku da quje �eno predava�e iz geometrije lako je mogao
primetiti da su �ena predava�a bila veoma dobro priprem�ena� iskazuju�i
tako uva
ava�e auditorijuma kome je name�eno� a u skladu s tim i postignuti
efekat	 I naxa predava�a smo pokuxavali da pripremimo u istom duhu	

U svetu je zato postala poznata upravo kao metodiqar	 Zato qlanovi Orga�
nizacionog odbora X jugoslovenskog kongresa matematiqara nisu imali dilemu�
jedan predavaq po pozivu za metodiku matematike� to je prof	 dr Judita Co�
fman	 Utisak uqesnika Kongresa� komentari i ukupna atmosfera nametnuli su
redakciji qasopisa Nastava matematike i realizaciju slede�e ideje jedno�
glasno� xtampati �eno predava�e s Kongresa u celini u qasopisu	 Verujemo da
�e utisak na qitaoce� pre svega nastavnike i profesore matematike� ovaj qlanak
ostaviti isti kao i na uqesnike Kongresa� i da �e �ihovim uqenicima matema�
tika biti ��lepxa i zanim�ivija�� a �ima samim poziv profesora i nastavnika
jox znaqajniji i odgovorniji	

Na 
alost� prerana smrt Judite Cofman spreqila nas je da oqekujemo sle�
de�i susret s �om i �enim predava�em� kojim nikog ne ostav�a ravnoduxnim	

N� Bokan


