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RJEXAVA�E EKSTREMALNIH ZADATAKA

ELEMENTARNIM PUTEM� I

Ekstremne vrijednosti pojedinih funkcija mogu se odrediti i bez poznava�
�a �ihovih izvoda� Iako diferencijalni raqun daje neprikosnovene metode za
odre�iva�e ekstremnih vrijednosti funkcija� poseban interes pobu�uju grupe
funkcija qije se ekstremne vrijednosti mogu odrediti elementarno �bez primje�
ne izvoda�� O �ima �e biti rijeqi u ovom qlanku�

Kako se uqenici sred�e xkole sa pojmom izvoda sre�u tek u qetvrtom raz�
redu� to izlo	eni materijal mo	e biti od koristi kako �ima tako i qlanovima
grupa mladih matematiqara� kao i �ihovim nastavnicima� U tom ci
u dat je
ve�i broj zadataka koje uqenici mogu samostalno rjexavati�

U qlanku �e biti dokazane izvjesne teoreme pomo�u kojih sa lako�om od�
re�ujemo ekstremne vrijednosti elementarnim putem� Kako funkcija mo	e imati
vixe lokalnih maksimuma i minimuma� nas �e zanimati samo apsolutni maksi�
mum i minimum� tj� najve�a i najma�a vrijednost funkcije na datom intervalu�
odnosno u datoj oblasti�

Me�u problemima koji slijede dota�i �emo se i nekih ��malih� izoperime�
trijskih problema� jer �ihovo deta
nije prouqava�e mo	e biti posebna tema
za razmatra�e� Ve�i broj primjera odnosi�e se na odre�iva�e najve�e i naj�
ma�e vrijednosti funkcija vixe promjen
ivih� U rjexava�u ostalih problema
koristi�emo elementarne qi�enice� koje radi efikasnosti dajemo ukratko�

�i� Funkcija oblika f�x� � ax� � bx � c� a �� � za x � � b

�a
ima maksimum

� najve�u vrijednost �minimum � najma�u vrijednost�
�ac� b�

�a
ako je a � �

�a � ���

�ii� Funkcija f�x� �
a

g�x�
� a � �� g�x� � � dosti	e najve�u �najma�u� vri�

jednost za one vrijednosti x za koje g�x� dosti	e najma�u �najve�u� vrijednost�

�iii� Kako su xn �x � � ili n neparan prirodan broj�� n

p
x� ax� loga x strikt�

no rastu�e �opadaju�e� funkcije za n � N i a � � �� � a � ��� to funkcije

f�x� � �g�x��n �n neparan broj�� f�x� � n

p
g�x�� f�x� � ag�x� i f�x� � loga g�x�

u oblasti definisanosti dosti	u najve�u �najma�u� vrijednost za a � � i
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one vrijednosti x za koje g�x� dosti	e najve�u �najma�u� vrijednost� Ako je
� � a � �� imamo obrnut sluqaj� tj� najve�a �najma�a� vrijednost se dosti	e za
one vrijednosti x za koje g�x� dosti	e najma�u �najve�u� vrijednost�

Konaqno� bi�e pokazano kako se u rjexava�u pomenutih problema mo	e us�
pjexno koristiti poznata veza aritmetiqke i geometrijske sredine brojeva� svoj�
stvo osne simetrije i nejednakost Koxi�Bu�akovskog za skalarni proizvod vek�
tora�

Podsjetimo se


�� Ako su ai� i � �� �� 
 
 
 � n� realni brojevi� tada za izraze

An �
a� � a� � � � �� an

n
� Gn �

n

p
a� � a� � 
 
 
 � an� ai � ��

ka	emo da su aritmetiqka i geometrijska sredina tih brojeva� Za ove sredine
va	i nejednakost Gn � An� gdje se jednakost dosti	e onda i samo onda kada je

��� a� � a� � � � � � an�

�� Za proizvo
ne vektore �a i �b va	i nejednakost Koxi�Bu�akovskog

���� j�a ��bj � j�aj j�bj�
gdje je �a ��b � j�aj j�bj cos���a��b� �ihov skalarni proizvod�

Teorema �� Ako je zbir S � x��x�� � � ��xn pozitivnih realnih brojeva

xi� i � �� �� 
 
 
 � n konstantan� tada proizvod P � x� � x� � 
 
 
 � xn dosti�e

najve�u vrijednost kada su ti brojevi me�usobno jednaki�

Dokaz� Ova teorema je posledica relacije Gn � An ����� Iz �e slijedi

n

p
P �

S

n
� tj� P �

�
S

n

�n

� Oqigledno najve�a vrijednost za P je

�
S

n

�n

� a ona

se dosti	e� na osnovu ��� � ako je x� � x� � � � � � xn�

Primjedba �� Dokaz prethodne teoreme mo	emo izvesti i na s
ede�i na�
qin�

Neka stalan zbir pozitivnih brojeva xi iznosi nk� Pretpostavimo suprotno
onome xto treba da se doka	e� da svi faktori nijesu jednaki broju k� Tada
postoje bar dva od �ih takva da je jedan ve�i� a drugi ma�i od k� Neka je� ne
uma�uju�i opxtost� x� � k � l� x� � k � m� gdje su l� m � �� Da se zbir ne
bi promjenio� oduzmimo od x� broj l� a broju x� dodajmo l� tada je proizvod tih
novih faktora ve�i od pre�ax�eg� jer je

k�k �m� l� � �k � l��k �m��

Ovakvim razmix
a�em mo	emo do�i do toga da imamo samo dva faktora razli�
qita od k� qiji je zbir �k� Jedan od tih faktora je k � l� a drugi k � l� gdje je
l � �� Uma�imo prvi faktor za l� a drugi pove�ajmo za isti broj� proizvod je
opet uve�an� jer je

k� � k� � l� � �k � l��k � l��

Dakle� sve dok su dva faktora razliqita� proizvod se mo	e uve�ati a da se zbir
ne mije�a�
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Primjedba �� Ako je u prethodnom tvr�e�u n � �� imamo

�x�x� � �x� � x��
� � �x� � x��

�� odnosno x� � x� �
S� � �x� � x��

�

�
�

Proizvod x� �x� ima�e najve�u vrijednost kada je �x��x��
� najma�e� a to �e se

desiti ako je �x� � x��
� � �� tj� za x� � x�� Ako faktori x� i x� ne mogu biti

jednaki� proizvod x�x� je maksimalan kad je jx� � x�j minimalan�
Ovo va	i bez uslova da su x� i x� pozitivni� tj� oni mogu biti proizvo
ni

brojevi sa konstantnim zbirom�

Teorema �� Ako je zbir S � x��x�� � � ��xn pozitivnih realnih brojeva
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Dokaz� Proizvod P � xk�� � xk�� � 
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� S�

to prema teoremi � prethodni proizvod dosti	e najve�u vrijednost ako su qi�

nioci jednaki� tj�
x�
k�

�
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� � � � � xn
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Primjedba �� Prethodni zak
uqak va	i i ako su k�� k�� 
 
 
 � kn racio�
nalni brojevi�

Neka je k� �
p�
q�
� k� �

p�
q�
� 
 
 
 � kn �
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qn

� Za one vrijednosti x�� x�� 
 
 
 � xn

za koje proizvod xk�� �xk�� � 
 
 
 �xknn dosti	e najve�u vrijednost� najve�u vrijednost

dosti	e i �xk�� �xk�� �
 
 
�xknn �q�q����qn � tj� izraz xp�q�q����qn� xp�q�q����qn� � � �xpnq�q����qn��n �
gdje su p�q�q� � � � qn� p�q�q� � � � qn� 
 
 
 � pnq�q� � � � qn�� prirodni brojevi� a to

je onda� na osnovu teoreme �� kada je
x�

p�q�q� � � � qn �
x�

p�q�q� � � � qn � � � � �

xn
pnq�q� � � � qn��

� tj� x� � x� � � � � � xn � k� � k� � � � � � kn�

Teorema �� Ako je proizvod P � x� �x� � 
 
 
 �xn pozitivnih realnih brojeva
xi� i � �� �� 
 
 
 � n konstantan� tada zbir S � x� � x� � � � �� xn dosti	e najma�u
vrijednost kada su ti brojevi me�usobno jednaki�
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Dokaz� I ova teorema� kao i teorema �� pos
edica je relacije Gn � An�
odakle slijedi S � n n

p
P � Najma�a vrijednost n n

p
P se dosti	e za x� � x� �

� � � � xn�

Primjedba �� Prethodnu teoremu mo	emo dokazati i na s
ede�i naqin�

Neka je proizvod P stalan i jednak kn� Kada sabirci xi ne bi bili jednaki�
postojao bi bar jedan od �ih koji je ve�i od k i bar jedan koji je ma�i od k� Neka
je x� � k�l� x� � k�m� gdje je l�m � �� Zamijenimo x� sa k i� da proizvod ostane

stalan� x� sa
�k � l��k �m�

k
� Zbir se sada uma�io jer je k �

�k � l��k �m�

k
�

k � l � k � m� odnosno �lm � �� xto je oqigledno taqno� Tako se uma�io za
jedinicu broj sabiraka razliqitih od k� Na taj naqin mo	emo nastaviti i do�i
do toga da imamo samo dva sabirka razliqita od k qiji je proizvod k�� I ta
dva sabirka zamijenimo sa k� Svakom od tih transformacija uma�io se zbir� a
proizvod ostaje isti�

Kada su svi qinioci ostali jednaki� zbir dosti	e najma�u vrijednost� jer
svaka modifikacija koja bi uqinila dva sabirka nejednakim uve�ala bi vrije�
dnost zbira�

Primjedba �� Ako je u prethodnom tvr�e�u n � �� imamo

�x� � x��
� � �x�x� � �x� � x��

��

Poxto su x� i x� pozitivni� onda �e x� � x� dosti�i najma�u vrijednost isto�
vremeno kada i izraz �x� �x��

�� a to je u sluqaju kada je x� �x� � �� tj� kada je
x� � x��

Teorema �� Ako je proizvod P � xk�� �xk�� � 
 
 
 �xknn � gdje su xi� i � �� �� 
 
 
 � n
pozitivni realni brojevi� a k�� k�� 
 
 
 � kn � N� konstantan� tada zbir x��x��

� � �� xn dosti	e najma�u vrijednost kada je
x�
k�

�
x�
k�

� � � � � xn
kn

�

Dokaz� Ova teorema se dokazuje na isti naqin kao i teorema ��

Izlo	ena tvr�e�a �e nam� pored ostalog� omogu�iti da doka	emo neke po�
znate nejednakosti�

Slijede primjeri primjene�

Neki izoperimetrijski problemi�

Primjer �� Od svih trouglova datog obima odrediti onaj kome je povrxina
najve�a�

Povrxina trougla qije su stranice du	ina a� b i c iznosi

P �
p
s�s� a��s� b��s� c��

�Pod izoperimetrijskim problemom podrazumjevamo problem da se od svih ravnih fi	
gura datog obima 
perimetra � otuda i naziv problema� odredi figura najve�e povrxine�
Problem je bio poznat jox u antiqko doba� Legenda o postanku Kartagine� na primjer� govori
da je grad bio sagra�en na zem
ixtu koje se moglo ograniqiti konopcem odre�ene du�ine

pogodba pri kupovini zem
ixta��
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gdje je a� b� c � �s� P ima najve�u vrijednost kada P � � s�s� a��s� b��s� c��
odnosno �s� a��s � b��s � c� ima najve�u vrijednost� jer je s stalan broj� Kako
je zbir qinilaca s � a � s � b � s � c � s stalan� povrxina je najve�a kada su
svi qinioci jednaki �teorema ��� tj� kada je s� a � s� b � s� c� tj� a � b � c�
Dakle� tra	eni trougao je jednakostraniqni�

Primjer �� Od svih pravougaonika datog obima odrediti onaj kome je
povrxina najve�a�

Povrxina pravougaonika qije su stranice du	ina x i y je P � xy� Kako je
��x� y� � O stalan broj� to je i x� y � O�� � s stalan broj� Prema teoremi �
izraz P dosti	e maksimalnu vrijednost ako su qinioci x i y jednaki� tj� x � y�
pa je tra	eni pravougaonik kvadrat�

Do istog zak
uqka mogli smo do�i i na s
ede�i naqin� Iz relacije x�y � s
se dobija y � s � x� xto zamjenom u P daje P � x�s � x� � �x� � sx� Kako je
koeficijent uz kvadratni qlan negativan �a � ���� to ova funkcija ima najve�u

vrijednost za x � � b

�a
�

s

�
� Da
e je i y � s� s

�
� tj� x � y �

s

�
� odakle slijedi

prethodni zak
uqak�

Primjer �� Od svih kru	nih isjeqaka obima �p na�i onaj sa najve�om
povrxinom�

Neka je dat kru	ni isjeqak OAB �slika �� sa centralnim uglom �� polu�
preqnikom r i odgovaraju�im kru	nim lukom du	ine l� Prema uslovu zada�
tka je �r � l � �p� odakle je l � ��p � r�� Povrxina kru	nog isjeqka je

P �
rl

�
� r�p � r� � �r� � pr� Ona dosti	e maksimum za r �

p

�
� odnosno

l � �
�
p� p

�

�
� p�

Sl� � Sl� �

Primjer �� Od svih qetvorouglova sa datim stranicama najve�u povrxinu
ima tetivni qetvorougao�

Neka su stranice qetvorougla a� b� c� d� � ugao izme�u stranica a i b i �
ugao izme�u stranica c i d �slika ��� Tra	eni qetvorougao mora biti konveksan�
jer za svaki nekonveksan postoji konveksan sa istim du	inama stranica i ve�om

povrxinom� Sa slike se zak
uquje da va	i P �
ab

�
sin� �

cd

�
sin � i a� � b� �

�ab cos� � c��d���cd cos�� Iz posled�e relacije imamo
�

�
�a�� b�� c��d�� �
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ab cos�� cd cos �� odakle i na osnovu prve dvije dobijamo

�
P � � ��ab� cd�� � �a� � b� � c� � d��� �abcd�� � cos��� ����

Rastav
a�em razlike kvadrata na desnoj strani ove jednakosti na qinioce� ko�

rix�e�em jednakosti ��cosx � � cos�
x

�
i a� b� c�d� �s� dobijamo povrxinu

datog qetvorougla

P �

r
�s� a��s� b��s� c��s� d�� abcd cos�

�� �

�
�

Povrxina je oqigledno najve�a ako je cos�
�� �

�
� �� tj� � � � � ����� pa je i

zbir ostala dva ugla ����� xto znaqi da se radi o tetivnom qetvorouglu qija je

povrxina P �
p

�s� a��s� b��s� c��s� d�� s �
a� b� c� d

�
�

Primjer �� Od svih tetivnih qetvorouglova datog obima� kvadrat ima
najve�u povrxinu�

Prema prethodnom primjeru povrxina tetivnog qetvorougla je

P �
p

�s� a��s� b��s� c��s� d��

P ima maksimum istovremeno kad i P � � �s � a��s � b��s � c��s � d�� Kako je
s� a� s� b� s� c� s� d � �s � O stalan broj� to prema teoremi � izraz P �

dosti	e maksimum ako je s � a � s � b � s � c � s � d� tj� za a � b � c � d� a
poxto se radi o tetivnom qetvorouglu� u pita�u je kvadrat�

Jox neki geometrijski problemi

Primjer �� Od svih trouglova koji imaju istu povrxinu jednakostraniqni
trougao ima najma�i obim�

Zaista� polaze�i od jednakosti

p
P

�
p
	

� �

r
s

	
�s� a��s� b��s� c� i korix�e�

�em nejednakosti geometrijske i aritmetiqke sredine brojeva s�	� s� a� s� b�

s � c lako je ustanoviti nejednakost

p
P

�
p
	
�

s

	
� tj� �s � � �

p
��
p
P � za svaki

trougao� i na kraju pokazati da jednakost u �oj va	i ako i samo ako je trougao
jednakostraniqan�

Primjer �� Od svih pravouglih trouglova sa istom hipotenuzom najve�u
povrxinu ima jednakokrako pravougli trougao�

Neka su katete pravouglog trougla du	ine a i b a hipotenuza c� tada je

�egova povrxina P �a� �
a

�

p
c� � a�� Ona dosti	e maksimum istovreemno kad i

P ��a� �
a�

�
�c��a��� Oznaqimo a� sa x� tada funkcija P ��x� �

x

�
�c��x� � �x�

�
�

c�

�
x ima maksimum za x �

c�

�
� odakle je a �

c
p
�

�
� Tada je i b �

p
c� � a� �

c
p
�

�
�

pa je trougao jednakokrako pravougli�

Primjedba �� Pri nala	e�u maksimuma bilo koje funkcije oblika f�x� �

ax
p
b� cx�� a� b� c� x � �� mo	e se primjeniti prethodni postupak�
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Primjer 	� Oko kruga polupreqnika du	ine r opisati jednakokraki trou�
gao najma�e povrxine�

Neka je osnovica trougla du	ine x a visina h �slika ��� Ako su uglovi na
osnovici ��� imamo jADj � x��� jCDj � h� jODj � r� a �OAD � �OAE � �� jer

je O na simetrali unutrax�eg ugla kod tjemena A�

Iz �ADO nalazimo da je x �
�r

tg�
� a iz �ADC da

je h �
x

�
tg ��� Povrxina trougla je

P �
xh

�
�

�r�

tg���� tg� ��
�

P ima najma�u vrijednost za one vrijednosti � za

koje P � �
�r�

tg� ���� tg� ���
ima najma�u vrijednost�

a to �e se desiti kada izraz tg� ��� � tg� ��� ima
najve�u vrijednost�Sl� �

Kako je tg� � � �� ��tg� � � � �� � a � ���� i tg� ���tg� � � �� to se prema

teoremi � maksimum dosti	e ako je
tg� �

�
�

�� tg� �

�
� odakle je tg� � �

�

	
� odno�

sno tg� �

p
	

	
� Slijedi da je � � 	��� pa su uglovi na osnovici jednakokrakog

trougla po 
��� xto govori da se radi o jednakostraniqnom trouglu�

Primjer 
� U loptu polupreqnika R upisati kvadar najve�e zapremine�

Neka su dimenzije kvadra x� y i z� tada je x� � y� � z� � �R� i zapremina
kvadra V � xyz� V osti	e maksimum kada i V � � x�y�z� dosti	e maksimum�
To �e se prema teoremi � desiti ako je x� � y� � z�� odakle na osnovu relacije

x��y��z� � �R� nalazimo da je x� � y� � z� �
�R�

	
� odnosno x � y � z �

�Rp
	
�

Dakle� tra	eni kvadar je kocka ivice
�Rp
	
qija je zapremina V �

�

�
R�

p
	�

Primjer ��� Oko lopte polupreqnika R opisati pravu kru	nu kupu naj�
ma�e zapremine�

Prema oznakama na slici� gdje je jABj � �r� jCSj � h i primjeru �� imamo


r � R ctg� i h � r tg �� �
�R

�� tg� �
� odakle se dobija zapremina kupe

V �
�

	

R�	

tg� ���� tg� ��
�

Funkcija V dosti	e najma�u vrijednost onda ka�
da tg� ��� � tg� �� ima najve�u vrijednost� Kako
je tg� � � �� � � tg� � � � za � � a � 	�� i
tg� � � � � tg� � � �� to prema teoremi � izraz
tg� ��� � tg� �� dosti	e najve�u vrijednost ako je
tg� � � � � tg� �� odakle je tg� � � ���� odnosno

tg� � ��
p
�� Otud slijedi da je r � R

p
� i h � �R�

Sl� �

Nastavak u slede�em broju


