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Ekstremumi funkcija jedne promjen�ive

Primjer ��� Na�i minimum funkcije f�x� � logx���x�����
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Kako je x���x����� � �x��������� � ����� to je funkcija f�x� definisana

za svako x� Prelaskom na osnovu
p
����

����
imamo

f�x� �
�

logp
����

����

�x� � �x� �����
�

�

logp
����

����

z
�
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z dosti�e masimum� Prema iii�� kako je osnova
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Primjedba �� Za svako x va�i nejednakost logx���x�����
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Primjer ��� Na�i najma�u pozitivnu vrijednost izraza
ax� � b

cx
� gdje su

a� b i c dati pozitivni brojevi�

Transformacijom izraza y �
ax� � b
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imamo y �
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a
�negativna vrijednost otpada zbog uslova zadatka	�

Tra�ena najma�a pozitivna vrijednost izraza je
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c
p
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p
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Saopxteno na X kongresu matematiqara Jugoslavije� Beograd� januara ����� Prvi deo
ovog qlanka objav�en je u Nastavi matematike� ��� ��� �����	� str� 

����



Rjexava�e ekstremalnih zadataka ��

Primjedba �� Jednaqina y �
ax� � b

cx
je ekvivalentna jednaqini �ax� �

cyx � b � � koja ima realna rjexe�a �po x	 ako je �ena diskriminanta nenega

tivna� tj� D � �cy��� 	ab � �� Poslije rjexava�a ove nejednaqine� uzimaju�i u

obzir da se tra�i najma�a pozitivna vrijednost� nalazimo da je y �
�
p
ab

c
�

Primjer ��� Na�i najma�u vrijednost izraza
�x� a��x� b�

x
ako je a� b�

x � � �a i b su dati brojevi	�

Kao u prethodnom sluqaju� imamo
�x � a��x� b�

x
� x � �a � b� �
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x
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x
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p
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p
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p
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Primjer ��� Odrediti minimum funkcije y �
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Primjedba �� Na potpuno isti naqin mo�emo odrediti minimum funk
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Primjer �	� Na�i najma�u vrijednost izraza
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to je f�x� zbir du�ina du�i AC i BC� gdje
je A��� ��� B���� 
� i C neka taqka x
ose� Po

znato je da je zbir d�A�C� � d�C�B� najma�i
kada taqka C pripada pravoj BA�� gdje je A�

taqka simetriqna taqki A u odnosu na x
osu
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izraza

f�x� �

p
x� � �x� ��p

x� � x� �

x� �
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Poslije jednostavne transformacije izraz ima oblik
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p
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a on dosti�e najve�u vrijednost za one vrijednosti x za koje imenilacp
x� � �x� ��

p
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Primjer ��� Na�i najve�u vrijednost funkcije f�x� � x� � 
x� � ako je
�� � x � ��

Poslije transformacije izraza x� � 
x � � u oblik �x � ����x � �� �
��x�����x��� i uzimaju�i u obzir da je �x�� � �� x�� � � za �� � x � �� kao
i ��x�����x��� � 
� zak
uqujemo da se najve�a vrijednost dosti�e� prema teo


remi �� kada je
�x� �

�
� x��� tj� za x � ��� Dobijena vrijednost pripada datom
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p
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Funkciju y zapiximo na s
ede�i naqin� y � 	 � 
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z� gdje je
z � �jxj���jxj� Na osnovu iii�� funkcija y dosti�e najve�u vrijednost za maksi
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Primjer ��� Odredi x za koje izraz y � x����
p�x���� � x���� dosti�e

maksimum�

Iz oqiglednog zapisa y � x
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Primjer ��� Na�i maksimalnu vrijednost funkcije f�x� � cos� x �p
� sinx� 
�



Rjexava�e ekstremalnih zadataka �


Poslije elementarne transformacije nalazimo da je f�x� � � sin� x �p
� sinx � � � �z� �

p
� z � �� gdje je z � sinx� Oqigledno je ymax � �


�
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z � sinx �

p
�

�
� tj� za x � ����k
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Primjer ��� Na�i najve�u vrijednost funkcije

y �
�

	
sin� �x�

�

�
cos �x�

�

�
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Funkcija se lako transformixe u oblik y � �sin� x����cos� x��� i dosti�e
maksimalnu vrijednost ymax � 	 kada je sin� x� � � cos� x� �� tj� za sin� x � ��
odnosno x � k�� k � Z� Ovo slijedni na osnovu teoreme �� jer je sin� x � � �
cos� x� � � 	 � ��

Primjer ��� Na�i najve�u vrijednost izraza �� x� � x	�

Dati izraz se lako transformixe u ���x���
�x��� Na osnovu primjedbe ��
izraz dosti�e maksimalnu vrijednost istovremeno kada i apsolutna vrijednost
razlike qlanova ��x� i 
�x� dosti�e minimum� Pomenuta razlika j���x���
�
�x��j � �x��� dosti�e minimum za x � �� Za ovu vrijednost pomenuti izraz
dobija maksimum ��

Poka�imo sada na jednom primjeru kako se istovremeno mogu odrediti kako
minimum tako i maksimum funkcije�

Primjer ��� Odrediti minimum i maksimum funkcije y �
�x� 


x� � �x� 
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Kako je trinom x���x�
 � � za svako x � R� to je jednaqina y �
�x� 


x� � �x� 

ekvivalentna jednaqini yx� � ��y � ��x � 
y � 
 � �� Oblast vrijednosti
funkcije y�x� sastoji se od onih vrijednosti y za koje je diskriminanta D �

��y� � 	y � 	 � �� Rjexava�em ove nejednaqine dobija se �� � y �
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� Tako je

ymin � ��� ymax �
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�
� Odgovaraju�e vrijednosti promjen
ive x nalazimo rje


xava�em jednaqina �x� � � i x� � �x � � � �� Dakle� y � �� za x � �� y �
�

�
za x � 
�

Odre�iva�e ekstremnih vrijednosti funkcija vixe promjen�ivih

Primjer �	� Na�i najve�u vrijednost funkcije z � xy pri uslovu

x� 	y � �� x� y � ��

Izraz z ima najve�u vrijednost istovremeno kada i izraz 
x � 	y � ��xy�
No kako je 
x � 	y � � stalan broj� to �e se desiti ako je 
x � 	y i x� y � ��

xto zajedno sa 
x� 	y � � daje x �
	



i y � �� Tada je zmax �
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Primjedba ��� Sliqno se odre�uje maksimum funkcije z � xpyq ako
je axm � byn � k� x� y � �� Funkcija z dosti�e najve�u vrijednost izsto

vremeno kada i izraz �axm�p�m�byn�q�n � ap�mbq�n�xpyq�� a to se dexava za
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n
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Primjer �
� Odredi maksimalnu vrijednost izraza z � �x�y� ako je


x� � xy� �
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y� � �� x� y � ��

Kako je proizvod 
x� � xy� � �


y� � x�y� �
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�
z� to tra�ena maksimalna vri


jednost� zbog konstantnog zbira� nastupa za 
x� � xy� �
�



y�� odakle se dobija

y� � 
x� Poslije zamene u 
x� � xy� �
�



y� � � dobija se x � � i y � �p
� pa

je zmax � 
�

Primjer ��� Odredi najma�u vrijednost funkcije z � 
x� � 	y
 ako je
x�y� � �� x� y � ��

Ako je proizvod x�y� konstantan� onda je to i �
x������	y
���
� a odatle �e

izraz z biti maksimalan ako je 
x� �



	
� 	y
 �

	



� odnosno 	x� � 
y
� pa se x i

y mogu na�i iz jednaqina 	x� � 
y
 i x�y� � �� poxtuju�i uslove x� y � ��

Poka�imo sada kako se u nala�e�u ekstremnih vrijednosti funkcija
vixe promjen�ivih elegantno koristi nejednakost Koxi�Bu�akovskog za
vektore �����

Primjer ��� Ako je x � �y � 
z � p� onda je
p
�p� � najve�a vrijednost
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p
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p
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p
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Tada saglasno nejednakosti Koxi
Bu�akovskog� j�a ��bj � j�aj j�bj� imamo
p
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p
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pri qemu se jednakost dosti�e ako je �x � � � 	y � � � �z � �� odnosno �zbog

x � �y � 
z � p	 za x �
p



� y �

p

�
� z �

p

�
� Dakle� najve�a vrijednost funkcije

u pri datom uslovu je zaista
p
�p� �� Naravno� treba imati u vidu oblast

definisanosti funkcije u i izraza
p
�p� �� tj� da va�i �x� � � �� 	y � � � ��

�z � � � �� p � x� �y � 
z � �


�
� �p� � � ��

Primjer ��� Na�i najma�u vrijednost funkcije u � x� � y� � z� uz uslov
xy � yz � zx � ��

Uvedimo odgovaraju�e vektore �a � �x� y� z� i �b � �y� z� x�� Tada je j�aj �
j�bj �

p
x� � y� � z� i �a � �b � xy � yz � zx� Na osnovu nejednakosti �� imamo

xy� yz� zx � x� � y� � z�� te je � � x� � y� � z�� odnosno u � x� � y� � z� � ��
Kako se pri tom jednakost mo�e posti�i �npr� za x � y � z � ��

p

	� to je

najma�a vrijednost funkcije u jednaka ��

Primjer ��� Na�i najve�u vrijednost funkcije f�x� �
p
	 cos� x� � �p

	 sin� x� 
 i vrijednosti x za koje se ona realizuje�



Rjexava�e ekstremalnih zadataka �


Pomstrajmo vektore �a � �
p
	 cos� x� ��

p
	 sin� x� 
� i�b � ��� ��� Na osnovu

nejednakosti �� imamop
	 cos� x� � �

p
	 sin� x� 
 �

p
	 cos� x� � � 	 sin� x� 
 �

p
� � 	�

Ovu vrijednost funkcija dosti�e ako su vektori �a i �b kolinearni� xto znaqi

ako je
p
	 cos� x� � �

p
	 sin� x� 
� a ovo je ekvivalentno sa cos �x �

�

�
� tj�

x � ��

�
� k�� k � Z� Dakle� najve�a vrijednost date funkcije je fmax � 	�

Primjena izlo�enog materijala pri dokaziva�u nejednakosti

Izlo�eni materijal nam omogu�ava da sa lako�om doka�emo neke poznate
nejednakosti i da otkrijemo ve�i broj novih�

Primjer ��� Doka�imo poznatu nejednakost koja daje vezu izme�u ari

tmetiqke i geometrijske sredine nenegativnih brojeva� Treba dokazati da za

x�� x�� � � � � xn � � va�i
x� � x� � � � �� xn

n
� n

p
x�x� � � �xn�

Dokaz�� Ustvari treba dokazati da va�i
x� � x� � � � �� xn

n

p
x�x� � � �xn � n� odnosno

da izraz
x� � x� � � � �� xn

P
dosti�e minimalnu vrijednost koja iznosi n� gdje

je P � n

p
x�x� � � �xn� Zaista� koriste�i rastav

x� � x� � � � �� xn
P

�
x�
P

�
x�
P

�

� � � � xn
P
� a kako je

x�
P
� x�
P
� � � � � xn

P
�

Pn

Pn
� �� to na osnovu teoreme � izraz

x� � x� � � � �� xn
P

dosti�e najma�u vrijednost ako je
x�
P

�
x�
P

� � � � �
xn
P
�

odnosno P � x� � x� � � � � � xn� pa je najma�a vrijednost izraza n� jer je
x� � x� � � � �� xn

P
�

nx�
x�

� n�

Primjer ��� U pravouglom trouglu sa katetama a i b i hipotenuzom c va�i
nejednakost a� b � c

p
��

Dokaz� Primjenom nejednakosti Koxi
Bu�akovskog na vektore �u � ��� �� i

�v � �a� b�� nalazimo a� b �
p
� � pa� � b� �

p
� c�

Primjer ��� Dokazati da va�i
p

�a� c��b� d� �
p
ab�

p
cd� a� b� c� d � ��

Dokaz� Nejednakost se neposredno dobija poslije primjene nejednakosti ��

na vektore �u � �
p
a�
p
c�� �v � �

p
b�
p
d�� jer je

p
a
p
b�

p
c
p
d �

q
�
p
a�� � �

p
c��
q

�
p
b�� � �

p
d���

Primjer ��� Ako su x�� x�� � � � � xn pozitivni brojevi i ako je x� � x� � � � � �
xn � �� tada vrijedi x� � x� � � � �� xn � n� n � N�

Dokaz� Ovo slijedi neposredno iz nAn � nGn�

�U primjeru 
� se pokazuje kako iz teoreme 
 slijedi Gn � An�
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Primjer �	� Dokazati da za svako x va�i
ax�

b� cx�
�

a

�
p
bc
� a� b� c � ��

Dokaz� Dovo
no je dokazati da izraz
ax�

b� cx�
dosti�e najve�u vrijednost i

da ona iznosi
a

�
p
bc
�

Kako je
ax�

b� cx�
�

�
b� cx�

ax�

���
� to pomenuti izraz dosti�e najve�u vrije


dnost kada izraz
b� cx�

ax�
dosti�e najma�u vrijednost� To �e se� prema teoremi ��

ostvariti kada je
b

ax�
�

c

a
x� � tj� x � � �

r
b

c
� jer je proizvod

b

ax�
� c
a
x� �

bc

a�
� �

stalan� Dakle� najve�a vrijednost izraza
ax�

b� cx�
je za x � � �

r
b

c
i ona iznosi

a
p
b�c

�b
�

a

�
p
bc
� odakle je

ax�

b� cx�
�

a

�
p
bc
� a� b� c � ��

Zadaci

�� Od svih trouglova koji imaju zajedniqku osnovicu i jednake obime� jedna

kokraki trougao ima najve�u povrxinu�

�� Od svih trouglova koji imaju zajedniqku osnovicu i jednake povrxine� je

dnakokraki trougao ima najma�i obim�

�� U pravu kupu date visine h i polupreqnika osnove r treba upisati va
ak
najve�e zapremine� Odrediti polupreqnik osnove x i visinu y va
ka�

�� Izme�u svih kutija xibica uobiqajene konstrukcije date zapremine V � na�i
oblik �odnos ivica	 koji obezbe�uje najma�u potrox�u materijala kod pro

izvod�e�

�� Odredi broj x tako da zbir
nP
i��

�x � a�i �
� ima najma�u vrijednost� Ako je

ai �� �� i � �� �� � � � � n i ako je proizvod
nQ
i��

ai konstantan� na�i najma�u od
tako dobijenih vrijednosti x�

�� Odredi najve�u vrijednost funkcije f�x� � log�� x
�
log�� x � 
 log�

�

x�

�
u

intervalu ��� ���

�� Odredi najma�u vrijednost izraza
�

x
�

�

y
ako je x� y � ��� x� y � ��

�� Na�i najve�u vrijednost funkcije u �
p
x� � � �

p
�y � � � 


p

z � 
 uz

uslov x� �y � 
z � 
�

�� Ako je
p
� � x�

p
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