
NASTAVA MATEMATIKE U SRED�OJ XKOLI

Dr Xefket Arslanagi�

INDUKCIJA DA� ALI NE PO SVAKU CIJENU

Metoda matematiqke indukcije zasniva se na s�ede�oj osobini skupa N
prirodnih brojeva koja je poznata kao princip matematiqke indukcije� Ako
podskup M skupa N ima ova dva svojstva�

�� k� �M �

�� ��k � k�� k �M �� k � � �M 	

tada M sadr
i sve prirodne brojeve n � k��

U praksi se najqex�e uzima da je k� � �	 pa se princip matematiqke induk�
cije formulixe logiqkom formulom na s�ede�i naqin

�P ��� � ��n � N�P �n� � P �n� ��� �� ��n � N�P �n��

Pomo�u metode matematiqke indukcije se veoma efektno dokazuju razni su�
macioni obrasci	 razne nejednakosti	 kao i problemi vezani za dje�ivost� Na�
ravno	 ovo se sve radi kada su u pita�u problemi vezani za skup prirodnih
brojeva N�

Me
utim	 oni koji se qex�e bave dokazima pomo�u matematiqke indukcije
znaju da ponekada dokaz neke tvrd�e pomo�u �e ne ide glatko	 tj� da je veoma
te
ak i ne daje 
e�eni razultat� Zato i naslov ovog qlanka� Naime	 ovdje �emo
na nekoliko primjera pokazati kako se	 na primjer	 neke nejednakosti dokazuju
mnogo lakxe i br
e na neki drugi naqin	 dok pokuxaj dokaza pomo�u metode ma�
tematiqke indukcije ne daje 
e�eni rezultat onako kako bi se moglo oqekivati�

Primjer �� Dokazati pomo�u metode matematiqke indukcije da vrijedi
nejednakost
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Dokaz� �� Za n � � nejednakost ��� postaje
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	 xto je taqno�

�� Pretpostavimo da je nejednakost ��� taqna za neko n � k � �	 tj�
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Indukcija da� ali ne po svaku cijenu ��

Za n � k � � lijeva strana nejednakosti ��� iznosi
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pa je zbog pretpostavke indukcije ���	
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Iz ovoga se nikako ne mo
e zak�uqiti da je lijeva strana ma�a od
�

	
	 jer je
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Na ovaj naqin smo doxli u nepriliku i ovako ne mo
emo dokazati nejedna�
kost ����

Me
utim	 sada �emo nejednakost ��� veoma brzo i elegantno dokazati na
drugi �jednostavniji� naqin� Primjetimo da je
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jer se ova nejednakost poslije sre
iva�a svodi na ekvivalentnu nejednakost
�k��k � �� � ��k � ���	 tj� � � �	 pa je taqna za sve k � N� Primje�uju�i
nejednakost ��� na lijevu stranu nejednakosti ���	 dobijamo
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xto je i trebalo dokazati�

Primjer �� Dokazati da za � � x � � i k � N vrijedi nejednakost

�	� �� � x�k�x� ��� x�k��� � ��

Dokaz �� Da�emo dokaz pomo�u matematiqke indukcije po k�

�� Neka je k � �� tada ��� postaje

�� � x��x � ��� x��� � �� � x���� x� x�� � � � x� � ��

Dakle	 nejednakost ��� je taqna za k � ��

�� Pretpostavimo da je data nejednakost taqna za neko k � n � �	 tj�

�� � x�n�x� ��� x�n��� � ��




� X� Arslanagi�

Da bismo dokazali da je nejednakost taqna i za k � n � �	 dovo�no je dokazati
da je

�� � x�n���x� ��� x�n���� �� � x�n�x� ��� x�n��� � ��

odnosno

��� x�� � x�n�� � �� � x�n����� x�n�� � x�� � x�n � �� � x�n��� x�n��
� ��

Lijeva strana nejednakosti ��� se mo
e transformisati na s�ede�i oblik

x�� � x�n�� � x� �� � �� � x�n��� x�n����� x� � ��

� x��� � x�n � x��� � x�n��� x�n�� � x��� � x�n��� ��� x�n����

Sada oqigledno slijedi da je x��� � x�n��� ��� x�n��� � �	 poxto je � � x � �
i � � ��� x�n��	 tj�

�� ��� x�n��
� ��

Dakle	 nejednakost ��� je taqna� To znaqi da je i data nejednakost ��� taqna
za sve k � N� Ovaj dokaz je nexto du
i i k�uqno mejesto u �emu je dokaz
nejednakosti ���� Prema tome	 on nije jednostavan nego zahtjeva umjexnost i
dobro poznava�e dokaziva�a nejednakosti�

Sada �emo dati jedan kratak i elegantan dokaz nejednakosti ���� Za ovaj
dokaz �emo koristiti Jensenovu nejednakost za konveksne funkcije�

Dokaz �� Imamo

�
� �� � x�k�x� ��� x�k��� � x�� � x�k � ��� x���� x��k�

Funkcija t �� tk �k � �� je konveksna za t � ����	�	 pa na osnovu Jensenove
nejednakosti imamo

x�� � x�k � ��� x���� x��k � �x�� � x� � ��� x���� x���k �

odnosno

��� x�� � x�k � ��� x���� x��k � �� � x��k � ��

jer je � � x � �� Sada iz ��� i ��� slijedi �� � x�k �x� ��� x�k��� � �	 xto je i
trebalo dokazati�

Ovaj dokaz je zaista elegantan	 ali iziskuje poznava�e Jensenove nejedna�
kosti za konveksne funkcije�

Recimo i to da dokaz pomo�u metode matematiqke indukcije mo
e biti pri�
hvat�iv kao spasonosno rjexe�e u sluqaju kada nismo u sta�u neku slo
enu
nejednakost dokazati na neki drugi naqin� Da�emo sada jedan takav primjer�

Primjer �� Neka je n prirodan broj takav da je n � �� Dokazati da vrijedi
nejednakost
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Indukcija da� ali ne po svaku cijenu 
�

Dokaz� Dokaza�emo ekvivalentnu nejednakost nejednakosti ���	 tj�
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Koristi�emo metodu matematiqke indukcije�

�� Za n � �	 nejednakost ��� postaje
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	 xto je taqno�

�� Pretpostavimo da za neko n � k � � vrijedi
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Dokaza�emo da je ��� taqno tada i za n � k � ��
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Sada imamo
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xto znaqi da je nejednakost ���	 odnosno ��� taqna i za n � k�� ako je taqna za
n � k � �� Dakle	 nejednakost ��� je taqna za sve n � N	 n � ��




� X� Arslanagi�

Kao xto se mo
e vidjeti	 ovaj dokaz je efektan	 ali priliqno te
ak jer smo
morali najprije dokazati pomo�nu nejednakost ����� Ostaje otvoreno pita�e
kako dokazati datu nejednakost ��� bez upotrebe metode matematiqke indukcije�

Qitaocima preporuqujemo da doka
u s�ede�e nejednakosti korixte�em me�
tode matematiqke indukcije ili pak na neki drugi naqin�
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