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O KOMPLEKSNIM BROJEVIMA I
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Ovo je prvi u nizu qlanaka o kompleksnim brojevima� Nastao je na osnovu
serije predava�a� odr�anih u okviru Tematske matematiqke xkole u Trxi�u
����� godine� u organizaciji ode	e�a Ministarstva prosvete i sporta u Lozni

ci� Xkolu je organizovao Pera Cvetinovi�� nadzornik za matematiku� Autor
je ovu zanim	ivu temu obradio podstaknut od strane akademika Milosava Mar

janovi�a� na qemu mu duguje iskrenu zahvalnost�

Kratko reqeno� uvo�e�e imaginarne jedinice i� dokazi osnovnih svojstava
kompleksnih brojeva i elementarni dokaz Osnovnog stava algebre su predmet
ovog teksta�

�� Uvod

U skupu R realnih brojeva nema rexe�a tako jednostavna jednaqina kao xto
je

z� � � � ��

Formalno� u nameri da se rexi ova jednaqina� mo�e se uvesti imaginarna jedi

nica i za koju je

��� i� � ���
U literaturi se imaginarna jedinica definixe i kao

p��� mada je koren u
realnoj analizi definisan samo za nenegativne brojeve�

Brojevi oblika a� ib� gde su a i b realni brojevi� nazivaju se kompleksnim
brojevima� Pojam kompleksnog broja a � ib postaje jasniji ako se identifikuje
sa ure�enim parom �a� b�� tj� ako skup C kompleksnih brojeva identifikujemo sa

vektorskim prostorom R��

Oblik a� ib� koji se zove algebarski oblik kompleksnog broja� koristi se u
sred�oj xkoli� Ure�ene parove �a� b� koristimo samo da jasno i precizno uvede

mo definicije i doka�emo nekoliko rezultata 
preciznije� do dokaza teoreme ���

Pokuxajmo da definixemo mno�e�e kompleksnih brojeva tako da je distri

butivno u odnosu na sabira�e i da va�i 
��� Ako su x i y realni brojevi i
z � x� iy� definixemo

iz � i�x� iy� � ix� i�iy� � ix� i�y � �y � ix � ��y� x��
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Dakle�

�	� i�x� y� � ��y� x��
tj�

��� i�x� iy� � �y � ix�

Ponovimo da se u vektorskom prostoru R� definixe mno�e�e realnog skalara

� i vektora �x� y� � R� kao

�
� ��x� y� � ��x� �y��

Koriste�i 
�� mo�e se definisati mno�e�e kompleksnog skalara a � ib�

a� b � R� i vektora z � �x� y� � R� na slede�i naqin�

���
�a� ib�z � az � i�bz� � a�x� y� � ib�x� y� � �ax� ay� � i�bx� by�

� �ax� ay� � ��by� bx� � �ax� by� ay � bx��

Dakle�

��� �a� ib��x� y� � �ax� by� ay � bx��

�� Strogo uvo�e�e kompleksnih brojeva

Relacija 
�� daje motivaciju da se mno�e�e kompleksnih brojeva definixe
na slede�i naqin�

�
� �a� ib��x� iy� � �ax� by� � i�ay � bx�� a� b� x� y � R�

Pogodno je da za kompleksne brojeve koristimo oznake

z � �x� y�� z� � �x�� y��� � � � � w � �u� v�� � � ��� ���

gde su x� y� x�� y�� � � � � u� v� �� � realni brojevi�

Definicija �� Skup kompleksnih brojeva� u oznaci C� jeste skup svih
ure�enih parova z � �x� y� realnih brojeva� za koje su jednakost� sabira�e i
mno�e�e definisani na slede�i naqin�

dva kompleksna broja �x� y� i �u� v� su jednaka akko x � u i y � v�

zbir kompleksnih brojeva z � �x� y� i w � �u� v� je

�x� y� � �u� v� � �x� u� y � v��

proizvod kompleksnih brojeva z i w je

�x� y��u� v� � �xu� yv� xv � yu��

Na osnovu definicije mo�e se neposredno dokazati da su sabira�e i mno�e

�e kompleksnih brojeva komutativne i asocijativne operacije i da je mno�e�e
distributivno u odnosu na sabira�e� Posle uvo�e�a gor�ih definicija mo�e
se prvo precizno razumeti smisao jednaqine z� � � � � u C� a zatim pokazati
da ova jednaqina ima dva rexe�a ��� �� i �������
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	� Algebarska svojstva

Ako se realni broj x identifikuje sa �x� �� i definixe i � ��� ��� mo�e se
pokazati da je �x� y� � �x� ������ y� � x� iy 
v� teoremu � koja sledi�� Par ��� ��
je neutralni element pri sabira�u� jer je

�x� y� � ��� �� � �x� y��

Par ��� �� je neutralni element pri mno�e�u� jer je

�x� y���� �� � �x� y��

Propozicija �� Svaki kompleksni broj z � �x� y� �� ��� �� ima inverzni
element w � �u� v� pri mno�e�u dat sa

��� w � z�� �

�
x

x� � y�
�

�y
x� � y�

�
�

Dokaz� Relacija zw � ��� �� ekvivalentna je sistemu jednaqina

xu� yv � �� xv � yu � ��

qije rexe�e je 
���

Oduzima�e kompleksnih brojeva je operacija inverzna sabira�u� Kori

ste�i postoja�e inverznog elementa za mno�e�e dokazujemo slede�i stav�

Propozicija �� Ako je zw � �� tada je bar jedan od faktora z ili w
jednak nuli�

Dokaz� Pretpostavimo da je zw � � i z �� �� Inverzni element z�� postoji
i kako je� na osnovu definicije mno�e�a� proizvod proizvo	nog kompleksnog
broja i nule nula� sledi

w � �w � �z��z�w � z���zw� � z��� � ��

De	e�e nenultim kompleksnim brojem definixe se pomo�u

w

z
� wz��� z �� ��

Kompleksni broj definisan prethodnom relacijom naziva se koliqnik komplek


snih brojeva w i z� Ako je z �� � i � �
w

z
� tada je �z � w i ova jednaqina ima

rexe�e po ��

Bijektivna korespondencija x �� �x� ��� x � R� je izomorfizam po	a R

na po	e kompleksnih brojeva oblika �x� ��� stoga kompleksni broj �x� �� iden

tifikujemo sa realnim brojem x i pixemo �x� �� � x� Specijalno� ��� �� � � i
��� �� � ��

Kao i u R� uvodimo stepenova�e z� � zz� z� � z�z itd�

Propozicija �� Jednaqina z� � � � � ima dva rexe�a u skupu C�
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Dokaz� Jednaqina z� � � � � mo�e se napisati u obliku

�x� y��x� y� � ��� �� � ��� ���

Koriste�i definicije mno�e�a i oduzima�a dobijamo �x� � y�� 	xy� � ���� ���
tj� sistem jednaqina

x� � y� � ��� 	xy � ��

koji ima rexe�a x � �� y � � i x � �� y � ��� tj� ��� �� i �������
Ova rexe�a igraju va�nu ulogu u operacijama sa kompleksnim brojevima i

za �ih se koriste posebne oznake �i�
Definicija �� Kompleksni broj ��� �� zovemo imaginarna jedinica i

oznaqavamo sa i�

Dokazali smo da je i� � �� i da su �i rexe�a jednaqine z� �� � � u C� U
suxtini� za svako z � C� z��� � �z�i��z�i�� Opxtije� ako su z i w kompleksni
brojevi� dobijamo

z� � w� � �z � iw��z � iw��

Teorema �� Svaki kompleksni broj z � �x� y� mo�e se predstaviti na
jedinstven naqin u obliku x� iy koji se zove algebarski oblik kompleksnog
broja z�

Dokaz� Kako je

iy � ��� ���y� �� � �� � y � � � �� � � � � � � y� � ��� y��

dobijamo �x� y� � �x� �� � ��� y� � x� iy�

Neka je kompleksni broj z � x � iy 
x� y � R� dat u algebarskom obliku�
Realni broj x naziva se realni deo kompleksnog broja z i oznaqava sa Re z�
Realni broj y naziva se imaginarni deo kompleksnog broja z i oznaqava sa
Im z� Ako je Re z � �� ka�e se da je broj z qisto imaginaran� Bez texko�a
dokazuju se jednakosti

Re
� nP
k��

zk

�
�

nP
k��

Re zk� Im
� nP
k��

zk

�
�

nP
k��

Im zk�


� Konjugovano kompleksan broj

Broj z � x � iy zove se konjugovano kompleksan broj kompleksnog broja
z � x� iy� Iz jednakosti z � x� iy i z � x� iy dobija se

x �
�

	
�z � z�� y �

�

	i
�z � z��

Re z �
�

	
z � z� Im z �

�

	i
�z � z��

Neposredno se dokazuju jednakosti

z � w � z � w� zw � zw�
� z
w

�
�

z

w
� �w �� ���

Indukcijom se dokazuje� nP
k��

zk

�
�

nP
k��

zk�
� nQ
k��

zk

�
�

nQ
k��

zk�
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�� Modul kompleksnog broja

Modul kompleksnog broja z � x� iy je realan nenegativan broj
p
x� � y� i

oznaqava se sa jzj�
Proizvod kompleksnog broja z i �emu konjugovanog kompleksnog broja z je

z z � x� � y�� a to znaqi da je

��� jzj� � z z�

i� specijalno� ako je z �� �� tada je

����
�

z
�

z

jzj� �

Iz definicije modula sledi�

jzj � � akko z � ������

jzj � jzj�����

�jzj � Re z � jzj� �jzj � Im z � jzj���	�

Koriste�i 
�� dokazujemo�

jzwj � jzj jwj����� ��� z
w

��� � jzj
jwj � w �� ����
�

Dokaz 
���� Na osnovu 
���

���� jzwj� � �zw��zw� � �zz��ww� � jzj�jwj�

i otuda� kako je modul nenegativan� sledi 
���� Sliqno se dokazuje 
����

Koriste�i istu opxtu tehniku dokazuje se

Propozicija ��

jz � wj� � jzj� � 	Re�zw� � jwj������

jz � wj� � jzj� � 	Re�zw� � jwj����
�

jz � wj� � jz � wj� � 	�jzj� � jwj�������

Dokaz� Kako je jz � wj� � �z � w��z � w� � �z � w��z � w�� mno�e�em na
desnoj strani dobija se

jz � wj� � zz � �zw � zw� � ww�

Otuda� s obzirom da je zw � zw � 	Re�zw�� sledi 
���� Na sliqan naqin se

dokazuje 
���� 
Tako�e� kako je Re�z��w�� � �Re�zw�� iz 
��� sledi 
�����
Sabira�em 
��� i 
��� dobija se 
����
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Ponovimo da smo kompleksne brojeve identifikovali sa ure�enim parovima

u ravni R�� Kompleksne brojeve sabiramo kao vektore� Ako su z i w u C� taqke
�� z� w i z � w su temena paralelograma�

U C uvodimo euklidsko rastoja�e izme�u z i w pomo�u

���� e�z� w� � jz � wj�
Sada� 
��� je pravilo paralelograma� suma kvadrata du�ina ivica paralelo

grama jednaka je sumi kvadrata du�ina dijagonala� 
��� i 
��� su kosinusna
teorema�

Osnovno svojstvo ovog rastoja�a je da zadovo	ava nejednakost trougla

�	�� jz� � z�j � jz� � z�j� jz� � z�j�
Ako zamenimo z � z� � z� i w � z� � z� u prethodnoj nejednakosti� jasno je da
treba samo da se doka�e

�	�� jz � wj � jzj� jwj�
Ali� kako je Re�zw� � jzj jwj� na osnovu 
��� sledi

jz � wj� � jzj� � 	jzj jwj� jwj��
tj� jz � wj� � �jzj � jwj��� Kako je modul nenegativan broj� iz ove nejednakosti
sledi 
����

Koriste�i 
��� neposredno se dokazuje

�		�
��jzj � jwj�� � jz � wj�

Dokaz� Iz 
��� sledi jzj � j�z � w� � wj � jz � wj� jwj� tj�
�	�� jzj � jwj � jz � wj�
Ovo je nejednakost 
��� ako je jzj � jwj� Ako je jzj � jwj i ako z i w promene
uloge u nejednakosti 
���� dobija se

�	
� ��jzj � jwj� � jz � wj�
Iz 
��� i 
��� sledi 
����

�� Polarna forma

Ponovimo� broj i je definisan tako da je rexe�e jednaqine z� � � � �� tj�
i� � ��� Prime�uju�i osnovna pravila aritmetike na kompleksne brojeve i
relaciju i� � �� definixe se mno�e�e kompleksnih brojeva� U ovom ode	ku�
pomo�u geometrijske reprezentacije kompleksnog broja izvodi se polarna forma
i otuda jednostavno pravilo za mno�e�e kompleksnih brojeva�

Deta	nije razmatra�e trigonometrijskog oblika i sa druge taqke gledixta
daje se u �Ma�� i �Ma���
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U nameri da se izvede geometrijska interpretacija proizvoda uvode se po�
larne koordinate�

Polarne koordinate �r� �� kompleksnog broja z � �x� y� uvode se pomo�u

�	��
x � r cos��

y � r sin��

gde je r � jzj� Polarni ugao � naziva se argument ili amplituda kompleksnog
broja z i oznaqava se sa Arg z 
za precizniju definiciju videti �Ma��� �Ma����

Na osnovu 
���� svako z � C mo�e se predstaviti u obliku

�	�� z � r�cos�� i sin���

gde je r � jzj i � � R�
Pogodno je uvesti i oznaku cis � cos�i sin� Dakle� svako z � C mo�e se

predstaviti u obliku

�	��� z � r cis��

gde je r � jzj i � � R�
Pomo�u slede�e formule izvodi se pravilo za mno�e�e kompleksnih bro


jeva�

�	
� cis��� 	� � cis� cis	�

Dokaz� S obzirom na definiciju mno�e�a�

cis� cis	 � �cos� cos	 � sin� sin	� � i�sin� cos	 � cos� sin	��

Otuda� na osnovu adicione formule za trigonometrijske funkcije kosinus i si

nus� sledi 
����

Formula 
��� tako�e se naziva adicionom 
cis�adiciona� formulom za tri

gonometrijske funkcije�

Razmotrimo sada brojeve z� � r� cis�� i z� � r� cis��� Pomo�u 
��� se
dobija

�	�� z�z� � r�r� cis��� � ����

Proizvod ima modul r�r� i argument �� � �� i otuda sledi�

Ako z� w � C� tada
�	�� Arg�zw� � Arg z �Argw�

Ovo je osnovno pravilo koje daje duboko i neoqekivano opravda�e geome

trijske reprezentacija kompleksnog broja�

Podvucimo� naqin na koji je izvedena formula 
��� naruxava princip� u
analizi su validni dokazi koji se izvode iz svojstava realnih brojeva 
videti
npr� �Ah��� prvo� 
��� je relacija izme�u uglova vixe nego izme�u brojeva� drugo�
dokaz je baziran na trigonometriji� Ostaje da se argument definixe analitiqki
i da se 
��� doka�e analitiqki� Ovo �e biti predmet slede�ih qlanaka �Ma��
i �Ma���
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� Binomna jednaqina

Na osnovu prethodnih rezultata dobija se da je stepen broja z � r cis� dat
sa

���� zn � rn cisn��

Za r � � dobija se Moavrova formula 
A� de Moivre�

���� �cis��n � cisn��

koja daje ekstremno jednostavan naqin da se izraze cosn� i sinn� pomo�u cos�
i sin��

Definicija �� n�ti koren kompleksnog broja a je skup rexe�a jednaqine

��	� zn � a�

Pretpostavimo da je a � r cis� i z � 
 cis�� Tada jednaqinu 
��� pixemo u
obliku

���� zn � 
n cisn� � r cis��

Ako je 
n � r i n� � �� tada jasno va�i 
���� U suxtini� 
��� va�i ako se n�
razlikuje od � za multipl punog ugla� Ako se uglovi izra�avaju u radijanima�
pun ugao je 	�� i 
��� va�i akko

� �
�

n
� k

	�

n
�

gde je k ceo broj� Ipak� samo vrednosti k � �� �� � � � � n � � daju razliqite vre

dnosti z� Otuda

z � n
p
r cis

�
�� 	k�

n

�
� n
p
r cis

�
�

n
� k

	�

n

�
� k � �� �� � � � � n� ��

Svaki kompleksan broj razliqit od nule ima n n
tih korena� Geometrijski� n
ti
koreni su temena pravilnog n
tougla�

Uvedimo jox oznaku ei� � cis��

Dakle� ako je a � r cis� � rei� �� � dat u polarnoj formi i n prirodan
broj� n

p
a je skup rexe�a jednaqine zn � a po z� tj� skup

f zk � n
p
r ei�k � k � �� �� � � � � n� � g� gde je �k �

�� 	k�

n
�

�

n
� k

	�

n
�

mada se u literaturi sa n
p
a ponekad oznaqava i neki od n
tih korena iz a�

Sluqaj a � � je posebno interesantan� Koreni jednaqine zn � � nazivaju se
n�ti koreni jedinice i ako se uvede oznaka

� � cis
	�

n
�

sa �� �� ��� � � � � �n�� su dati svi n
ti koreni jedinice� Tako�e je jasno da ako
je z� neki n
ti koren iz a� tj� z� � n

p
a� tada je n

p
a � f�kz� � k � �� �� � � � � n�� g�
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�� Osnovni stav algebre

Polinom z��� ima dve nule� �i� Otuda sledi da polinom P �z� � z��
 ima
qetiri nule� Zaista� kako je P �z� � �z��	z�	��z�� 	z�	� i otuda P � P�P��
gde je P� � �z � ��� � � i P� � �z � ��� � �� nule polinoma P su ��� i�

Nije jednostavno proizvo	an polinom rastaviti da se proveri da li ima
nula� Pomo�u trigonometrijskog oblika kompleksnog broja dokazuje se da ako je
n prirodan broj� tada�


a� polinom P �z� � zn� a ima n nula ako je a kompleksan broj razliqit od
nule�


b� stepena funkcija z �� zn preslikava krug polupreqnika r na krug polu

preqnika rn�

Interesantno je da se pomo�u 
b� mo�e dokazati osnovni stav algebre� svaki
nekonstantan polinom ima bar jednu nulu 
i otuda polinom stepena n � � ima
n nula� i da jednostavan primer u taqki 
a� ilustruje razliku izme�u Realne
analize i Kompleksne analize� naime� ako je� na primer� n paran prirodan broj
i a 
 �� P preslikava interval ��r� r� na �a� a � R�� a krug Ur sa sredixtem u
koordinatnom poqetku na krug B � B�a�R�� gde je R � rn 
 �� Dakle� ako se P
razmatra kao realna funkcija� P ima minimum a 
 � u taqki � i� specijalno� P
nema realnih nula�

Dakle� Osnovni stav algebre 
Kompleksna analiza� kompletira teoriju o
realnim nulama polinoma� U qlancima koji slede pojavi�e se drugi va�ni pri

meri u kojima Kompleksna analiza kompletira teoriju Realne analize�

Dokaz Osnovnog stava algebre koji sledi nije preuzet iz literature i na

stao je u toku vixegodix�eg predava�a kursa Kompleksne analize��

Teorema �� 
Osnovni stav algebre� Ako je n pozitivan ceo broj i

P �z� � zn � an��z
n�� � � � �� a�z � a��

gde su a�� � � � � an�� kompleksni brojevi� tada P ima taqno n nula u komplek�
snoj ravni�

Dokaz� Rutinski se dokazuje da jP j dosti�e minimum u nekoj taqki a� neka
je b � P �a�� Doka�imo da je b � ��

Pretpostavimo� suprotno� da je b �� �� Pomo�u preslikava�a b��P �Ta� gde
je Ta translacija definisana sa Ta�z� � z � a� jednostavno se pokazuje da se
dokaz svodi na sluqaj a � � i P �z� � � � Azm � R�z�� gde je A � jAjei� �� ��
m � �� R�z� � zmQ i Q takav polinom da je Q��� � ��

Kako je Q��� � �� postoji � dovo	no malo tako da je

��
� jQ�z�j � jAj
	

za jzj � ��

�U dvosemestralnom kursu Osnovni stav algebre obiqno se dokazuje pomo�u Principa

argumenta� Ve�ina studenata jednosemestralnog kursa nije mogla da skcira ideju koja vodi ka

nekom dokazu� Prirodno je postav�eno pita�e� da li postoji elementarni dokaz� Smatramo da

je dokaz koji se perdla�e elementaran i da je� bar sa pedagoxke taqke gledixta� interesantan�




� M� Mate�evi�

Neka je z � rei� i p�z� � Azm� Tada je� na osnovu 
����

p�z� � Azm � jAjei�rmeim� � jAjrmei���m�	�

Neka je� na primer� ��m� � �� tj� � � �� �
� � �

m
� tada p preslikava polupravu

��� � f 
 cis�� � 
 
 � g na R� � �� � fx � x � � g i otuda prvo sledi

���� jP �z�j � ���� jAjrm��� rmjQ�z�j za z � ��� �

a zatim iz 
��� i 
���� ako se jox dodatno pretpostavi da je �m �
�

jAj � dobija se

jP �z�j � �� jAjrm � rm
jAj
	

� �� rm
jAj
	

za jzj � ��

i otuda jP �z�j � � za z � ��� �ei�� �� xto je kontradikcija sa pretpostavkom�

Dakle� P �z�� � � za neko z� i stoga� na osnovu elementarne algebre� postoji
polinom P� stepena n�� tako da P �z� � �z�z��P��z�� Indukcijom po n dokazuje
se teorema�

Podvucimo da se u suxtini na osnovu formule 
��� zm � �r cis��m �
rm cism� dokazuje da p preslikava polupravu ��� � f 
 sin�� � 
 
 � g na
R� � �� � fx � x � � g� xto jox jedanput pokazuje va�nost geometrijske
interpretacije kompleksnog broja i svojstava koja otuda proistiqu� na primer�
osnovnih formula 
���� 
��� i 
���� U V� predla�e se modifikacija prethodnog
dokaza�

Razvijaju�i da	e ideju dokaza ove teoreme� mo�e se dokazati Princip max

min za holomorfne funkcije 
v� V�� i druge klase funkcija i potpuno opisati
�ihovo lokalno ponaxa�e 
o trajektorijama koje se odnose na holomorfne funk

cije videti �St���

Da	a svojstva polinoma i korena i veze sa drugim oblastima� uk	uquju�i
elementarnu geometriju� mogu biti predmet posebnog qlanka 
videti npr� �Ah��
�Mi�� �Je
Ma��� Ovde navodimo samo neke rezultate V��
�

V�� Neka je polinom p definisan sa p�z� � Azm� gde je A � jAjei� �� �
kompleksan broj i m prirodan broj� Dokazati da se skup p���R�� sastoji od m
polupravih sa poqetkom u koordinatnom poqetku�

V�� Dokazati�


a� polinom p� definisan u V�� preslikava krug sa sredixtem u koordina

tnom poqetku na krug sa sredixtem u koordinatnom poqetku�


b� podrazumevaju�i da va�e oznake iz dokaza teoreme �� dokazati da postoji
z� tako da je w� � p�z�� � � i jR�z��j � jw�j � ��


v� pomo�u 
b� izvesti alternativni dokaz teoreme ��

Dokaz� Kako R�p te�i nuli kada z te�i nuli� postoji xup	a okolina B� �
f z � � � jzj � r g� r 
 �� taqke �� tako da je jRj � jpj na B�� Otuda� s obzirom da p
preslikava B� na xup	u okolinu taqke �� sledi 
b�� Na osnovu 
b� i nejednakosti
trougla� sledi prvo jP �z��j � j� � jw�jj � jR�z��j � � � jw�j � jR�z��j� i onda
jP �z��j � �� xto je kontradikcija sa pretpostavkama�



O kompleksnim brojevima i osnovnom stavu algebre 



V�� Na sliqan naqin kao u dokazu teoreme dokazati Lemu max
min 
i otuda
Princip max
min� za holomorfne funkcije�

V�� Dokazati Lucas
ovu teoremu� ako sve nule polinoma P pripadaju polu

ravni� tada sve nule izvoda P � pripadaju istoj poluravni�

V�� Dokazati da najma�i konveksan poligon koji sadr�i nule polinoma P �
sadr�i i nule izvoda P ��

Da li se ovaj rezultat mo�e dokazati pomo�u Principa argumenta i uo

pxtiti pomo�u Teoreme o indeksu rotacije�

V�� 
a� Neka je sn�z� �
nP

k��

zk� Dokazati

��� z�sn�z� � ��� z��� � z � z� � � � �� zn� � �� zn���


b� Dokazati da je �� ei� � �	iei
�

� sin
�

	
� Dokazati da iz 
a� i 
b� sledi


v� sn�e
i�� �

�� �ei��n��

�� ei�
� e

in�� sin
�
n��
� �

�
sin �

�

i otuda


g� � � cos � � cos 	� � � � �� cosn� �
�

	
�

sin
�
n��
� �

�
	 sin �

�

� � � � � 	��

V�� Neka je z � rei�� �� � dat u polarnoj formi i n prirodan broj� Pono

vimo da je n

p
z skup rexe�a jednaqine wn � z po w� tj� skup

f zk � n
p
r ei�k � k � �� �� � � � � n� � g� gde je �k �

��
n

� k
	�

n
�

Dokazati da je
n��P
�

zk � ��

Prvi dokaz� Neka je s �
n��P
�
zk� tada je e

i��s �
n��P
�

ei��zk � s i otuda s � ��

Drugi dokaz� Neka je q� � z�� � �
	�

n
i q � ei�� tada je zk � z�q

k i otuda

s �
n��P
�
z�q

k � q�
�� qn

�� q
� Kako je qn � e��i � �� sledi s � ��

Predla�emo za ve�bu� na primer� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
����� ����� ����� ����� ���� �Je
Ma��
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