HACTABA MATEMATUWEKE Y CPEIIHOJ IIIKOJIN
N HA PARYJITETUMA

JIp Muogpar Maresmesuh

O KOMIIJIEKCHUM BPOJEBUMA N
OCHOBHOM CTABY AJITEBPE

OBo je mpBE y HH3Y 4YaaHakKa O KOMIIEKCHEM Opojesmma. Hacrtao je HA OCHOBY
cepuje mpeaBama, ONPKAHUX y OKBHPY Temarcke mMareMarmuke mkosae y Tpmumhy
1994. roxuue, y opraEmsanuju oxessema Munucrapcrsa npocsere u cuopra y Jlozuu-
mu. [goxy je oprammsosao Ilepa IlBermnoBuhli, mam3opuuk 3a mMareMaTury. AyTop
je OBy 3aHHMJBMBY TeMy 0Opaamo HOJCTAKHYT Of cTpaHe akaleMmuka Mmmocasa Map-
jamoBumha, HA YeMy My Oyryje HCKPEHY 3aXBAJHOCT.

Kpatro peueno, yBolheme umarnsapue jequaune ¢, TOKa3M OCHOBHEX CBOjCTaBA
KOMILIEKCHEX OpojeBa m ememenTapum noka3 OCHOBHOr craBa ajarebpe cy mpemMer
OBOI' TEKCTA.

1. YBon

Y ckyny R peannux 6pojeBa HeMa pemema TaKO je THOCTABHA je THAYUHA, KAO IMTO
je
2 —
22 +1=0.
$opMaIHO, Yy HAMEDH I3 CE€ P’ OBA jeAHAYWHA, MOKE C€ YBECTH MMATWHADHA, jeIu-
HUIA ¢ 33 KOJy je

(1) i =—1.

Y mmTepaTypum ce MMATWHADHA jeIUMHUND JeUHEIIE I Kao /—1, MajJa je KOpeH y
PEeaNHOj aHAJIU3U TePUHICAH CAMO 33 HEHEraTHBHE Opojene.

Bpojesu obauka a + tb, rme ¢y a u b peasnu 6pojeBu, HA3UBAJY CE€ KOMIIEKCHIM
opojeBuma. Ilojam rommmercaor Gpoja a + tb mocraje jacHUju aKo e MIACHTHUDUKYje
ca ypebherum mapou (a, b); 1j. ako ckyn C xoMmiekcHux OpojeBa UACHTUPUKY]EMO Ca
BeKTOpCKNM mpocTopoM RZ.

O0nuk a+ b, koju ce 30Be anrebapckm 0OJIMK KOMIIEKCHOT OPOja, KOPUCTH Ce Y
cpenmoj mromu. ¥ pehene mapose (a,b) KOPECTEMO caMO Ja jaCHO W NPENU3HO yBEIE-
MO Ae(UHULNEje U TOKAKEeMO HEKOIUKO pe3yinrara (Ipenu3Hdje, 10 nOoKa3a reopeme 1).

ITorymajmo ma meduEMOIEMO MHOKEHE KOMIUIEKCHAX OpOjeBa TakKo Oa je MUCTPH-
OyruBHO y omHOcy Ha cabupame u ga Baxku (1). Ako cy x u y peannu Opojesm u
z = x + 1y, AeUHAIIEMO

iz =i(x +iy) = iz + i(iy) = iz + i’y = —y +irv = (—y, 2).
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Iaxie,

(2) i(z,y) = (—y,2),
Tj.

(3) i(x +iy) = —y +ix.

loroBUMO 1 ce y BEKTOpCKOM mpoctopy R’ meduumme MEO%eme PeasHOT CKaiapa
A u Bextopa (z,y) € R? kao

(4) Az, y) = (Az, Ay).

Kopucrehin (2) Moxke ce neguamcaru MHOKEEmE KOMILIEKCHOT CKajgapa a + ib,
a,b € R, u Bextopa z = (z,y) € R? ma cuaepehin mauns:
(a +ib)z = az +i(bz) = a(x,y) + ib(x,y) = (azx,ay) + i(bx, by)
(5) _ _
= (az, ay) + (—=by, bx) = (ax — by, ay + bx).

Iaxie,

(6) (a+1ib)(x,y) = (ax — by, ay + bx).

2. Crporo yBobeme KOMIIEKCHUX OpojeBa

Penanuja (6) maje MoTuBanujy ma ce MHOKEHE KOMIUIEKCHAX OpojeBa Aeuamme
Ha ciaenehn mavun:

(7) (a +ib)(z + iy) = (ax — by) + i(ay + bx), a,b,z,y € R.
ITorogro je ma 3a roMmmiekcHe OpPOjeBEe KOPUCTUMO O3HAKE

z=(x,9), a=(r,m), .., w=(wv), (=(&n),
e ¢y X,Y,21,Y1,...,U,v, &, n peanan Opojesn.

JESUMHULINIA 1. Cryn xomnaexcrnur 6pojesa, y o3mamu C, jecre CKyn CBHEX
ypebennx maposa z = (x,y) peamnux OpojeBa, 3a KOje Cy jeQHAKOCT, cabupame I
MHOKeme NeuHICAHE Ha cieneln HavuH:

IBa KOMIUIEKcHA Opoja (z,y) u (u,v) cy jeJHaKa akko & = u U Y = v;
30up xoMmmiexcuux 6pojesa z = (z,y) u w = (u,v) je

(2,9) + (w,v) = (z + u,y +v);
IPOM3BOJ KOMILIEKCHUX OpojeBa z m w je
(2,9)(w,v) = (2w — yo, 20 + yu).

Ha ocHOBY medununmje MOXe ce HEIOCPEIHO NOKA3ATH Ja CYy CADUPame U MHOXKe-
b€ KOMIUIEKCHUX OpOjeBa KOMYTATHBHE U ACONWjATHBHE ONEPAIHje W AA jé MHOKEHE
mucTpubyTUBHO y omHOCY Ha cabupame. Ilocie yBohema ropwmux meduamnuja Moxe
ce TPBO TPENMM3HO pasyMeT: cMucao jemraumue z2 + 1 = 0 y C, a 3aTnv mokazaT
Ia OBa jenmaumua uMma asa pemesa (0,1) u (0,—1).
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3. Asredapcka cBojcTBa

Axko ce peannu 6poj r uzenrudukyje ca (z,0) u medpunnme ¢ = (0, 1), moxke ce
nokasaru ga je (z,y) = (x,0)+(0,y) = x+ iy (8. Teopemy 1 koja cuemu). ap (0,0)
je HeyTpaJiHu eJIeMeHT npu cabupamy, jep je

(z,9) +(0,0) = (z,y).

ITap (1,0) je HeyTpanHu eneMeHT IPU MHOKEHY, jep je
(2,9)(1,0) = (z,y).

IMpono3unuiA 1. Ceaku komnaerchu 6poj z = (x,y) # (0,0) uma unsepsnu
eaemenm w = (u,v) npu mMHONCEBY daMm Ca

_ x -y
8 w =2z 1 = FSEEE .
* <x2+y2’x2+y2>
Joxas. Pernanuja zw = (1,0) eKBUBaJIEHTHA je CHCTEMY jeIHAYMHA

zu—yv =1 av+yu=0,

qnje pemesse je (8). m
Opnysumame KOMIIIEKCHEX OpojeBa je omepanuja maBep3Ha cabupamy. Kopu-
crelim mocTojame MHBEP3HOT eJeMEHTa 3a MHOEEEE NoKasyjemo ciaemelim cras.

I[Mpono3unuia 2. Axo je zw = 0, mada je bap jedan 00 gaxmopa z uaw w
jeonax nyal.

Jokasz. Tlpernoctasmvo ma je zw = 0 u z # 0. WuBepsnn exement z~! mocrojn
7 KaKO je, HA OCHOBY Ae(QUHUNUje MHOKEHA, NPOW3BOJ IPOM3BOSHOI KOMIJIEKCHOT
Opoja u HyJe HyJIa, Cienn

-1

w=1lw=(z""2)w=2""(zw) =27'0=0. =

Jlepeme HEHYITHM KOMIIEKCHUM OpojeMm meduuume ce momMohy
— =wz -, z # 0.

Kommnekcau 6poj neuHuCAH IPETXOLHOM PEIANUjOM HA3WBA C€ KONMIHUK KOMILIEK-
. . w . .
crux OpojeBa w um z. Ako je 2z Z0u ( = —, Tama je (z = w ¥ OBa jeIHAYMHA UMA
z

pememne 10 (.

Bujexrusra kopecnongenymja ¢ — (z,0), x € R, je m3omop¢usam moma R
Ha I0Jbe KOMIUIEKCHUX OpojeBa obauka (z,0), crora komumekcuu 6poj (z,0) muen-
tuuryjemo ca peannuM OpojeM x u mumemo (z,0) = z. Cuengjanuo, (0,0) = 0 u
(1,0) = 1.

Kao m y R, yBommvo cremeroBame 22 = 2z, 2° = 227 u1p.

[TrPono3unniaA 3. Jednawuna z> +1 =0 uma dsa pewena y cxyny C.
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Joxas. Jemmaunna z2 + 1 = 0 Moxe ce mammcaTn y 00ImKy
(z,y)(x,y) + (1,0) = (0,0).
Kopucrehu medumnmmje MuO®ema n oxysmMama mobujavo (12 — y2, 2xy) = (—1,0),
Tj. CHCTEM jeIHAYMHA
2?2 —y?=-1, 2zy=0,
koju uma pemema ¢ =0,y =1lux=0,y=—1,1j. (0,1) u (0,—1). m
OBa pemema Urpajy BAXKHY yJAOry y OmepamujaMa ca KOMIUIEKCHOM OpojeBuMa u
3a BUX Ce Kopucre moceOHe o3Hake i,

JeenHuIMIA 2. Komumercun 6poj (0,1) 30Bemo umazunapha jedunuya u
03HA9aBaMO Ca I.

Jlokazann cMo 13 je i2 = —1 u ma ¢y =44 pemema jemmaumme 22 +1=0y C. Y
cymrurn, 3a cBako z € C, z22+1 = (2 +i)(z—1i). OumTuje, ako cy 2 W W KOMILTIEKCHH
OpojeBu, modumjamo

22+ w? = (2 +iw)(z — iw).

TeOPEMA 1. Ceaku komnaerchu 6poj z = (x,y) moxce ce npedcmasumu Ha
jeduncmeen nawur y 0bauky T + 1y Koju ce 308€ aneebapcru 0bAUK KOMNAEKCHOZ
bpoja z.

Lloxasz. Raxo je
nobujamo (z,y) = (z,0) + (0,y) =z +iy. m

Hexka je xommuexcun 0poj z = x + iy (v,y € R) mar y aarebapckoM o0nuky.
Peamnu Gpoj r HasuBa ce peaant 0eo KOMILIEKCHOr Opoja z u O3HadaBa ca Rez.
Peamnu Opoj y HaszumBa ce umazumaphy, 0eo KOMILIEKCHOr Opoja z M O3HadaBa Ca
Imz. Axo je Rez = 0, xaxe ce ma je Opoj z umcTo mMarmmapas. be3 remkoha
IOKA3yjy ce jeTHAKOCTH

n

Re(z zk) = kél Re z, Im(i zk) = kél Im zy.

k=1 k=1
4. KoujyroBaHo KOMILJIEKCaH OpPOj

Bpoj Z = x — iy 30Be ce KoMjy208aHO KOMNAECKCAH 6POj KOMILIEKCHOr Opoja
z=ux+1y. U3 jemmagoct z = x + iy u Z = & — 1y mobuja ce
1 1
z

$:§(2+E), Y=

1 1
Rez:§Z+?, Imz:Q—i(z—E).

Hemocpenuo ce moka3syjy jemmagoctn

rtw=7+w, Zw=7w, (i) :é, (w # 0).
w Ty

Wunyrnujom ce mokasyje

(i zk>:k§1§k, (ﬁ zk): ]f[?k.

k=1
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5. Monyn KoMILJIEKCHOT Opoja

Mo0ys koMmmiekcrOr Gpoja z = x + iy je peajJaH HeHeraTuBaH 0poj /22 + y2 m
o3HayaBa ce ca |z|.

IIpoussox koMmiaekcHOr 6poja 2z W BEMY KOHjYTOBAHOT KOMILIEKCHOT Opoja Z je
2% =22 + y?, a To 3HauM ;A je

(9) 2] = 27,

1, CIenujano, ako je z # 0, raga je

1 z

(97) Z = Eik
W3 pedununuje monyia cienu:
(10) |zl =0 akro 2z =0,
(11) 2] = [z,
(12) —lz| <Rez< |z, —|z| <Imz< |z
Kopucrehn (9) mokasyjemo:
(13) |zw] = [ [w],
(14) Z|=E wro

Zoxas (13). Ha ocrosy (9),
(15) 2wl = (u0)zw) = (22)(wE) = |=ful?

u OTyxa, Kako je Moxyi1 HemerarusaH, ciexn (13). Cauuno ce mokasyje (14).
Kopucrehu ucty ommry TexHUKY mTOKa3yje ce

ITPOIO3ULINIA 4.

(16) |z +w]* = |z|* + 2Re(zw) + |wl|?,
(17) |z — w|? = |2)? — 2Re(2w) + |wl|?,
(18) |z +w]* + ]z —w|* = 2(]2]* + |w|?).

Jokas. Kaxro je |z + w|?> = (z + w)(z + w) = (2 + w)(Z + W), MEOEKemEM Ha
IECHOj cTpanu nobumja ce

|z + w* = 2Z + (20 + z0) + .

Oryna, ¢ ob63upom ma je 2w + zw = 2Re(zw), cremu (16). Ha cinuam maumn ce
nokasyje (17). (Takobe, rako je Re(z(—w)) = —Re(zw), u3 (16) caemn (17).)
Cabupamem (16) u (17) nobmja ce (18). m
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IToroBUMO KA cMO KOMIIEKCHE OpojeBe mueHTH(MKOBAIA ca ypeheHnMm mapoBuMa
y pasan R?. Kommiekcue 6pojee cabupamo kao Bexrope. Axo ¢y z n w y C, Tauke
0, z, w u 2 + w Ccy TeMeHa TapaIeIOrPaMA.

Y C yBoaumo eyKIIICKO pacrojame m3mely z m w momohy

(19) e(z,w) = |z —w|.

Capna, (18) je mpasumo mapasemorpama: CymMa KBaApaTa My:KUHA UBUNA TaPAEIO-
rpamMa jeQHaka je CyMu KBaiapara myxkuHa aujaroHana; (16) m (17) cy rocumycma
Teopema.

OCHOBHO CBOjCTBO OBOT pacIOjama je ma 3aT0BOJhABA HEjeTHAKOCT TPOYTIIa

(20) |21 — 22| < |21 — 23] + |23 — 22].

Axo 3aMeHEUMO z = 2] — 23 U W = 23 — Z2 y IPETXONHO] HEjeIHAKOCTH, jaCHO je na
Tpeba caMo ma ce JOKaKe

(21) |z +w| < |2] + |w].
Aum, xaxo je Re(zw) < |z| |w|, ra ocroBy (16) cmemu
|2+ wl|* < |2 + 202] [w] + |w]?,

1j. |z + w|* = (Jz| + |w|)®. Kako je momyn memeratusam 6poj, U3 OBe HejeIHAKOCTH
crenn (21).
Kopucrehn (21) menocpemno ce nokasyje

(22) [l2] = Jwl| <[z = wl.
Loxasz. U3 (21) cuemu |z| = |(z — w) + w| £ |z — w| + |w], 1j.
(23) 2] = |w| <[z —wl.

OBo je mejemmaroct (22) ako je |z| = |w|. Axo je |z| < |w| m ako z m w mpomere
yiaore y Hejenmakoctu (23), mobuja ce

(24) — (2 = |w]) < |z —wl.

N3 (23) u (24) cremu (22). m

6. ITosnapua ¢popma

oroBumo, 6poj ¢ je mDeUHECAE Tako Oa je pememe jemmaumie 22 + 1 = 0, 1j.
i2 = —1. Ilpumemyjyhm OCHOBHa IpPaBHIA APUTMETHKE HA KOMIJIEKCHE OpojeBe I
penanujy > = —1 me¢uHHIIE ce MHOXKEHmE KOMIJIEKCHHX OpojeBa. Y OBOM OHEJBKY,
nomohy reomerpujcke pempeseHTanje KOMIUIEKCHOT OpOja M3BOAM Ce moJapHa GopMa
7 OTy[a jeJHOCTABHO IPABUIO 33 MHOKEHE KOMIJIEKCHHX OpOjeBa.

JleraspHEje pa3MaTpame TPUTOHOMETPUJCKOT O0NMMKA U €A APYTe TAYKe [JIeAUIITa,
naje ce y [Mal] m [Ma2].
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Y mamepu ga ce W3BeJe reOMeTPUjCKa UHTEPIPETANHja IPOM3BOLA YBOJIE Ce 1no-
AAPHE KOOPOUHAME.
Honapre xoopaurare (7, ) KommrercHor 6poja z = (x,y) yBoge ce nomohy

T =rCcos,
(25) .
y =rsingp,
rge je r = |z|. Tlomapan yrao ¢ Ha3mBa ce apeyMenm WIh aMNAUMYOQ KOMILTEKCHOT
Bpoja z u o3mauaBa ce ca Argz (3a mpemusEnjy geduannujy suzern [Mal], [Maz2]).

Ha ocmosy (25), cBako z € C MOke ce IpeacTaBuTud y 00IUKY
(26) z =r(cosp +isingp),

roe jer = |zl mp € R.
ITorogro je yBectum m o3maky cis = cos+isin. Hakae, cBako z € C moxke ce
IPeICTABUTH ¥ OOJIUKY

(26) z =rcisp,

roe jer = |zl mp € R.
ITomohy cuemehe ¢popmyne m3Bomm ce IPABHIO 33 MHOMKEHE KOMIIEKCHEX OpO-
jema:

(27) cis(a + 3) = cisacis 3.
Hoxasz. C 063upoM Ha TeQUHULNN]Y MHOKEHA,
cisacis f = (cosacos  — sin asin 3) + i(sin a cos 3 + cos asin j3).

Oryna, Ha OCHOBY aJunuoHe (POpPMyJie 33 TPUTOHOMETPHjCKe (YHKNZje KOCHHYC U CH-
Hyc, crenu (27). m

Popuyna (27) rakohe ce masmBa aaunuoHOM (CiS-a0UYUOHE) YOPMYITOM 33 TpPH-
TOHOMETDHjCKe (yHKNTje.

Pasmorpumo cama GpojeBe 23 = ricCiSgr U 22 = rocispe. Iomohy (27) ce
nobuja

(28) z122 =172 cis(p1 + ©2).

[IpouwsBox mMa MOMYN 7179 M APTYMEHT 1 + (2 W OTY A CJIEIN:
Axo z,w € C, mada

(29) Arg(zw) = Argz + Argw.

OBO je OCHOBHO mpaBwWiO KOje naje NyOOKO M HEOUEKMBAHO ONPABHAEE CEOMe-
TPHUjCKE PENPEe3eHTANN]a KOMILIEKCHOT Opoja.

Homsynumo, HauWH Ha KOjU je u3BeIeHa (opMmyna (28) Hapymasa OPUHIMN: Y
AHAJM3U Cy BAJUAHU NOKA3W KOJU C€ W3BOJE W3 CBOjCcTaBa peanHux Opojesa (Buueru
uup. [Ah]); upso, (29) je penanuja usmely yraosa sume mero uzmely Gpojesa; apyro,
IOka3 je basupan Ha Tpuronomerpuju. OcTaje ma ce apryMeHT Ae(uHANIE AHATUTUIKY
u na ce (29) moraxe amamurmukun. OBo hie Gurm mpenmer ciemelinx unamaka [Mal]
n [Ma2].
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7. BuHoMHaA jeqHauwmHa

Ha ocuoBy mperxomumx pesynrara modmja ce ma je cremer O6poja z = 7 cis maT
ca

(30) 2" =r"cisnp.
3a r =1 nobuja ce Moasposa gopmyaa (A. de Moivre)
(31) (cis )™ = cis nyp,

KOja Jaje eKCTPEMHO jeTHOCTaBAH HAYMH Aa Ce m3pase COSN u Sinny moMohy cos ¢
7 sin .

JESUHULMIA 3. n-mu Kopen KOMILIEKCHOT OPOja ¢ je CKYI pelmemna jeTHadnHe
(32) 2" =a.

[Ipernocrasumo na je a =rcisa u z = pcisp. Taga jenpauuny (32) mumemo y
06mKy
(33) 2" = ptcisnp = rcisa.

Ako je p" =1 u ny = a, raga jacuo Baxu (33). Y cywrunum, (33) Baxk: ako ce ny
pasiuKyje o (v 33 MyJITHUILL LyHOT yria. AKO Ce yIJIOBH M3DPakaBajy y paAujaHuMa,
nyH yrao je 27, u (33) Baxku akko

«a 27
Y= + k_7
n n
rae je k meo Opoj. WMmak, camo Bpemmoctu k = 0,1,...,n — 1 majy pasnauuure Bpe-

maocTu z. Orynma
z = ¥rcis <

CBagu KOMIIEKCAH OpPOj pa3IMYnT OX HyJIe UMa N N-TUX KOpeHa. ['eomMeTpujcku, n-Tu
KODEHHU Cy TEMEeHA MPABUIHOT 7-TOYIJIA.

2k 2
u) _ q/;cis<9+k_”>, k=01, ...n—1
n n n

YBenmmo jom o3maky e'¥ = cis .
Ilakme, ako je @ = rcisa = re’® # 0 maT y DOTapHOj (OPME M 7 IPHPOIAH
6poj, /a je ckym pemema jemmadmme z" = @ WO Z, Tj. CKYN

. 2k 2
{2z =re¥ :k=0,1,...,n—1}, rnmeje @k:u:g+k_ﬂ,
n n n

Mala Ce y JUTepATypH Ca {/a MOHEKAT 03HAYABA W HEKW OJ NM-TUX KODEHA W3 q.
Cnyuaj a = 1 je noceOuO muaTepecanTan. Kopenn jegmaumne ™ = 1 HA3UBajy ce
N-mu Kopenu jedunuye I aKO ce yBeIe O3HAKa

. 2T
w = cis —,
n

n—1

cal,w,w? ..., w Cy JaTW CBU 7-TU KOpeHH jemuuune. TaroDe je jacHO ma ako
je 2o HeKm n-TH KOpem m3 a, Tj. 29 € {/a, Tama je Ya={wrz :k=0,1,....n—1}.
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8. OcHoBHU cTaB anredpe

[ommrom 22+ 1 nva ase myme, i. Oryna caenn aa mommaom P(z) = 2%+ 4 nva
wernpu Hyxe. 3amcta, kako je P(z) = (22 +22+42)(2> —2z+2) n oryza P = P, P,
rae je P, =(z+1)2+1u P, = (2 —1)2+ 1, nyne nommroma P cy +1 £1i.

Huje jemmocTaBHO MPOU3BOJBAH MOIMHOM PACTABUTU Ia Ce IPOBEPH NA JIN UMa
myna. Ilomohy TpurosoMeTpujckor obIrKa KOMIIEKCHOT Opoja DOKa3yje ce Ia ako je
n opuposax 0poj, Taxa:

(a) monumom P(z) = 2™ 4+ a uMa n Hylda aKo je ¢ KOMIUIEKCAH OpOj pasimduT of
HYyJI€;

(6) cremena QymERUIEja z — 2™ TPECHWKABA KPYT MOJIYIPEUYHUKA I HA KPYT MOJLY-
opevHuKA 1",

NaTepecantHo je ma ce momohy (6) MOke NOKa3aTH OCHOBHU CTaB airebpe: CBakKW
HEKOHCTAHTAH MOJMHOM uMa 0ap jemuy Hyay (1 OTyAa MOJIMHOM CTEmeHa 7 > 1 mMma
n Hy&a) ¥ 4a jenHocTaBaH mpuMep y Tadku (a) miaycrpyje pasuuky usmely Peanme
aganu3de n KoMmmekcuHe amajm3e; HAMME, akKO je, Ha IPUMEDP, N TapaH IPUPOJAH OPOj
u a > 0, P npecaukasa uarepsaa [—r,r] Ha [a,a + R], a kpyr U, ca cpemumrem y
KOODJAMHATHOM 1O4YeTKy Ha kpyr B = B(a; R), rae je R = r™ > 0. Ilakue, ako ce P
pasMarpa kKao peansa (GyEknuja, P mvma mmrmMyMm @ > 0 y Taukm 0 u, cnenujanso, P
HEMa, PeaJHuX HyJa.

Haxmne, Ocuosuu cras aarebpe (KommiekcHa amainmsa) KOMILIETHDA TEOPHU]Y O
PEANHNM HyJIaMa MOJUHOMA. ¥ WIAHNWMA KOjU CIeNe MOjaBuie ce IPYTU BAKHU MPH-
Mepu y kojuMa KoMmmmekcHa amagm3a KoMIieTupa Teopujy Peanne anaimse.

Hoxkaz OcHOBHOr cTaBa ajredOpe KOju CIeAN HUje TPEy3eT M3 IUTepaType U Ha-

CTao je y TOKy BUIICTOIWIIEEr IpejaBama Kypca KoMmmrekcme amaimse!.

TEOPEMA 2. (Ocuosrm cras anrebpe) Axo je n nosumusan ueo 6poj u
P(z)=2"+an, 12" '+ + a1z + ao,

20€ cY ag, ..., An_1 KOMNAEKCHY Opojesu, mada P uma mawno n HYyaa y KOMNAEK-
CHOJ PaBHU.

Joxas. Pyruncku ce mokasyje ma |P| mocruse MUHAMYM y HEKOj TA4KU G; HEKA
je b = P(a). Horaxumo na je b= 0.

IIpernocraBuMo, cynpoTHO, na je b # 0. ITomohy npecamrasama b1 PoT,, rae
je T, tpancaamuja neduumcana ca 1,(z) = z + a, jeAHOCTABHO Ce mOKa3yje oa ce
nokas coau Ha cayuaj a = 0 m P(z) = 1+ Az™ + R(z), tae je A = |Ale'™ # 0,
m>1, R(z) =2"Q n Q rakas nomuaom na je Q(0) = 0.

Kako je Q(0) = 0, mocToju § TOBOBHO MAJO TAKO Ia je

_ 14

(34) QeI < &

3a |z <6

1Y nBocemectpasnom kypcy OcHoBHUM cTaB anrebpe obuuno ce mokasyje nomohy Ilpunruma
aprymenTa. Behuna cryneHaTa jeiHOCEMeCcTPAHOL Kypca HUje MOrJia Ja CKUMPa Uejy Koja BOIU Ka
HEKOM JI0Ka3y. IIprpoIHO je ImocTaB/beHo MUTakkhe: Ja JIX II0CTOjU eJieMeHTapHU qoka3? CMarTpamo aa
je oKa3 Koju ce IepIa:Ke eJIeMeHTapaH U Ja je, 6ap ca IleJarollKe TadKe [JIeAUIITa, MHTePeCAHTaH.
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Hexka je z = re'? u p(z) = Az™. Tanma je, ma ocrosy (30),

p(z) = Az™ = |Aler™e™? = |A|rmelletme),

Heka je, ma mpumep, a+me = 7, 1j. ¢ = o = ; Taa P IPeCcINKaBa MOIyIPaBy

Agy ={pcispo:p>0}maR_=A;={2:2 <0} uoryza upso crean

(35) |P(2)] < |1 — |A|rm| +7r™Q(2)] 3a z €Ay
1
a 3atuM u3 (34) u (35), ako ce jom TOAATHO TPETHOCTABU na je 6™ < m, nobumja ce
A A
|P(z)| <1—|A]r™ +rm% =1- ’I“m% 3a |z] <6

m oryma |P(z)| <1 3a z € (0,6e'°], mTo je KORTPAAMKINMja Ca TPETHOCTABKOM.

Hakne, P(z;) = 0 3a HEKO 21 U CTOra, HA OCHOBY eJeMeHTapHe aiarebpe, 10cTOju
noauaoMm P; crenena n—1 tako ga P(z) = (2 —21) Py (z). Uenyknujom no n gorasyje
ce Teopema. m

Homsymumo ma ce y cymTuru Ha OCHOBY dopmyrne (30) z™ = (rcisp)™ =
™ cismy mnokasyje ma p mpecamkasa moxympaBy A, = {psingg : p > 0} Ha
R.=A; = {2 :2 < 0}, mro jow jesanuyT mokasyje BaKHOCT [€OMETPH]jCKe

HHETEpIpeTanuje KOMIUIEKCHOT OPoja M CBOjCTaBa KOja OTYAAa OIPOMCTHYIY; HA MPUMED,
ocroBaEX dopmyna (27), (29) u (30). ¥ V2 mpenuaxe ce Moau(puUKanUja IPETXOLHOT
JIOKa3a.

Passujajyhu name unejy mokasa oe Teopeme, Moxe ce mokaszaru [[pumanmnm max-
min 3a xoxomoppue Qpyurnuje (8. V3) m npyre xmace QyHRIHja U DOTIYHO ONKCATH
BUX0BO JOKAJHO IOHAMAKhe (O TPajeKTopujaMa Koje ce OJHOCe Ha XOIOMOp(He (yHK-
uuje Bugeru [St]).

Jla/ba cBOjCTBA MOJMHOMA W KOPEHA W Be3e ca APYruM O0JacTuMa, YKHBY4Iyjyhm
eJIeMEHTAPHY TeOMeTDHjy, MOry OuTH mpeaMer moceGHOT wiaHka (BumeTu HOp. [Ah],
[Mu], [Je-Ma]). OBze HaBomuMO caMo Heke pesyarare V1-7.

V1. Hexka je mommmoM p medummcar ca p(z) = Az™, rae je A = |Ale’™ # 0
KoMmIekcan 6poj m m npupojar 6poj. dokazatu ma ce ckyn p~ L(R_) cactojum og m
MOJIYIPABUX Ca MOYETKOM y KOODIUHATHOM IOYETKY.

V2. Hoxra3aru:

(a) mommEOM p, meduEncar y V1, mpecimkasa KpyT ca CPeJEIITEM Y KOODIWHA-
THOM TOYETKY Ha KPYT Ca CPENUNITEM y KOODAMHATHOM IOYETKY;

(6) mompasymesajyhiu ma Baske o3Hake M3 NOKa3a TeopeMe 1, MOKa3aTh Aa MOCTOjUI
zp Tako ma je wy = p(zp) < 0 m |R(20)| < |wo| < 1;

() momoliy (6) u3BecTu anrepHATHBHU NOKa3 Teopeme 1.

Joxasz. Kako R/p texu Hynu kaga z Texu HyJIH, IOCTOjI Wylba Okonuua B' =
{z:0<|z| <r},r >0, raake 0, raxo ma je |R| < |p| ma B’. Otyza, c 063upom a p
npecaukaBa B’ Ha mynsy okosmay Tauke 0, crexu (6). Ha ocroBy (6) u HejegakocTn
Tpoyriaa, cremu mpso |P(z)] < |1 — |wol| + |R(20)] = 1 — |wo| + |R(20)|, u orxa
|P(20)| < 1, mTO je KOHTpAIMKNHja ca IPETIOCTABKAMAa. M
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V3. Ha canuan Hauwe Kao y DOKa3y TeopeMe nokazatu Jlemy max-min (u oTyma
[Ipuanun max-min) 3a xomoMopdue QyHrnuje.

V4. Jlokaszaru Lucas-oBy Teopemy: ako cBe Hynie mojmHoMa P npumamajy mouy-
paBHW, Taga CBe HyJe m3Boga P’ mpumamajy mcToj moJaypaBHM.

V5. Iloka3arn na HajMambW KOHBEKCAH IOJUTOH KOJU CAAPKA Hyle moamEoMa P,
caIp¥M U HyJe m3soma P’

Ila nu ce oBaj pesynrar Moxke mokazaru momohy I[lpmmanmma aprymenta m yo-
nmruty nomohy Teopeme o munekcy poramuje?

V6. (a) Heka je s,(z) = Y. z*. Hokazaru
k=0

1—=2)sp(2)=(1—-2)1+2z+22+---+2") =1-— 2",

. 12
(6) Iokasaru ma je 1 — e = —2je 2 sin % Toxazaru na u3 (a) u (6) cuean
, 1 — (e?)ntL i sin (2ELp
() sn(e') = 71(_ 620 =e 2 7( 26 ) u OTyza
sin 2

V)

1 sin(2He
(r) 1+cos€+cos20+~--+cosn0:—+M

,0<0 < 2m.
2 2sing

V7. Heka je z = re’¥° # 0 mar y momaproj ¢popmu u n npupogar 0poj. Ilomo-
BEMO Ja je {/Z CKyI pemema jegHadmie w” = z O W, Tj. CKyI

; . 2w
{2z =re® :k=0,1,....n—1}, rmeje ¢r= @+k—.
n n
n—1
Hokazaru ga je Y. zp = 0.
0
n—1 . n—1
IIpeu doxas. Heka je s = Y zp; Tama je €¥0s = Y €¥0z, = suoryma s = 0.
0 0

27 -
Lpyeu dokasz. Hera je qo = 29, ¢ = - I g = e tama je 2, = 20¢" u oTyma

n—1 1—qg"
s= > z0¢" =q
0 1-
[Ipemnaxkemo 3a BexOy, ma mpumep, 1.21, 1.28, 1.30, 1.31, 1.36, 1.37, 1.40, 1.41,
1.43,1.47, 1.50, 1.51, 1.52 [Je-Ma).

. Kako je " =e?>™" =1, crequ s =0. m
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