
NASTAVA RAQUNARSTVA

Milan Qabarkapa

REKURZIVNE FUNKCIJE

Jedna od najte�ih oblasti za razumeva�e u programira�u je rekurzija�
Skoro svaka k�iga iz programira�a se dotiqe rekurzija� ali najqex�e ilu�
strova�em rekurzije na primeru izraqunava�a faktorijela i bez dub�eg poni�
ra�a u mehanizam �enog funkcionisa�a� Nije sluqajno da je Bjorn Stroutstrap�
tvorac C���a� naxao za potrebno da� u k�izi u kojoj izla�e ovaj danas najras�
prostra�eniji programski jezik u svetu profesionalnog programira�a� citira
nepoznatog autora koji ka�e� ��Iteracija je �udska� rekurzija je bo�anska	�

Rekurzija je naqin organizacije procesa raquna�a� u kome se funkcija u
toku izvrxava�a �enih operatora obra�a sama sebi� direktno ili indirekt�
no� Rekurzija je mo�no sredstvo za kreira�e programa� kojim se ogroman broj
operacija mo�e zapisati kompaktnim programskim kodom� Xa�iva definicija
rekurzije bi se mogla dati kao enciklopedijsko tumaqe�e� Rekurzija je 
 vidi
pod rekurzija�

Iako rekurzivna forma organizacije algoritma obiqno daje kompaktniji
programski kod nego druga rexe�a nekog problema� ona troxi vixe memorije za
registrova�e podataka i vremena za organizaciju rekurzivnih poziva funkcije�

Analizirajmo prost primer direktne rekurzivne funkcije�

void main��
f
printf������
main���
printf������
g

Izvrxava�em prvog operatora funkcije main�� xtampa se znak� �� Drugim
operatorom funkcija main�� se obra�a samoj sebi� Znaqi� funkcija main�� se
izvrxava ponovo� pa se opet xtampa znak �� Teoretski� ove se akcije ponav�aju
beskonaqno i tre�i operator se nikada ne izvrxava� Program se prekida je�
dino ��nasilno	� pritiskom na Ctrl�Break ili isk�uqiva�em raqunara� Ovde
smo se suoqili sa jednim od bitnih pita�a pri realizaciji rekurzija� kada i
kako obezbediti izlaz iz rekurzije� Zato� ve� u prvoj fazi razmix�a�a pri
kreira�u rekurzivnog algoritma� treba 
 obezbediti izlaz iz rekurzije�

Sada �emo napisati funkciju koja ispisuje brojeve �� �� � � � � n prvo u inver�
znom� a zatim u direktnom poretku�
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�� Ispis prvih N prirodnih brojeva u inverznom pa direktnom poretku ��
void xxx�int n�

f
printf��	d�
n�� �� � ��
if �n��� xxx�n
��� �� � 
 rekurzivni pozivi se prekidaju za n����
printf��	d �
n�� �� � ��
g

�� Test funkcije ��
void main��

f
int n�
scanf��	d�
�n��
xxx�n��
g

Ovde mo�emo uoqiti da se rekurzivni pozivi prekidaju kada n dobije vre�
dnost 
� Prati�emo koje se akcije realizuju za razne vrednosti promen�ive n�

Ako je n � �� realizuje se poziv xxx��� u kome se izvrxavaju samo prvi i
tre�i operator� tako da se ispisuje





Obra�a�e xxx�n��� �operator �� se ne�e realizovati� jer uslov �n��� nije
zadovo�en� Dakle� za n � � nema rekurzivnog poziva�

Za n � � prvo se izvrxi operator 
 �ispis broja ��� a zatim� poxto je
�n��� realizuje ponovno obra�a�e funkciji 
 xxx���� ali sa drugim stvarnim
parametrom� Prema tome� izvrxava�e xxx��� se realizuje kao�

printf��	d�
n�� �� posto je n�� ispisuje se �
if �n��� xxx�n
��� �� poziva se xxx��� u kome se ispisuje ��

printf��	d�
n�� �� ispisuje �

i ispisuje se �

��

Svaki poziv funkcije� bez obzira da li je rekurzivna ili ne� znaqi da se
na stack�u kreira kopija vrednosti �enih formalnih parametara i lokalnih
promen�ivih� a zatim se uprav�a�e predaje prvom izvrxivom operatoru funk�
cije� Xta je stack� To je memorijski segment za privremeno quva�e podataka
koji radi po LIFO �Last In First Out� principu� To znaqi da se podatak koji je
posled�i postav�en u stack prvi uzima iz stack�a�

Prema tome� podatak koji se prvi upisuje u stack bi�e na �egovom dnu� a
podatak koji se upisuje posled�i� bi�e na vrhu stack�a� Nad stack�om se prime�
�uju dve operacije� 	push
 
 postavi u stack� i 	pop
 
 uzmi iz stack�a� Kada
se pozove funkcija� �eni formalni parametri i lokalne promen�ive se upisuju
u stack� a kada se zavrxi� ��skidaju	 se sa stack�a�

Promene na stack�u i redosled izvrxava�a operatora analizira�emo pra�
te�i izvrxava�e prethodne funkcije za n � �� tj� xxx���� Komentari na slici 

ukazuju na redosled izvrxava�a operatora� Iako poziv funkcije u rekurzivnoj
funkciji ne znaqi kreira�e u memoriji nove kopije funkcije� ve� samo �enih
parametara i lokalnih promen�ivih� na slici 
 radi oqiglednosti uz svaki
poziv funkcije re�i �emo da se kreira primerak funkcije �samo fiktivno� radi
lakxe analize� i kopija �enih parametara i lokalnih promen�ivih�
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Slika �

Prvim pozivom funkcije sa xxx���	 realizuju se slede�e akcije�

� kreira�e prvog primerka funkcije i kopira�e vrednosti formalnog para�
metra �n � �� na stack�

� ispis vrednosti n ����

� poziv� poxto je n � �� funkcije xxx����

Drugim pozivom funkcije xxx���	 realizuju se slede�e akcije�

� kreira�e drugog primerka funkcije i kopira�e vrednosti formalnog para�
metra �n � �� na stack�

� ispis vrednosti n ����

� poziv� poxto je n � �� funkcije xxx����

Tre�im pozivom funkcije xxx���	 realizuju se slede�e akcije�
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� kreira�e primerka funkcije i kopira�e vrednosti formalnog parametra
�n � �� na stack�

� ispis vrednosti n �
�� po prvom printf�� operatoru�

� ispis vrednosti n �
�� po drugom printf�� operatoru�

� napuxta�e tre�eg primerka funkcije i skida�e �enih parametara i lo�
kalnih promen�ivih sa stack�a �ovim se gubi svaki trag o parametrima i
lokalnim promen�ivim tre�eg primerka funkcije��

Izlazom iz tre�eg primerka funkcije i povratkom na operator iza opera�
tora poziva 
 printf��� u drugom primerku funkcije realizuje se�

� ispis teku�e vrednosti formalnog parametra n ����

� napuxta�e drugog primerka funkcije i skida�e �enih parametara i lokal�
nih promen�ivih sa stack�a �zatam�eni podatak na slici postaje nedostu�
pan��

� � � �

Ovaj postupak se analogno ponav�a do povratka na operator koji se nalazi
iza operatora prvog poziva rekurzivne funkcije�

Svaki pa��iv qitalac �e rekurzivno rexava�e ovakvog i sliqnih proble�
ma smatrati nepotrebnim komplikova�em neqega xto se lako rexava bez rekur�
zije� A takav je i u k�igama ve� klasiqan primer za ilustrova�e rekurzije

 izraqunava�e faktorijela� Svrha ovakvih rexe�a �a bi�e ih jox� je da se
na jednostavnim primerima qitalac navikne na rekurzivni naqin razmix�a�a�
tako da mu priroda i naqin funkcionisa�a rekurzije ne predstav�aju smet�u
u ovladava�u slo�enijim algoritmima �kombinatorni� backtracking� itd�� i
strukturama �binarna stabla� koji su po svojoj prirodi rekurzivni i koji se
texko rexavaju drugim putem�

Slede�i problem se texko rexava nerekurzivno� s obzirom da du�ina niza
znakova koji se uqitavaju nije unapred poznata�

Primer �� Neka se sa ulaza uqitava niz znakova qija du�ina nije unapred
poznata� a obele�je kraja niza je� �� Napisati funkciju koja obezbe�uje ispis
niza u inverznom poretku� Na primer� ako su ulazni podaci

abcde�

raqunar treba da ispixe

�edcba

Napisa�emo program sa rekurzivnom funkcijom inverz���
�include �stdio�h�
void main��

f
void inverz���
inverz���
g

void inverz��
f
char x�
if ��x�getchar��������� inverz���
putchar�x��
g
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Rekurzivna funkcija inverz�� poziva samu sebe dok se ne uqita 
�
� Nakon
toga se� pozivom putchar��� ispisuju uqitani znaci ali u obrnutom poretku�
Posle svakog ispisa izlazi se iz teku�e funkcije i kontrola predaje funkciji iz
koje je bio poziv 
 neposredno iza operatora kojim je pozvana funkcija� Funkcija
inverz�� nema parametara� Broj obra�a�a funkciji zavisi od du�ine niza i
kapaciteta stack�a� Analizira�emo neke sluqajeve�

Ako se niz sastoji iz jednog znaka i to� � �ne treba zaboraviti i taj sluqaj��

� prvi operator funkcije proqita vrednost i dodeli x�

� izvrxava�em if se ne poziva funkcija� jer je x jednako ��
� ve� se prelazi
na operator putchar�x� kojim se ispisuje� ��

� prekida se izvrxava�e funkcije�

Ako se niz sastoji iz dva znaka �prvi razliqit od znaka� �� a drugi �emu
jednak�� to se prvo promen�ivoj x dode�uje vrednost razliqita od� �� Uslov je
zadovo�en� pa se ponovo izvrxava funkcija inverz��� U drugom primerku funk�
cije se proqita slede�i znak� i dodeli promen�ivoj x� Poxto je to� �� tre�im
operatorom se ispisuje taj znak �dakle ispisuje se� ��� U toku procesa raquna�
�a realizuje se povratak u prvi primerak funkcije� gde se izvrxava operator
putchar�x� 
 tj� xtampa vrednost prvog podatka� koji je dode�en promen�ivoj x
uoqi obra�a�a drugom primerku funkcije�

Nije texko primetiti da nizu od n znakova odgovara n primeraka funk�
cije inverz��� Poxto je operator putchar��	 iza operatora obra�a�a istoj
funkciji� obezbe�uje se ispis ulaznih podataka u inverznom poretku�

Primer �� Napisati rekurzivnu funkciju za izraqunava�e sume prvih n

prirodnih brojeva� � � � � � � � � �� n�

Problem �emo definisati rekurzivno� Ako
sumu prvih n prirodnih brojeva oznaqimo sa sn�
onda je s� � �� si � i� si���

Ovu rekurentnu vezu mo�emo proveriti za
konkretnu vrednost� na primer ��

s� � � � s� � � � � � s� � � � � � � � s�

� � � �� �� � � s� � � � � � � � � � � � ���

Na osnovu rekurzivne definicije nije texko sa�
staviti funkciju koja rexava problem�

int suma�int n�
f
if �n����

return ��
else return n�suma�n
���
g

Sl� �

Tok izvrxava�a funkcije pri pozivu suma��� ilustruje slika ��

Primer �� Napisati rekurzivnu funkciju za izraqunava�e faktorijela
broja n�
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Iz formule�

n� �

�
�� ako je n � ��

�n� ��� � n� ako je n � ��

dobija se rekurentna formula za raquna�e faktorijela�

fakt�n� �

�
�� ako je n � ��

n � fakt�n� ��� ako je n � ��

Sada se lako opisuje odgovaraju�a funkcija fakt���
long fakt�int n�

f
if �n����
return �n�fakt�n
����

else return ��long����
g

Primer �� Soliter od n spratova treba da se kreqi pod slede�im uslo�
vima�

� svaki sprat se kreqi ili belo� ili plavo�

� ne smeju biti � plava sprata jedan iznad drugog�

Na koliko naqina se mo�e okreqiti jedna n�tospratnica�

Neka je kn broj razliqitih kreqe�a n�tospratnice pod datim uslovima�
Tada je kn jednak zbiru� broja kreqe�a u kojim je prvi sprat beo 
 bn� i broja
kreqe�a u kojim je prvi sprat plav 
 pn� To znaqi� kn � bn � pn� Boje iznad
belog prvog sprata mogu biti bela ili plava� pa je bn � bn�� � pn�� � kn���
Iznad plavog sprata mo�e biti samo beo sprat� pa je pn � bn�� � kn��� Dakle�

kn � bn � pn � �bn�� � pn��� � bn�� � kn�� � kn��� k� � �� k� � �� n � ��

Sada je lako napisati odgovaraju�u rekurzivnu funkciju�
int k�int n�

f
if �n���� return ��
if �n���� return ��
return k�n
���k�n
���
g

Rekurzija je mo�no sredstvo za rexava�e mnogih zadataka� ali je treba ko�
ristiti vrlo obazrivo� Ima li smisla da se koristi za izraqunava�e sume
ili faktorijela kao u prethodnim primerima� Sigurno ne� jer su iterativna
rexe�a u ovakvim sluqajevima nesum�ivo mnogo prostija� efikasnija i� xto je
najva�nije� prirodnija� Treba imati na umu da u rekurzivnim rexe�ima svaki
poziv funkcije znaqi odvaja�e na stack�u prostora za parametre i lokalne pro�
men�ive� pa se takvim rexe�ima troxi vixe memorije i usporava izvrxava�e
programa� Prema tome� rekurzivnu funkciju za izraqunava�e sume ili fakto�
rijela treba posmatrati samo kao ilustraciju rekurzivne tehnike na prostim i
oqiglednim primerima� Kada treba primeniti rekurziju� Samo kada je priroda
problema rekurzivna tako da se texko transformixe u iterativni ekvivalent
ili kada je efikasnost rekurzivnog rexe�a zadovo�avaju�a� Ako mislite da je
rekurzija komplikova�e jednostavnih rexe�a probajte da rexite nerekurzivno
slede�i problem�
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Primer �� ��Hanojska kula	� Na ploqi se nalaze tri stuba� Na levom stubu
se nalazi n diskova qiji polupreqnici opadaju idu�i ka vrhu stuba� Napisati
program kojim se ispisuju koraci potrebni da se diskovi sa levog stuba prebace
na desni tako da se u jednom koraku mo�e prebaciti samo jedan disk� Zabra�eno
je staviti ve�i disk preko ma�eg� �Ovo je igra koju su igrali bramanski sve�
xtenici sa �� zlatna diska veruju�i da kada se igra zavrxi to �e biti i kraj
sveta��

Sl� �

Stubove mo�emo numerisati sa 
� �� � kao na slici ��

Trivijalan sluqaj za n � � se rexava prebaciva�em diska sa stuba 
 na
stub ��

Ako treba prebaciti �� diska sa stuba 
 na stub �� problem se razbija na
tri potproblema�

prebaci���� �� ���

���
��

prebaci���� �� ��

prebaci disk sa � na �

prebaci���� �� ��

gde se drugi �prebaci disk sa 
 na �� rexava jednostavno� a prvi i tre�i su
iste prirode kao polazni 
 samo je broj diskova za jedan ma�i i razlikuju se
stubovi sa kojih i na koje se vrxi prebaciva�e� Dakle� ovde se rekurzija name�e
kao prirodno rexe�e� pa nastav�aju�i istim postupkom rexava�e dobijenih
potproblema broj diskova se sma�uje do trivijalnog sluqaja� Rexivxi ga� a
zatim se vra�aju�i u taqke poziva rexavaju se potproblemi od prostijih �sa
ma�im brojem diskova� ka slo�enijim�

Za konstruisa�e opxteg algoritma potrebno je ukazati na stub koji se ko�
risti kao pomo�ni�

prebaci�n� sa� na� pom� �

���
��

prebaci�n� �� sa� pom� na�

sa� na

prebaci�n� �� pom� na� sa�

Na osnovu ove rekurzivne definicije mo�e se sastaviti odgovaraju�a funk�
cija�
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�include �stdio�h�
void prebaci�int n
int sa
int na
int pom� �� Hanojska kula ��

f
if �n��� �� ili �n� ��
f
prebaci�n
�
sa
pom
na��
printf��	d 
� 	dn n�
sa
na��
prebaci�n
�
pom
na
sa��
g

g
void main��

f
int broj diskova�
printf��Unesi broj diskova����scanf��	d�
�broj diskova��
prebaci�broj diskova
�
�
���
g

Induktivno se lako pokazuje da je broj koraka potreban da se prebaci n

diskova sa jednog stuba na drugi �n��� Prema tome� razloga za brigu nema� jer

 ako bismo pretpostavili da su bramanski svextenici� igraju�i sa �� zlatna
diska� u sta�u da u sekundi prebaci jedan disk sa stuba na stub 
 kraj sveta
nije tako blizu �u igri su milijarde godina��

Primer �� Sa tastature se uqitava formula �bez grexke� slede�eg oblika�
�formula����cifra����formula��znak��formula��
�znak������
��
�cifra�����������������������

Napisati program koji izraqunava vrednost uqitanog izraza� Na primer�


 �� 
� ��������� �� ����

Poxto je opis formule rekurzivne prirode� to se problem najjednostavnije
rexava korix�e�em rekurzivne funkcije koja prati navedeni sintaksni opis�

�include �stdio�h�
int f��

f
char c
op�
int x
y
s�
c�getchar���
if ������c �� c������ return �c
�����
�� c je otvorena zagrada
x�f���
op�getchar��� �� cita operacijski znak
y�f���
switch �op�
f
case ����s�x�y�break�
case �
��s�x
y�break�
case ����s�x�y�break�
g

c�getchar��� �� cita zatvorenu zagradu
return �s��
g

void main��
f
printf��	d�
f����
g
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Primer �� Pick�up�stones �uzmi kamenqi��� Na gomili se nalazi n kamen�
qi�a� Igraq koji je na potezu sa gomile uzima 
� � ili � kamenqi�a� Pobednik
je igraq koji posled�i odigra� tj� pokupi preostale kamenqi�e�

a� Napisati funkciju f�i� koja na osnovu i 
 trenutni broj kamenqi�a�
vra�a�

� 
 ako je pozicija gubitniqka�

k 
 ako je pozicija dobitniqka� gde je k broj kamenqi�a koje igraq u dobi�
tniqkoj poziciji treba da uzme da bi protivnika doveo u gubitniqku poziciju�

Pozicija je gubitniqka za igraqa koji je na potezu� ako vixe nema kamen�
qi�a� ili xta god da odigra poziciju prevodi u dobitniqku za igraqa koji treba
da odigra slede�i potez�

Pozicija je dobitniqka za igraqa koji je na potezu� ako je mogu�e da uzi�
ma�em odre�enog broja kamenqi�a poziciju prevede u gubitniqku za igraqa koji
treba da odigra slede�i potez�

b� Napisati program koji simulira igru qoveka protiv raqunara� daju�i
prednost qoveku time xto mu omogu�ava da odigra prvi potez�

Rexe�e� a� Prema opisu uslova koji determinixu gubitniqku� odnosno do�
bitniqku poziciju mo�e se napisati rekurentna formula�

f�i� �

�����
����

�� i � ��

i� i � f�� �� �g�

k� ��k � f�� �� �g� f�i� k� � ��

�� �	k � f�� �� �g� f�i� k� 
� ��

po kojoj �emo kreirati tra�enu rekurzivnu funkciju�
int f�int i�
f
if �i���� return �� �� gubitnicka pozicija
if �i��� �� i��� �� i���� return i� �� dobitnicka pozicija
if �f�i
������ return �� �� dobitnicka pozicija
 treba uzeti �
if �f�i
������ return �� �� dobitnicka pozicija
 treba uzeti �
if �f�i
������ return �� �� dobitnicka pozicija
 treba uzeti �
�� nijedan od pokusaja dovodjenja na gubitnicku poziciju nije uspeo
return ��
g

b�
�include �iostream�h�
int f�int i�
f
Videti pod a�
g

void main��
f
int n
k
p�
cout �� �Unesi broj kamencica 

��� cin �� n�
do

f
cout �� �Na gomili je � �� n �� � kamencica
 koliko uzimas� ��
cin �� k�
n
�k�
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if �n����
cout �� �Bravo pobedio si ���

else
if �f�n�����
f�� gubitnicka pozicija za racunar
 pa uzima po �
 nadajuci se gresci igraca
cout �� �Od preostalih � �� n �� � uzimam ��� �� endl�
n

�
g

else
f�� dobitnicka pozicija za racunar
p�f�n�� ��uzimajuci p prevodi poziciju u gubitnicku za protivnika
cout �� �Od preostalih � �� n �� � uzimam � �� p �� endl�
n�n
p�
if �n���� cout �� �Zao mi je izgubio si�� �� endl�
g

g
while �n�����
g

OBAVEXTE�E

MINISTARSTVO PROSVETE I SPORTA REPUBLIKE SRBIJE

DRUXTVO MATEMATIQARA SRBIJE

REPUBLIQKI SEMINAR �����

o nastavi matematike i raqunarstva
u osnovnoj xkoli� u sred�im xkolama�
na vixim xkolama i na fakultetima

Obavextavamo vas da �e se Republiqki seminar ����� koji organizuju Mi�
nistarstvo prosvete i sporta Srbije i Druxtvo matematiqara Srbije odr�ati

�� i 
�� februara ����� godine na Elektronskom fakultetu u Nixu� Beogradska

�� i bi�e posve�en aktuelnim pita�ima nastave matematike i raqunarstva�

Seminar �e raditi u qetiri sekcije�

I sekcija 
 nastava matematike u starijim razredima osnovne xkole�

II sekcija 
 nastava matematike u sred�im xkolama�

III sekcija 
 nastava matematike na vixim xkolama i fakultetima�

IV sekcija 
 nastava raqunarstva�

Seminar poqi�e plenarnim sastankom �	��������� godine u �����
qasova u Velikoj sali Doma Vojske Jugoslavije u Nixu� Sin
eli�ev
trg�

U okviru plenarnog sastanka bi�e odr�an Okrugli sto na temu� Da li je
�� � � �� � �

Ministar prosvete i sporta Republike Srbije

prof� dr Gaxo Kne�evi�� s�r�

Predsednik Druxtva matematiqara Srbije

prof� dr Rade Doroslovaqki� s�r�


