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Bogdan Radakovi�

O KONSTRUKCIJI JEDNAKOKRAKOG TROUGLA
SA POLUPREQNIKOM UPISANOG KRUGA r = 1

Ova tema koja na prvi pogled izgleda jednostavno, razvila se na vrlo in-
teresantan naqin. Na predavaǌima iz Algebre 2, profesor �arko Mijajlovi�
postavio je slede�i problem:

Zadatak. Dokazati da se jednakokraki trougao qiji je krak b = 3 i polu-
preqnik upisanog kruga r = 1 ne mo�e konstruisati.

Detaǉan opis mog rexeǌa ovog zadatka bi�e iznet kasnije. Kada sam pro-
fesoru rekao da sam rexio zadatak, iznenadilo me je ǌegovo pitaǌe, da li takav
trougao uopxte i postoji?! Ispostavilo se, naravno, da takav trougao ne postoji,
pa kakvog smisla onda ima diskutovati o konstrukciji takvog trougla?!

Da bi ova tema bila razumǉivija xirem krugu qitalaca, uvex�u nekoliko
osnovnih pojmova o konstrukcijama leǌirom i xestarom, kao sto su konstruktiv-
ni realni brojevi i Pitagorejska ravan.

1. Konstrukcije leǌirom i xestarom

Neka je OA jediniqna du� u kompleksnoj ravni C odre�ena taqkama O(0, 0)
i A(0, 1). Taqka M(x, y) ∈ C je konstruktivna ako se mo�e dobiti elementarnim
konstrukcijama pomo�u leǌira i xestara u konaqno mnogo koraka polaze�i od
du�i OA. Preciznije, konstruktivne taqke, du�i, prave i kru�nice uvode se
slede�im aksiomama:

A1. Taqke O i A su konstruktivne.
A2. Ako su B i C konstruktivne taqke i B �= C, onda je prava (du�) odre�ena

taqkama B i C konstruktivna.
A3. Kru�nica koja ima konstruktivan centar i konstruktivan polupreqnik je

konstruktivna.
A4. Presek dve konstruktivne prave je konstruktivna taqka.
A5. Presek konstruktivne prave i konstruktivne kru�nice je konstruktivna

taqka.
A6. Preseci dve konstruktivne kru�nice su konstruktivne taqke.

Skup konstruktivnih taqaka P u C naziva se Pitagorejskom ravni. Ako
je M(x, y) ∈ P, tada se x, y nazivaju konstruktivnim realnim brojevima i skup
konstruktivnih realnih brojeva oznaqavamo sa KR. Da spomenem i da je Q ⊂ KR.
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Koristi�e nam i slede�e tvr�eǌe qiji dokaz ne�u dati s obzirom da se ono
standarno dokazuje u vixim kursevima algebre.

Tvr�eǌe. Neka p ∈ Q[x], deg p = k � 1 i p nesvodiv, tada ako je p(α) = 0
i k �= 2n gde n ∈ N0, onda α /∈ KR.

Napomena. 1) deg p jeste stepen polinoma p.
2) p je nesvodǉiv ako ne postoje q, r ∈ Q[x] tako da je deg q,deg r � 1 i

p = qr.

Primer 1. Ako je polinom p ∈ Z[x] tre�eg stepena oblika p(x) = x3 +
ax2 + bx + c svodǉiv u poǉu Q[x], te on ima celobrojnu nulu, tj. za neki α ∈ Z,
p(α) = 0, tada i α | c.

Dokaz. Ako je polinom tre�eg stepena svodǉiv, tada on mora imati faktor
prvog stepena, pa samim tim ima i bar jednu racionalnu nulu. Pretpostavimo
da je p(e/f) = 0, gde su e i f uzajamno prosti celi brojevi i f �= 0. Tada imamo
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+ c = 0,

odakle mno�eǌem sa f3 dobijamo e3 + ae2f + bef2 + cf3 = 0, a iz toga sledi da
f | e3, tj. f | 1, pa α = e/f ∈ Z. Na sliqan naqin dokazujemo da α | c.

Primer 2. 3
√

2 /∈ KR.

Dokaz. Neka je p(x) = x3 − 2. Tada je deg p = 3, p( 3
√

2) = 0 i p(x) je
nesvodǉiv (kada bi p(x) bio svodǉiv, tada bi prema prethodnom primeru postojao
α ∈ Z, tako da je α3 = 2, xto je nemogu�e), i poxto je 3 �= 2n gde n ∈ N0, imamo
da 3

√
2 /∈ KR.

2. Rexeǌe problema

Odredimo za koje vrednosti kraka b jednakokrakog trougla sa polupreqnikom
upisanog kruga r = 1 mo�emo konstruisati taj trougao.

Postavimo koordinatni sistem (slika 1) tako da osnovica BC = a pripada
x-osi a visina AA1 jednakokrakog trougla ABC (AB = AC = b) pripada nenega-
tivnom delu y-ose. Tada je centar koordinatnog sistema taqka A1, a koordinate
centra kruga k upisanog u taj trougao su O(0, 1).

Sl. 1 Sl. 2



O konstrukciji jednakokrakog trougla 33

Neka je M dodirna taqka kruga k i kraka AC. Tada je �AA1C ∼ �AMO
(∠AA1C = ∠AMO = 90◦, ∠CAA1 = ∠OAM), pa imamo da je

A1C

MO
=

CA

OA
>

AA1

OA
=

OA + OA1

OA
= 1 +

1
OA

> 1

(CA > AA1 jer je hipotenuza u pravouglom trouglu uvek ve�a od katete). Poxto
je MO = 1, imamo da je A1C > 1.

Za proizvoǉnu taqku x-ose C ′, tako da je A1C
′ > 1, trougao koji zadovoǉava

uslove zadatka dobijamo na slede�i naqin. Iz taqke C ′ povuqemo tangentu na
krug k koja se razlikuje od x-ose i u preseku te tangente sa y-osom dobijamo taqku
A′. Taqku B′ dobijamo kada taqku C ′ preslikamo simetriqno u odnosu na y-osu.
Na taj naqin dobijamo sve jednakokrake trouglove sa polupreqnikom upisanog
kruga r = 1 (slika 2).

Da vidimo xta se dexava kada taqku C pomeramo du� x-ose i to od taq-
ke (1, 0) pa do beskonaqnosti. Mo�emo intuitivno primetiti da �e onda krak
AC te�iti beskonaqnosti kada taqku C pribli�avamo taqki (1, 0) ili kada je
udaǉavamo u beskonaqnost (kasnije �e to biti i dokazano). Poxto je AC >
AA1 > 2, postavǉa se logiqno pitaǌe za koju vrednost du�ine A1C �e krak ima-
ti minimalnu vrednost. Odnosno za koju minimalnu vrednost kraka b taj trougao
uopxte i postoji.

Iz sliqnosti trouglova AA1C i AMO imamo

(1)
AC

A1C
=

AO

MO
,

a iz Pitagorine teoreme primeǌene na trougao AA1C dobijamo

(2) AA1 =
√

AC2 − A1C2.

Zamenom AC = b, A1C =
a

2
, iz (1) i (2) dobijamo

b

a/2
=

AA1 − OA1

1
= AA1 − 1 =

√
AC2 − A1C2 − 1 =

√
b2 − a2

4
− 1,

odnosno
2b

a
+ 1 =

√
b2 − a2

4
. Kvadriraǌem ove relacije i sre�ivaǌem dobijamo

(3) 4b2(4 − a2) + 16ab + 4a2 + a4 = 0.

Poxto je A1C > 1, imamo da je
a

2
> 1, odnosno a > 2, pa jednaqinu (3) u

kojoj uzimamo da nam je b nepoznata rexavamo pod uslovom da je a > 2, xto �e
nam olakxati rexavaǌe.

Rexeǌa kvadratne jednaqine (3) su

b1,2 =
−4a ± a3

2(4 − a2)
.
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Rexeǌe sa + otpada jer bi onda b =
−4a + a3

2(4 − a2)
= −a

2
, pa kako je a > 2 > 0, imali

bismo da je b < 0 xto je nemogu�e. Dakle, imamo

b =
−4a − a3

2(4 − a2)
=

a3 + 4a

2(a2 − 4)

i sada treba odrediti za koje a > 2, b ima minimalnu vrednost.

Posmatrajmo racionalnu funkciju f(x) =
x3 + 4x

2(x2 − 4)
za x > 2. Ispitivaǌem

ove funkcije nalazimo:

f ′(x) =
x4 − 16x2 − 16

2(x2 − 4)2
i f ′′(x) =

8x5 + 64x3 − 384x

(x2 − 4)4
.

Dakle, f ′(x) = 0 ⇐⇒ x4 − 16x2 − 16 = 0, pa su rexeǌa jednaqine f ′(x) = 0,
x2

1,2 = 8 ± 4
√

5. Poxto je x realno i x > 2, biramo samo rexeǌe x2
0 = 8 + 4

√
5,

odnosno x0 = 2
√

2 +
√

5. Dokazujemo da u taqki x0 funkcija f(x) za x > 2 ima
minimalnu vrednost. Kako je f ′(x0) = 0, f ′′(x0) = f ′′(2

√
2 +

√
5) ≈ 0,46 > 0, to

u taqki x0 funkcija ima lokalni minimum. Poxto je

lim
x→2+

x3 + 4x

2(x2 − 4)
= +∞ i lim

x→+∞
x3 + 4x

2(x2 − 4)
= +∞,

funkcija f(x) u taqki x0 = 2
√

2 +
√

5 dosti�e minimum za x > 2.
Dakle, minimalan krak b za koji uopxte postoji takav trougao je

b = f(2
√

2 +
√

5) =
x3

0 + 4x0

2(x2
0 − 4)

≈ 3,33.

Postavǉa se pitaǌe da li taj trougao, gde je a = 2
√

2 +
√

5, mo�e da se
konstruixe. Dovoǉno je dokazati da je a konstruktivan, jer kada a mo�e da
se konstruixe, onda mo�e i b. (Jer, ako mo�e a, onda mo�e i A1C = a/2, pa
mo�e i ceo trougao qiju smo konstrukciju ve� opisali, vidi sliku 2.) Mogu�e
je, i konstrukcija se izvodi na slede�i naqin. Konstruisa�emo realan broj
A1C = a/2 =

√
2 +

√
5. Prvo konstruixemo

√
5 na slede�i naqin (slika 3), kao

hipotenuzu pravouglog trougla sa katetama 1 i 2, jer je onda x =
√

22 + 12.

Sl. 3 Sl. 4
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Konstruixemo du� AB du�ine
√

5 + 3 i nad ǌom polukrug qiji je preqnik
bax ta du� (slika 4). Uoqimo taqku C koju tako�e mo�emo da konstruixemo
tako da je AC =

√
5 + 2 i BC = 1. Povuqemo normalu u taqki C na du� AB i

u preseku sa polukrugom dobijamo taqku D. Kako je trougao ABD pravougli i
CD je visina iz temena D na hipotenuzu AB, tada je DC2 = AC · CB (poznato
svojstvo pravouglog trougla). Otuda je CD =

√
AC · CB =

√√
5 + 2. Du�

A1C =
√

2 +
√

5 mo�e da se konstruixe, dakle mo�e i trougao.

Odredimo za koje b > b0 = f(2
√

2 +
√

5) ≈ 3,33 se trougao mo�e konstruisa-

ti. Poxto je b =
a3 + 4a

2(a2 − 4)
, ako je a konstruktivan realan broj (a > 2), onda je i

b konstruktivan. Dakle, B – skup svih svih b za koje je trougao konstruktivan –
je

B =
{

a3 + 4a

2(a2 − 4)

∣∣∣∣ a > 2, a ∈ KR

}
,

gde je KR skup svih konstruktivnih realnih brojeva. Da je proizvoǉan trougao

konstruktivan kada b ∈ B pokazujemo na slede�i naqin: poxto je b =
a3 + 4a

2(a2 − 4)
,

onda je a3 − 2ba2 + 4a + 8b = 0, tj. dobijamo jednaqinu koju mo�emo da reximo
pomo�u radikala, pa po samom izboru broja b jedno od tih rexeǌa je konstruk-
tivno a. Mo�e se pokazati da za proizvoǉno b ∈ B i b �= b0 uvek postoje dva
rexeǌa (xto je intuitivno jasno), dok za b = b0 postoji taqno jedno rexeǌe.
(Dokazuje se direktno analizom ove jednaqine tre�eg stepena.)

Dakle, trougao mo�e da se konstruise ako b ∈ B i minimalno b iz tog skupa
dobija se za a0 = 2

√
2 +

√
5, b0 ≈ 3,33.

Primer 3. Jednakokraki trougao qiji je krak b = 3 i polupreqnik upisanog
kruga r = 1 ne mo�e da se konstruixe.

Dokaz. Primenom prethodnog zadatka vidimo da takav trougao i ne postoji
pa samim tim ne mo�e da se konstruixe.

Moje prvo rexeǌe ovog zadatka:
Zadatak sam rexavao sliqno kao i ceo ovaj problem pa sam zakǉuqio da va�i

a3 − 2ba2 + 4a + 8b = 0, tj. u ovom sluqaju a3 − 6a2 + 4a + 24 = 0. Poxto je ovaj
polinom nesvodǉiv (jednostavno se proverava primenom primera 1) i stepen ovog
polinoma je 3 �= 2n za n ∈ N0 (pogledati tvr�eǌe), zakǉuqio sam da nijedan
koren ove jednaqine tre�eg stepena nije konstruktivan realan broj, pa samim
tim taj trougao ne mo�emo konstruisati jer bismo onda mogli da konstruixemo
i osnovicu a koja je nekonstruktivna, kontradikcija! I sve bi ovo bilo taqno
da takav trougao postoji. Interesantno je napomenuti da studenti svake godine
na kursu iz Algebre 2 kod profesora �. Mijajlovi�a naprave istu grexku.

Primer 4. Jednakokraki trougao qiji je krak b = 5 i polupreqnik upisanog
kruga r = 1 ne mo�e da se konstruixe.

Dokaz. Primenom prethodne analize imamo a3 − 2ba2 + 4a + 8b = 0, tj.
a3 − 10a2 + 4a + 40 = 0. Nije texko dokazati da je ovaj polinom nesvodǉiv
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nad Q. Analizom kao u prethodnom primeru zakǉuqujemo da je takav trougao
nemogu�e konstruisati (5 > 3,33 pa takav trougao postoji).

Zanimǉivo je razmotriti slede�i problem.

Primer 5. Odrediti za koje b ∈ N je mogu�e konstruisati taj trougao.

Rexeǌe. Pretpostavimo da je za neko b ∈ N mogu�e konstruisati trougao.
Tada primenom ve� dokazanog imamo da va�i a3−2ba2+4a+8b = 0, i imamo da je
taj polinom svodǉiv (jer kada ne bi bio svodǉiv, primenom prethodnog primera
vidimo da bi onda taj trougao bio nekonstruktivan), pa primenom primera 1
zakǉuqujemo da postoji α ∈ Z tako da α | 8b i α3 − 2bα2 + 4α + 8b = 0. Daǉe,
poxto su svi sabirci celi brojevi, imamo da 2 | α3 tj. 2 | α, pa je za neko c ∈ Z,
α = 2c, pa zamenom i skra�ivaǌem dobijamo c3−bc2+c+b = 0. Daǉe zakǉuqujemo
da c | b, pa ako je b = cd, zamenom i skra�ivaǌem dobijamo c2 − c2d + d + 1 = 0
odnosno c2(d − 1) = d + 1. Kako je NZD(d + 1, d − 1) = 1 ili 2 i d − 1 | d + 1,
onda je d − 1 jednako ±1 ili ±2, pa imamo slede�e sluqajeve:

1) d − 1 = −1 odakle je d = 0 pa i b = 0 a to je nemogu�e.

2) d − 1 = −2 odakle je d = −1 pa
c = 0 i b = 0 a to je nemogu�e.

3) d− 1 = 1 odakle je d = 2 i c2 = 3
pa c nije ceo broj a to je kontradikcija.

4) d− 1 = 2 odakle je d = 3 i c2 = 2
pa c nije ceo broj a to je kontradikcija.

Ovim smo dokazali da ne postoji
prirodan broj b (du�ina kraka) tako da
trougao bude konstruktivan, mada za b �
4, kako smo videli, takav trougao posto-
ji!Sl. 5

Na kraju samo da spomenem da je ovaj problem specijalan sluqaj slede�eg
daleko opxtijeg problema.

Problem. Ako su date dve prave i krug u ravni i du� fiksne du�ine d,
konstruisati du� te du�ine tako da joj jedan kraj pripada jednoj pravoj, drugi
drugoj pravoj i da dodiruje dati krug.
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