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NEJEDNAKOST QEBIXEVA I ǋENA PRIMJENA

U ovom radu �emo dati dva dokaza poznate nejednakosti Qebixeva1 i ne-
koliko interesantnih primjena te nejednakosti. Nejednakost Qebixeva glasi:

Neka su nizovi (n-torke) a1, a2, . . . , an i b1, b2, . . . , bn monotoni u istom
smislu, tj. a1 � a2 � · · · � an i b1 � b2 � · · · � bn ili a1 � a2 � · · · � an i
b1 � b2 � · · · � bn, (ai, bi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n). Tada vrijedi

(1)
n∑

i=1

aibi � 1
n

( n∑
i=1

ai

)( n∑
i=1

bi

)
.

Ako su nizovi (n-torke) a1, a2, . . . , an i b1, b2, . . . , bn monotoni u suprotnom
smislu, tj. a1 � a2 � · · · � an i b1 � b2 � · · · � bn ili a1 � a2 � · · · � an i
b1 � b2 � · · · � bn, (ai, bi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n), tada vrijedi

(2)
n∑

i=1

aibi � 1
n

( n∑
i=1

ai

)( n∑
i=1

bi

)
.

Jednakost u (1) i (2) vrijedi onda i samo onda ako je a1 = a2 = · · · = an ili
b1 = b2 = · · · = bn.

Da�emo dva dokaza nejednakosti (1) jer se nejednakost (2) dokazuje na potpuno
analogan naqin. Evo tih dokaza.

Dokaz 1. Neka su nizovi {ai}n
i=1 i {bi}n

i=1 monotoni u istom smislu. Tada
vrijedi

n∑
i=1

aibi � 1
n

( n∑
i=1

ai

)( n∑
i=1

bi

)

⇐⇒ n
n∑

i=1

aibi −
( n∑

i=1

ai

)( n∑
i=1

bi

)
� 0

⇐⇒ (n − 1)
n∑

i=1

aibi −
∑
i�=j

aibi � 0

1 P. L. Qebyxev (1821--1894), ruski matematiqar
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⇐⇒
∑
i�=j

ai(bi − bj) � 0

⇐⇒ 2
∑
i�=j

ai(bi − bj) =
∑
i�=j

(ai − aj)(bi − bj) � 0,

a ovo je taqno za nizove monotone u istom smislu, a jednakost vrijedi samo onda
ako su svi sabirci jednaki nuli, tj. onda i samo onda ako je a1 = a2 = · · · =
an ili b1 = b2 = · · · = bn. Naravno, ista argumentacija vrijedi kod dokaza
nejednakosti (2).

Dokaz 2. Ovdje �emo koristiti princip matematiqke indukcije. Neka su
nizovi {ai}n

i=1 i {bi}n
i=1 monotoni u istom smislu.

Za n = 1 dobijamo iz (1):

a1b1 � 1
1
a1b1,

xto je oqigledno taqno.
Neka je nejednakost (1) taqna za neko n � 1, tj. vrijedi

n∑
i=1

aibi � 1
n

( n∑
i=1

ai

)( n∑
i=1

bi

)
.

Doka�imo da tada (1) vrijedi i za n + 1, tj. da vrijedi
n+1∑
i=1

aibi � 1
n + 1

(n+1∑
i=1

ai

)(n+1∑
i=1

bi

)
.

Kratko�e pisaǌa radi, stavimo da je A =
n∑

i=1

ai i B =
n∑

i=1

bi. Na osnovu pretpo-
stavke indukcije slijedi

(3)
n+1∑
i=1

aibi =
n∑

i=1

aibi + an+1bn+1 � 1
n

AB + an+1bn+1.

Preostaje nam da doka�emo da je

(4)
1
n

AB + an+1bn+1 � 1
n + 1

(A + an+1)(B + bn+1).

Nejednakost (4) je ekvivalentna, redom, slede�im nejednakostima:

(n + 1)AB + n(n + 1)an+1bn+1 � n(AB + Abn+1 + Ban+1 + an+1bn+1),

AB + n2an+1bn+1 � nAbn+1 + nBan+1,

(A − nan+1)(B − nbn+1) � 0.(5)

U sluqaju kada je a1 � a2 � · · · � an+1 i b1 � b2 � · · · � bn+1 vrijedi

A =
n∑

i=1

ai � nan+1, te (A − nan+1) � 0, i analogno, B =
n∑

i=1

bi � nbn+1, te

(B − nbn+1) � 0. Sada je

(A − nan+1)(B − nbn+1) � 0,

xto znaqi da je (5) taqno, pa je taqno i (4).
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Iz (3) i (4) dobijamo da je
n+1∑
i=1

aibi � 1
n + 1

(n+1∑
i=1

ai

)(n+1∑
i=1

bi

)
,

xto je i trebalo dokazati. Dakle, (1) je taqno za sve n ∈ N.
U sluqaju kada je a1 � a2 � · · · � an+1 i b1 � b2 � · · · � bn+1 dobijamo

analogno
(A − nan+1) � 0 i (B − nbn+1) � 0,

te (A − nan+1)(B − nbn+1) � 0, pa sliqno kao u prethodnom sluqaju slijedi
zakǉuqak.

Jednakost vrijedi oqigledno kada je jedna od gorǌih zagrada jednaka nuli,
tj. kada je a1 = a2 = · · · = an ili b1 = b2 = · · · = bn.

Na potpuno analogan anqin se dokazuje nejednakost (2) kada su nizovi mono-
toni u suprotnom smislu.

Napomena. Dokazuje se da vrijede nejednakosti

a1bn + a2bn−1 + · · · + anb1

n
� a1 + a2 + · · · + an

n
· b1 + b2 + · · · + bn

n

u sluqaju kada su nizovi {ai}n
i=1 i {bi}n

i=1 monotoni u istom smislu, te

a1bn + a2bn−1 + · · · + anb1

n
� a1 + a2 + · · · + an

n
· b1 + b2 + · · · + bn

n

u sluqaju kada su nizovi {ai}n
i=1 i {bi}n

i=1 monotoni u suprotnom smislu.
Sada �emo dati nekoliko primjera nejednakosti koje se dokazuju primjenom

nejednakosti Qebixeva.

Primjer 1. Neka su α, β, γ uglovi trougla (mjereni u radijanima); a, b, c
du�ine ǌegovih stranica. Tada vrijede nejednakosti:

1
α

+
1
β

+
1
γ

� 9
π

,(6)

∑ b + c − a

α
� 6s

π
,

(
s =

a + b + c

2

)
,(7)

∑ b + c − a

aα
� 9

π
.(8)

Dokaz. Za dokaz �emo koristiti nejednakost Qebixeva. Ako je x1 � x2 �
x3 > 0 i 0 � y1 � y2 � y3, tj.

1
y1

� 1
y2

� 1
y3

> 0, onda zbog (1) vrijedi

(9)
x1

y1
+

x2

y2
+

x3

y3
� 1

3
(x1 + x2 + x3)

(
1
y1

+
1
y2

+
1
y3

)
.

Koriste�i nejednakost izme�u aritmetiqke i harmonijske sredine za pozitivne
brojeve y1, y2, y3, dobijamo

(10)
1
y1

+
1
y2

+
1
y3

� 9
y1 + y2 + y3

.
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Sada iz (9) i (10) dobijamo

(11)
x1

y1
+

x2

y2
+

x3

y3
� 3

(
x1 + x2 + x3

y1 + y2 + y3

)
.

Doka�imo sada (6). Stavǉaju�i u (11) da je x1 = x2 = x3 = 1 i y1 = α, y2 = β,
y3 = γ (0 < α � β � γ), dobijamo (zbog α + β + γ = π):

1
α

+
1
β

+
1
γ

� 9
π

.

Doka�imo (7). Stavǉaju�i u (11) da je x1 = b + c − a, x2 = c + a − b,
x3 = a + b − c, te y1 = α, y2 = β, y3 = γ, uz pretpostavku da je 0 < a � b � c te

0 < α � β � γ (tada je b + c − a � c + a − b � a + b − c > 0 i
1
α

� 1
β

� 1
γ

> 0),
dobijamo tra�enu nejednakost∑ b + c − a

α
� 3 · 2s

α + β + γ
=

6s

π
.

Na kraju doka�imo i (8). Stavǉaju�i u (11) da je x1 =
b + c − a

a
, x2 =

c + a − b

b
, x3 =

a + b − c

c
, (zbog 0 < a � b � c je x1 � x2 � x3 > 0, te y1 = α,

ya = β, y3 = γ, 0 < α � β � γ), dobijamo
∑ b + c − a

aα
� 3

π

(
b + c − a

a
+

c + a − b

b
+

a + b − c

c

)
,

odnosno ∑ b + c − a

aα
� 3

π

[(
a

b
+

b

a

)
+

(a

c
+

c

a

)
+

(
b

c
+

c

b

)
− 3

]
.

Kako je
x

y
+

y

x
� 2 za x, y > 0, nejednakost (8) je taqna.

Jednakost u nejednakostima (6), (7) i (8) vrijedi samo u sluqaju kada je u
pitaǌu jednakostraniqni trougao.

Primjer 2. Dokazati da vrijedi nejednakost

(12)
4n

n + 1
� (2n)!

(n!)2
, n ∈ N.

Dokaz. Ovakve nejednakosti se zbog n ∈ N obiqno dokazuju pomo�u matema-
tiqke indukcije. No, mi �emo ovdje dati ǌen dokaz pomo�u nejednakosti Qebi-
xeva (1). Najpre �emo konstatovati da nakon razvijaǌa lijeve i desne strane
jednakosti

(1 + x)2n = (1 + x)n(1 + x)n

po binomnoj formuli, te mno�eǌem polinoma na desnoj strani, koeficijenti uz

qlan xn na lijevoj i desnoj strani dobijene jednakosti iznose
(

2n

n

)
i

n∑
k=0

(
n

k

)2

,
tj. va�i

(13)
(

2n

n

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)2

.
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Sada zbog (13) imamo na osnovu nejednakosti Qebixeva:

(2n)!
(n!)2

=
(

2n

n

)
=

n∑
k=0

(
n

k

)2

=
n∑

k=0

(
n

k

)(
n

k

)
� 1

n + 1

( n∑
k=0

(
n

k

))( n∑
k=0

(
n

k

))

=
1

n + 1

( n∑
k=0

(
n

k

))2

=
1

n + 1
(2n)2 =

4n

n + 1
,

xto je trebalo dokazati. Ovdje smo koristili qiǌenicu da je
(

n

k

)
=

n!
k! (n − k)!

,

te
n∑

k=0

(
n

k

)
= (1 + 1)n = 2n.

Jednakost u (12) vrijedi samo u sluqaju n = 1.

Primjer 3. Neka su a, b, c ∈ R+ i s =
a + b + c

2
. Dokazati da vrijedi

nejednakost

(14)
an

b + c
+

bn

a + c
+

cn

a + b
�

(
2
3

)n−2

sn−1.

Dokaz. Da bismo dokazali (14), dokaza�emo najprije jednu pomo�nu nejedna-
kost

(15) (a1 + a2 + · · · + ak)n � kn−1(an
1 + an

2 + · · · + an
k ),

gdje je k, n ∈ N i a1, a2, . . . , ak ∈ R+. Jednakost vrijedi samo u sluqaju n = 1
ili a1 = a2 = · · · = ak.

Za n = 1 vrijedi u (15):

a1 + a2 + · · · + ak � k0(a1 + a2 + · · · + ak),

tj. vrijedi jednakost. Za a1 = a2 = · · · = ak dobijamo iz (15):

(ka1)n � kn−1(kan
1 ),

gdje ponovo vrijedi jednakost.
Preostaje nam da doka�emo (15) u sluqaju kada je n � 2 i ne vrijedi a1 =

a2 = · · · = ak, tj. treba dokazati nejednakost

(16) (a1 + a2 + · · · + ak)n < kn−1(an
1 + an

2 + · · · + an
k ).

Ne smaǌuju�i opxtost, mo�emo uzeti da je 0 � a1 � a2 � · · · � ak i a1 < ak.
Dokaz �emo sprovesti pomo�u matematiqke indukcije.

Za n = 2 dobijamo

(a1 + a2 + · · · + ak)2 < k(a2
1 + a2

2 + · · · + a2
k)

⇐⇒ a2
1 + a2

2 + · · · + a2
k + 2

∑
1�i,j�k

i�=j

aiaj < k(a2
1 + a2

2 + · · · + a2
k)
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⇐⇒ 0 < (k − 1)(a2
1 + a2

2 + · · · + a2
k) − 2

∑
1�i,j�k

i�=j

aiaj

⇐⇒ 0 <
∑

1�i,j�k
i�=j

(a2
i − 2aiaj + a2

j ) ⇐⇒ 0 <
∑

1�i,j�k
i�=j

(ai − aj)2,

a ova nejednakost je taqna zbog pretpostavke da je a1 < ak.
Pretpostavimo da je nejednakost (16) taqna za neko n � 2. Doka�imo da je

ova nejednakost taqna i za n + 1, tj. da vrijedi

(a1 + a2 + · · · + ak)n+1 < kn(an+1
1 + an+1

2 + · · · + an+1
k ).

Imamo zbog pretpostavke indukcije

(a1 + a2 + · · · + ak)n+1 = (a1 + a2 + · · · + ak)n(a1 + a2 + · · · + ak)
(17)

< kn−1(an
1 + an

2 + · · · + an
k )(a1 + a2 + · · · + ak).

Dokaza�emo sada da je

(18) (an
1 + an

2 + · · · + an
k )(a1 + a2 + · · · + ak) < k(an+1

1 + an+1
2 + · · · + an+1

k ).

Ova nejednakost ekvivalentna je, redom, nejednakostima:

an
1 (a2 + a3 + · · · + ak) + an

2 (a1 + a3 + · · · + ak) + · · · + an
k (a1 + a2 + · · · + ak−1)

< (k − 1)(an+1
1 + an+1

2 + · · · + an+1
k ),

0 < an
1 ((k − 1)a1 − a2 − · · · − ak) + an

2 ((k − 1)a2 − a1 − a3 − · · · − ak)

+ · · · + an
k ((k − 1)ak − a1 − · · · − ak−1),

0 < an
1 ((a1 − a2) + · · · + (a1 − ak)) + an

2 ((a2 − a1) + (a2 − a3) + · · · + (a2 − ak))

+ · · · + an
k ((ak − a1) + · · · + (ak − ak−1)),

0 <
∑

1�i<j�k

(an
i − an

j )(ai − aj),

a posledǌa nejednakost je taqna jer su izrazi u zagradama jednakog znaka i ovdje
je a1 < ak. Dakle, nejednakost (18) je taqna pa sada iz (17) dobijamo da je
nejednakost (16) taqna i za n+ 1. Prema tome, nejednakost (15) je taqna za svako
n ∈ N.

Pre�imo sada na dokaz nejednakosti (14).
Ne umaǌuju�i opxtost mo�emo uzeti da je 0 < a � b � c, tj. 0 < an � bn � cn

te 0 <
1

b + c
� 1

a + c
� 1

a + b
; iz nejednakosti Qebixeva (1) dobijamo

(19)
an

b + c
+

bn

a + c
+

cn

a + b
� 1

3
(an + bn + cn)

(
1

b + c
+

1
a + c

+
1

b + c

)
.



Nejednakost Qebixeva i ǌena primjena 7

Na osnovu nejednakosti (15) za k = 3 dobijamo

an + bn + cn � 1
3n−1

(a + b + c)n,

te na osnovu nejednakosti izme�u aritmetiqke i harmonijske sredine:

1
b + c

+
1

a + c
+

1
b + c

� 9
2(a + b + c)

.

Sada iz (19) slijedi

an

b + c
+

bn

a + c
+

cn

a + b
� 1

3n
(a + b + c)n 9

2(a + b + c)
,

tj.
an

b + c
+

bn

a + c
+

cn

a + b
�

(
2
3

)n−2

sn−1, a ovo je (14).

Stavǉaju�i u (14) da je n = 1, dobijamo

a

b + c
+

b

a + c
+

c

a + b
� 3

2
,

a za n = 2:
a2

b + c
+

b2

a + c
+

c2

a + b
� s =

a + b + c

2
,

a poxto je ova nejednakost homogena, mo�emo uzeti da je a + b + c = 1, te imamo

a2

b + c
+

b2

a + c
+

c2

a + b
� 1

2
.

Uzimaju�i daǉe n = 3, 4, . . . , dobijamo nejednakosti (i ovde zbog homogenosti
uzimamo da je a + b + c = 1):

a3

b + c
+

b3

a + c
+

c3

a + b
� 1

6
,

a4

b + c
+

b4

a + c
+

c4

a + b
� 1

18
,

itd.
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