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FAKTORISAǋE RACIONALNIH POLINOMIJALNIH
JEDNAQINA

1. Postoji jednostavan metod za odre�ivaǌe racionalnih korena polinoma
sa racionalnim koeficijentima

(1) Pn(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0,

ali nema nekog jednostavnog postupka da se odredi jedan koren koji nije raci-
onalan kada je n > 4. Ciǉ ovog rada je da se utvrdi postupak pomo�u koga se
mogu da odrede iracionalni i kompleksni koreni kao nule kvadratnog trinoma
ax2 + bx + c koji uqestvuje u faktorizaciji polinoma (1).

2. Tvr�eǌe da se polinom (1) mo�e predstaviti u obliku

(2) Pn(x) = an(x − α1) · · · (x − αk)(x2 + β1x + γ1) · · · (x2 + βrx + γr),
pri qemu su α1, . . . , αk, β1, . . . , βr, γ1, . . . , γr realni brojevi, mo�e da se dopuni
qiǌenicom da u ovakvom razlagaǌu neki od koeficijenata mogu da se ostave i da
budu kompleksni brojevi, kao xto je ura�eno u slede�im primerima:
(a) x4 − 4x3 + 4x2 + 4 = (x2 − 2x + 2i)(x2 − 2x − 2i);
(b) x4 + 4x3 + 11x2 + 8x + 4 = [x2 + (2 + i

√
3)x + 2][x2 + (2 − i

√
3)x + 2];

(v) x6 + 6x5 + 5x4 − 10x3 + 10x2 − 4x + 4 = [x3 + 3x2 − 2x + (1 + i
√

3)]×
[x3 + 3x2 − 2x + (1 − i

√
3)];

(g) x4 + 1 = [x2 +
√

2 x + 1][x2 −√
2 x + 1] = [x2 + i

√
2 x − 1][x2 − i

√
2 x − 1] =

(x2 + i)(x2 − i).
Na osnovu (1) i (2) (uz izvesne promene oznaka) mo�emo pisati

(3) xn + An−1x
n−1 + An−2x

n−2 + · · · + A0

= (x2 + B1x + B0)(xr + Cr−1x
r−1 + Cr−2x

r−2 + · · · + C0), r + 2 = n.

Izjednaqavaju�i koeficijente uz iste stepene x-a u (3) dobija se sistem jedna-
qina

(4)

B0C0 = A0, B0C1 = A1 − B1C0,

B0C2 = A2 − B1C1 − C0,

B0C3 = A3 − B1C2 − C1,

. . . . . .

B0 = Ar − B1Cr−1 − Cr−2,

0 = Ar+1 − B1 − Cr−1

za odre�ivaǌe koeficijenata B0, B1, C0, C1, . . . , Cr−1.
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Prema tome, zadatak da se odredi polinom P2(x) = x2 + B1x + B0 kojim je
deǉiv polinom Pn(x) = xn + An−1x

n−1 + · · · + A1x + A0, n > 2, svodi se na
rexavaǌe sistema (4).

Primetimo (prva jednaqina sistema (4)) da su B0 i C0 faktori (ne obavezno
celobrojni) broja A0. Ako pogodno izaberemo par (B0, C0) faktora broja A0,
zamenom u sistem (4) dobijamo sistem od (n − 1) jednaqine sa (n − 2) nepoznate.
Ako sistem (4) ima rexeǌe za koje va�i identitet (3), polinom (1) je faktorisan
na proizvod dva polinoma, od kojih je jedan drugog a drugi (n − 2)-og stepena.

Neka je data racionalna polinomijalna jednaqina 5. stepena

(5) x5 + A4x
4 + A3x

3 + A2x
2 + A1x + A0 = 0.

Odgovaraju�i sistem (4) za datu jednaqinu je

(6)

B0C0 = A0, B0C1 = A1 − B1C0,

B0C2 = A2 − B1C1 − C0,

B0 = A3 − B1C2 − C1,

0 = A4 − B1 − C2.

Iz posledǌe jednaqine sistema je C2 = A4−B1, a iz druge C1 =
1

B0
(A1−B1C0),

xto smenom u tre�u jednaqinu daje jednaqinu

(A) C0B
2
1 + (B2

0 − A1)B1 − A4B
2
0 + A2B0 − A0 = 0,

dok smenom u qetvrtu jednaqinu sistema daje jednaqinu

(B) B0B
2
1 + (C0 − A4B0)B1 + A3B0 − A1 − B2

0 = 0.

Ako jednaqine (A) i (B), za neki par vrednosti (B0, C0) za koje je B0C0 = A0,
imaju bar jedno zajedniqko rexeǌe, tada i sistem (6) ima bar jedno rexeǌe
(B0, B1, C0, C1, C2), pa se jednaqina (5) mo�e predstaviti u obliku

(x2 + B1x + B0)(x3 + C2x
2 + C1x + C0) = 0.

Primer 1. Faktorisati jednaqinu x5 − 2x4 − 5x3 + 7x2 + 4x − 2 = 0.
Rexeǌe. Jednaqine (A) i (B) za datu jednaqinu su

C0B
2
1 + (B2

0 − 4)B1 − 2B2
0 + 7B0 + 2 = 0,

B0B
2
1 + (C0 + 2B0)B1 − 5B0 − B2

0 − 4 = 0.

Celobrojni faktori broja A0 = −2 su: ±1, ±2, a odgovaraju�i parovi celih
brojeva (B0, C0) za koje je B0C0 = −2 su: (−1, 2), (1,−2), (−2, 1), (2,−1). Za
B0 = −2, C0 = 1 jednaqine (A) i (B) glase

B2
1 − 4 = 0, 2B2

1 + 3B1 − 2 = 0,
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i imaju zajedniqko rexeǌe B1 = −2, a odgovaraju�i sistem je

(−2) · 1 = −2, −2C1 = 4 − B1,

−2C2 = 7 − B1C1 − 1,

−2 = −5 − B1C2 − C1,

0 = −2 − B1C3 − C2,

odakle se za B1 = −2 dobija da je C1 = −3, C2 = 0 i va�i jednakost (3) u obliku

x5 − 2x4 − 5x3 + 7x2 + 4x − 2 = (x2 − 2x − 2)(x3 − 3x + 1).

Time su odre�ena i dva (iracionalna) korena 1 ±√
3 date jednaqine.

Jednaqine analogne jednaqinama (A) i (B) mogu se formirati i za jednaqine
stepena 6, 7, itd.

Primer 2. Faktorisati jednaqinu x6 − x5 − x4 + 2x3 − 2x + 2 = 0.
Rexeǌe. Sistem (4) za datu jednaqinu glasi

B0C0 = 2, B0C1 = −2 − B1C0,

B0C2 = −B1C1 − C0,

B0C3 = 2 − B1C2 − C1,

B0 = −1 − B1C3 − C2,

0 = −1 − B1 − C3.

Celobrojni faktori slobodnog qlana A0 = 2 su: ±1, ±2, a odgovaraju�i pa-
rovi brojeva (B0, C0) su: (−1,−2), (−2,−1), (1, 2), (2, 1). Za (B0, C0) = (1, 2)
jednaqine analogne jednaqinama (A) i (B) su:

B2
1 + B1 = 0, B3

1 + B2
1 − 5B1 − 5 = 0,

ǌihovo zajedniqko rexeǌe je B1 = −1, a rexeǌe sistema:

B0 = 1, B1 = −1, C0 = 2, C1 = 0, C2 = −2, C3 = 0

i va�i jednakost

x6 − x5 − x4 + 2x3 − 2x + 2 = (x2 − x + 1)(x4 − 2x2 + 2).

Dva (kompleksna) rexeǌa date jednaqine su
1
2
± i

√
3

2
.

Primer 3. Faktorisati jednaqinu 2x5 + x4 − 7x3 + 5x2 − 9x + 4 = 0.
Rexeǌe. Ako obe strane jednaqine podelimo sa 2 (xto ne meǌa ǌene korene),

dobi�emo jednaqinu

x5 +
1
2
x4 − 7

2
x3 +

5
2
x2 − 9

2
x + 2 = 0.
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Neki od parova brojeva (B0, C0) za koje je B0C0 =
4
2

su:
(

1
2
, 4

)
,

(
4,

1
2

)
,(

−1
2
,−4

)
,

(
−4,−1

2

)
. Za B0 = −4, C0 = −1

2
, iz jednaqine (A) imamo jed-

naqinu
B2

1 − 41B1 + 40 = 0

qija su rexeǌa B1 = 1 i B′
1 = 40, a rexeǌe sistema (4) za datu jednaqinu je

B0 = −4, B1 = 1, C0 = −1
2
, C1 = 1, C2 = −1

2

i va�i jednakost

x5 +
1
2
x4 − 7

2
x3 +

5
2
x2 − 9

2
x + 2 = (x2 + x − 4)

(
x3 − 1

2
x2 + x − 1

2

)
,

odnosno jednakost

2x5 + x4 − 7x3 + 5x2 − 9x + 4 = (x2 + x − 4)(2x3 − x2 + 2x − 1).

Primer 4. Faktorisati jednaqinu x4 − 2x2 − 2 = 0.
Rexeǌe. Sistem (4) za datu jednaqinu glasi

B0C0 = −2, B0C1 = −B1C0,

B0 = −2 − B1C1 − C0,

0 = −B1 − C1.

Nema racionalnih brojeva B0 i C0 za koje sistem ima rexeǌe. Kako je
(a +

√
a2 + 2)(a − √

a2 + 2) = −2, to treba uzeti B0 = a +
√

a2 + 2, C0 =
a −√

a2 + 2 (ili obrnuto) i na osnovu jednakosti (3) odrediti konstantu a. Iz
posledǌe jednaqine sistema je C1 = −B1, a iz pretposledǌe je B0 +C0 = B2

1 −2.
Kako je B0 + C0 = 2a, to je B2

1 − 2 − 2a = 0, a odatle B1 = ±√
2 + 2a. Za

B1 =
√

2 + 2a jednakost (3) glasi

x4 − 2x2 − 2 = (x2 +
√

2 + 2a x + a +
√

a2 + 2)(x2 −√
2 + 2a x + a −

√
a2 + 2).

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz iste stepene promenǉive u ovoj jednakosti do-
bija se jednakost

(a +
√

a2 + 2)
√

2 + 2a − (a −
√

a2 + 2)
√

2 + 2a = 0

koja je taqna za a = −1 ili a = i
√

2. Za a = −1 je B1 = 0, B0 = −1 +
√

3,
C0 = −1 −√

3, pa va�i jednakost

x4 − 2x2 − 2 = [x2 + (−1 +
√

3)][x2 + (−1 −
√

3)].
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Primer 5. Faktorisati jednaqinu x4 − 4x3 + 4x2 + 4 = 0.
Rexeǌe. Nema realnih brojeva B0 i C0 za koje sistem

B0C0 = 4, B0C1 = −B1C0,

B0 = 4 − B1C1 − C0,

0 = −4 − B1 − C1.

ima rexeǌe. Kako je (a + i
√

4 − a2)(a − i
√

4 − a2) = 4, to postupaju�i kao u
prethodnom primeru nalazimo da je a = 0, pa je B0 = 2i, C0 = −2i (ili obrnuto),
a rexeǌe sistema je: B0 = −2i, B1 = −2, C0 = 2i, C1 = −2 i va�i jednakost

x4 − 4x3 + 4x2 + 4 = (x2 − 2x − 2i)(x2 − 2x + 2i).

Primer 6. Faktorisati jednaqinu x4 + 1 = 0.
Rexeǌe. U ovom sluqaju sistem (4) ima rexeǌe za:
(a) (B0, C0) = (1, 1); ono je B1 = ±√

2, C1 = ∓√
2 i va�i jednakost

x4 + 1 = (x2 + i
√

2 x − 1)(x2 − i
√

2 x − 1).

(b) (B0, C0) = (−1,−1) kada va�i jednakost

x4 + 1 = (x2 + i
√

2 x + 1)(x2 − i
√

2 x + 1).

(v) (B0, C0) = (i,−i), kada je B1 = C1 = 0 i va�i jednakost

x4 + 1 = (x2 + i)(x2 − i).


