HACTABA MATEMATHWEKE Y CPEIIK0J ITKOJIN

JIparomsy6 C. Josuh

O RKOIIMKRJINYHOJ YETBOPKHM TAYAERKA

Ilo meduEMIMjM, 3a TpU ¥ BUIIE PA3IMUATUX Tadyaka paBHM L2 KameMo ga Cy
KoauNeapre aKo MPUIALA]y UCTO] IPaBoj Te ucTe paBuu F2.

Tarobe, mo nedwHwmmju, 32 TPU U BUIIE PA3IMUATUX Tadaka pasEn B2 KaskeMmo 1a
cy KOUUKAUMME AKO IPUIALAjy MCTOM Kpyry Te ucte papuu F2. OTyma Hemocpemso
IPOM3JIa3K Ja Ma KOje TPU KOIUKJINYHE TadyKe HUCY KOJNUHEapHe.

Bynyhu ma cy TeMeHa CBAKOT TPOyTJia TPU HEKOJMHEAPHE TAUKEe U 14 CE OKO CBa-
KOI TPOYIJIa MOMKe omucaTu (KOHCTPYMCATH) CAMO jefaH KPyT (Ca LEHTPOM Yy IPECEKy
cuMeTpaJia HeroBUX CTPAHUIA), CIEIN A4 Cy TeMEeHa TPOYIJa TPU KOUMKJINYHE TAuKe
u 1a je kpyr oapelen ca Tpu HEKOJIMHEADHE TAUKe.

HaBO,I[I/IMO IIPBO OBa IIO3HATa TprBI—La O KOIIMKJIMYHUM YEeTBOPKaMa Ta4daKa.

TEOPEMA 1. Yemeopxa pasauvumuz mavaxa (A, B,C, D) pasnu E?, 00 xo-
JUT MG KOje MPU HUCY KOAUNREAPHE, JECTe KOUUKAUYHA GKO U CAMO aKO je

(1) /ACB = /ADB umu /ACB+ ZADB = 180°.

TEOPEMA 2. Yemeopxa paszauvumuz mavaxa (A, B,C, D) pasnu E?, 00 xo-
JUT Ma Koje mpu HUCY KOAUREApHe, Jecme KOUUKAUYHA GKO U CaMO aKO je

(2) PA-PB=PC-PD,
20e je P mauka y xojoj ce cexy npage AB u CD.

TEOPEMA 3. Yemeopxa passuvumuz mayaxa (A, B,C, D) pasnu E?, 00 xo-
JUT MQ KOJe MPU HUCY KOAUHEAPHE, JECMme KOYUKAUYHA KO U CAMO GKO OPMO2ZO-
naane npojexyuje P, Q u R mauxe D wa npase odpehene cmpanuyama BC, C A
u AB mpoyesa ABC npunadajy ucmoj npagoj s.

OBy reopeMmy mpBu je (OpMyIHCAO M NOKa3a0 MKOTCKU Maremarwdap CrMcoH
(R. Simson, 1687-1768), ma ce mo memy 30Be Cumconoga meopema, a IpaBa §
k0joj mpunanajy tauke P, Q) u R 30Be ce Cumconosa npasa mavxe D y odnocy wa
mpoyzao ABC.
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Loxas.
Yenoe meopeme je nompeban. Hexa je (A, B, C, D) KOIMKINYHA YETBOPKA Pa3-
aMuuTUX Tadaka, ypebena, ma mpumep, y
CMepy KOjU je CYIPOTaH KpeTamy Ka3ajb-
K; Ke Ha caTy, u Heka cy P, Q u R oproro-
P HaJHE Ipojeknuje Tauke [) HA mpaBe O1-
pebene crpanunama BC, CA u AB Ttpoy-
K, ABC, ca. 1. Tpeba norazatu ma cy
tauke P, () u R rojguHeapHe, Tj. Ia TpU-
magajy UCTOj MpPaBoj.
K 3aucta, Heka je K kpyr kome mpuma-
najy tauke A, B, C, D. Kako je ZCPD =
ZC0QD = ZBRD = 90°, 1o je

/CPD + /CQD = 180°,
s : /BRD + /BPD = 180°,
Cu. 1
onakie Ha OCHOBY Teopeme 1 cmemu ma cy (C,P,D,Q) u (B.P,D, R) xouukiuune

yeTBOpKe Tavyaka. 10 3Haum ma mocroje kpyrosu Ki m Ko KojuMa pemoM mpumamajy
OBe UeTBOpKe Tauaka. Ha ocHOBY Teopeme 1, a mpema caurnu 1, mpou3iasu nga je

LDPQ =4DCQ = £LDCA=/.DBA=/ZDBR = ZDPR,

1j. ZDPQ = /DPR. To 3uaun na rauke P, () u R npunanajy ucroj mpasoj, mTo je
u Tpebajo MOKa3aTH.

2) Yenoe meopeme je dosoman. Hera je (A, B,C, D) 4eTBOpKa Da3INUUTHX
Tavaka, TaKBa A Ma KOje TPU OJ HBUX HUCY KOJUHEAPHE, U HEKA OPTOTOHAJHE MPO-
jexmuje P, @Q u R tauke D ma npase oxpebene crpanunama BC, CA u AB tpoyria
ABC npunanajy ucroj npasoj s, ca. 1. Tpeba mokazaru na cy rauke A, B, C, D
KOIMKJIYHE.

Kako je ZOPD = ZCQD = ZBRD = 90°, 10 je

/CPD + /CQD = 180°,
/BRD + /BPD = 180°,

oJlakie, Ha OCHOBY Teopeme 1, mpoumsnasu ma cy (C,P,D,Q) u (B, P,D,R) rxouu-
KJIMYHE YeTBOPKE Tadvaka. 1o 3Haum ma mocroje kpyrosu Ky u Ky kKojuma pemom
npunaajy oBe ueTBopke tauaka. C apyre crpame, kako tauke P, Q) u R mpunanajy
MCTOj MPABOj S W KAKO CY Y MCTOM KDPYIy IEePU(EPUjCKU YIVIOBU HAJ WCTUM JIYKOM
jemmaku, buhe

/ABD = /RBD = /RPD = /QPD = /QCD = /ACD,

1j. ZABD = ZACD, onakine Ha ocHOBY TeopeMme 1 mpousnasu na cy tauke A, B, C
u D KouukiIngee.

Tume je TeopeMa y HOTIYHOCTH JOKA3aHA. M
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TEOPEMA 4. Yemeopxra pazauwumuz mauaxa (A, B,C,D) y paernu E*, 00
KOJUT MQ KOJe MPU HUCY KOAUHEAPHE, JeCTE KOUUKAUYHG GKO U CAMO GKO je

(3) AC-BD = AB-CD + AD - BC.

OBy reopemy je IpBU (OPMYINCAO U TOKA3A0 IPUKK ACTPOHOM, Teorpad U MarTe-
maruuap Hroneme] (Knaymoc Iltonemanoc, oko 83--oko 161. m.e.), ma ce mo memy
30Be 1 [Imoaemejesa meopema.

Hahemo ABa NJOKa3a OBE TeOpeMe.

Ca. 2 Can. 3

Loxasz 1.

1) Yecaoe meopeme je nompeban. Hera je (A, B,C, D) xouukniuuna 4eTBOpKA
pas3nmuuTuX Tavaka, ypehena, Ha mpuMep, y CMepY KOjU je CYIPOTAaH KPETamhy Ka3asbKe
Ha cary, Tj. Heka Tauke A, B, C' u D y 0BOM NOpPETKy Ipumanajy ucroM Kpyry K,
ca. 2. Tpeba mokazatu jemmakoct (3).

Y 1oMm mumy koucrpyummmo LADM = /BDC = §, a yrao BDM o3uauumo
ca o, mpu uemy je M rtauka mpase AC. Kako je mpu tom /DAM = ZDBC, rao
nepudepujcku yraosu uan uctuM aykom C D, 6ulie AADM ~ ABDC, na je crora
AD: DM = BD : DC, Tj.

(4) AM - BD = AD - BC.

C apyre crpane, kako je ZABD = ZACD (ka0 nepu()epujcku yriloBy HaJ HCTUM
aykoM AD) u ZADB = ZCDM = § + ¢ (3aBucuo ox pacunopena), oulie AABD ~
AMCD, na je crora AB: BD = MC : CD, rj.

(5) MC-BD = AB-CD.

Cabepemo nu jemuaroctu (4) u (5), mobujamo nma je (AM +MC)-BD = AB-CD +
AD - BC, Tj.
AC-BD = AB-CD+ AD - BC,

mTOo je u Tpebaso JOKa3aTH.
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2) Ycaoe meopeme je dosoman. Hera je (A, B,C,D) ueTBOpKa Pa3IMIATHUX
TAuaka, TAKBA Ja Ma KOje TPU OJ HUX HUCY KOJMHeADHEe, U HEKA MPU TOM BaKU jeIHa-
kocr (3). Tpeba morazaru na cy A, B, C' u D xonukiuune Tauke.

Y tom mumy y yerBopoyriy ABCD woju je ompeben matum Taukama KOHCTDY-
nmmmo npase DM u AM rtako na je Z/CDB = ZADM u LCBD = /ZDAM,
ci. 3. Tama je AAMD ~ ABCD, na caienu ma je AM : AD = BC : BD nu
DM : AD = CD : BD, onaxie, nak, HEIOCPEIHO MPOU3IA3U 14 j&

AD - BC

AM = 2222

(6) =
AD DM
(7) BD _ CD

MebyTum, xako je LZADB = ZMDC (jep je no koucrpykunju LZADM = ZCDB),
to u3 (7) caenu na je AABD ~ AMCD, na je crora

AB-CD
8 MC=—"—"r—.
Ho, npema penaunuju tpoyraa je AM + MC > AC, omakie 3aMeHOM U3 jeTHAKOCTU

AD-BC AB-CD
: S .
(6) u (8) mobujamo 5D + 5D 2 AC, Tj

(9) AC-BD < AB-CD + AD - BC.

[Ipema yummenoj mpermocrasmu (3), y nperxonnoj Hejemnaroctu (9) yerBapm
Basku jemnaroct. Ho, 1o je moryhe camo y cayuajy kana tauka M npumnaia 1ujaroHaiu
AC maror uerBopoyrna ABCD. ¥ tom cayuajy je LZDAC = LZDAM = ZCBD, na
ce y tpoyraosuMa AC'D u BC'D macupam 3ajemunuke crpanune C'D Hanaze jemnHarku
YTJIOBH, WITO 3HauM na Tauke A u B npunanajy kpyry y kome je nysk C'D jenna terusa.

Iarne, ako Baxu jemaakoct (3), ouma cy tauke A, B, C' u D konuknuune, mro
je u Tpebayo norazaru. M

Joxas 2.

Penanujy (3) MokeMo IOKA3aTH U IPUMEHOM UHBep3uje y oaHocy Ha kpyr. Crora
Hajupe DePMHUMIMO Ty T€OMETPUjCKY TPaHC(HOpPMAIHjy, & MOTOM JOKA:KAMO OHA H-eHa
cBojcTBa Koja he mam Guru norpebHa paau moka3za penauyje (3).

JEsuHUINIA. Hera je K (S,r) mpoussoman kpyr pasau B2, a E? = E?\ {S}.
Hneepsujom y oonocy na xpye K(S,r) mazmsamo tparchopmamujy ¥y : E2 — E2
koja Tauky M € E? npeciukasa y tausky M, € E?, Taksy ma cy Tauke S, M u
M, ronuHeapHe, BEKTOPU SM u S—]Wl) uctocmepry u ga je SM - SM; = r2. Tauxky
S masuBaMo yenmpom (cpeduwimem) UHBEP3Uje, LYK T HAZUBAMO NOAYNDEUHUKOM
wEBep3uje, 6poj 12 HasmBaMo cmenenom wEBep3uje, a kpyr K (S, ) masusamo xpyeom

VHBep3Wje.

Henmocpenuo m3 oBe neduHUNMje IPOM3NA3M N je MHBEP3Uja y OTHOCY Ha KPYT
K(S,r) pasan E? Gujextupna Tpamchopmammja Te pasEm. To HEje TpaHCHOpMAMHIia
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Cn. 4

nesne pasau, Beh camo meror gena E2, jep y ®moj Huje nedpuHMCAHA CiMKa Tauke S,
HUTY je Tauka S CIMKa Heke Tauke paBHu 2.

Ila BucMo KOHCTpyHCANU Map KOPECHOHIEHTHUX Tadyaka WHBEP3Uje Y OIHOCY Ha
natu kpyr K (S,r), yamumo Hajupe zna je tauka M Bam kpyra K (ci. 4). 3arum Hax
nysxu SM ka0 Hal MPEYHMKOM KOHCTPYUIIUMO HMOJYKPYr. Heka Taj mOXYKpyr cede
nmatu kpyr K y taukn A. Kako je mepudepujcku yrao Haji TPEYHUKOM TPAB, CIEAU
na je Tpoyrao SM A npasoyriu ca mpasum yriom y temeny A. Komcrpyumemo mu
u3 tauke A wopmasy AM; Ha xumorenysy SM, ouna a ocHoBy Eykmumose Teopeme
ciemu na je

SM - SM; = SA? =12,

To smaum na je tauka My y maroj unBep3uju Vg auk tauke M.

Axo je nmara Tauka M; ymyrap kpyra K (pasmuuura om nentpa kpyra S), oHIa
®BeH UK M KOHCTPYHIIEMO TAKO IITO, HAJUpe, y Tauku M| KOHCTPYHUIIEMO HOPMAJY Ha
SM;. 3atum, y mpecerky A te HopMmade ca gaTuMm KpyroM K KOHCTPYHUIIEMO TAHTEHTY
ua Kpyr. IIpecek te Tanrente ca nmpasoMm SM; je nuk M tauke M,y y maroj unBep3uju
U i, TOHOBO Ha OCHOBY EyknmmoBe Teopeme.

Ha ocuoBy mperxommor mpousnase ciaenehe Tpu koHcTaTaIMje:

1. cBe Taure cnosmbamme obaactu kpyra K (S, r) umsepsujom Vi npecaukaBajy ce

y Tauke yHyTpamme obiactu kpyra K;

2. cBe Tauke yHyTpamme obnactu kpyra K wumBep3ujom Uy mpeciukaBajy ce y

Tauke Crosamme obmactu kpyra K

3. tauke kpyra K uneapujanmmne cy y unsep3uju Vi, jep ako je A mpomsBosmua

Tayka TOT Kpyra, bmhe SA - SA = r2.

Cuenehnm Tprma remaMa noka3ahieMo OHa CBOjCTBA MHBEP3Uj€ Y OIHOCY HA KPYT
koja e mam Ouru morpebHa pamu moKa3uBama penauuje (3).

JIEMA 1. Awxo je K(S,r) npouseoman xpye paernu E?, a p npasa me pasnu
K0joj npunada cpeduwme S damoz kpyza, onda je Vi (p\ {S}) =p\ {S}.

Ipyrum peunma, mpaBa K0joj MPUNALa CPEIUINTE MHBEP3Uje IPECIUKABA CE€ TOM
uHBep3ujoMm Ha camy cebe. OBo TBpheme cienu HEMOCPEIHO U3 HANPE ONMUCAHE KOH-
CTPYKIUj€e y3ajaMHO KOPECIOHAEHTHUX TavaKa Yy NATOj MHBEP3UjU.

[TpumeTnmo ma je, mpeMa 0BOj JeMu, CBaKa IpaBa p KOja CAAD:KU IEHTAP WHBED-
3uje MHBapUjaHTHA (HENOKPETHA) IPU TOj MHBED3UjU, AJM 4a TAUKe Te IPaBe IPU TOM
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Hucy unBapujantue, jep je Wy (M) = My # M (u3yserak je tauka npeceka kpyra K
U mpaBe p).

JIEMA 2. Awxo je K(S,r) npouseoman wpye paernu E?, a p npasa me pashu
K0joj e npunada cpeduwme S damoz xkpyea, onda auk Vi (p) npedcmaswa xpye
KoMme Hedocmaje mavka S.

Ipyrum peunmma, mpaBa K0joj He IPUNATa MEHTAD WHBEP3Uje MIPECIUKABA CE€ TOM
VHBEP3UjOM Ha KPYT KOMe HeNOCTaje IeHTap MHBEP3Uje.

M
M
P
4
§ %) 4 y)
Cn. 5

Jokas. W3 rauke S womcrpymmmmo mpaBy ¢ L p (ca. 5). Ako je mpu Tom
gNp={A}, a Ug(A) = Ay, oHIa HA OCHOBY NPETXOMHE JEME CJICAU A je

Areq, Ug(@\{S)=q\{S} u SA-SA, =r%

Younmvo cax Ha npasoj p Tauky M, pazmmunty ox tauke A. Axo je Ui (M) =
My, ouna cy Ha ocHOBY me¢uuunuje rauke S, M u M; romuueapse u Baxu SM-SM; =
r2. Iaxte, SA-SA; = SM-SM; =72 naje SA: SM = SM; : SA;. To 3maun 1a
cy y rpoyrnosuma SAM u SM;A; crpanune, koje 06pa3yjy BUXOB 3ajeHIUKA yrao
ca TEMEHOM y Tauku S, mpomnopuuoHaiue, na je crora ASAM ~ ASMiA;. Onarie
cremu na je LSAM = £ZSMy A, = 90°. To sHaum na tauka M mpumana kpyry Ki
unju je mpeunuk ayx SAj, anu je paszauumra ox Tavaka S u Aj.

OGpuyTo, ako je M; taura kpyra K, pasauuura on tavaka S u Ap, omma
je ZLM1SA; omrap (kao yHyTpammu yrao mpasoyraor tpoyraa SA;Mi), na crora
mpaBa p Koja je HopMaJsiHa Ha Kpaky SA; = ¢ Tor yraa Mopa cehu meros apyru kpak
SM; y mekoj rauku M. Ilpu tome je LMSA =/ZA1SMy u ZSAM = ZSM1A; =
90°, ma je 3ato ASAM ~ ASM;A;, onakie nak HEIOCPEIHO Tpow3na3u 1a je SAj :
SM; =SM : SA, tj. SMy,-SM = SA, - SA =r?, npu uemy cy tause S, M u M,
komuueapre. 1lo medunrumju, o 3naum ga je Wy (M) = M;. Tuwme je norazano na
je cnuka npase p uuBep3ujom Wy kpyr K 6e3 tauke S. m

JIEMA 3. Axo je Vi uneepsuja paenu E? y oonocy na xpye K(S,r) u axo y
moj uneepauju mawkama A u B, xoje cy pazauvume 00 yenwmpa S damoz kpyea,
pecnexmuero odzosapajy mauxe Ay u By, onda je

r2

SA-SB AB.

A1B1 =
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Cu. 6

Joxas. Ipema npernocrasmu je Wi (A) = Ay u Y (B) = By, na cy tauke S,
Awn Ay, ra0 u S, B n By, xonmuneapre (ci. 6), u Bakn

SA-SA; =SB-SB; =r?.

Onatne caemn na je SA: SB = SB;y : SA;, mro 3uauu ga cy y tpoyriaosuma SAB
u SB1A; crpanune, koje 006pa3yjy HBUXOB 3ajeJHUYKNA yrao Ca TEMEHOM y Tauykd S,
npomopuuonange, ma je 3ato ASAB ~ ASB1A;. Onarne npousna3u ma je A1 By :
SBy = AB : SA, omaocHO

2
4,8, = 2B 4B "

SA ~5a.55°8

)

mTo je Tpebaso morazaru. m

Hoxrasxumo cana npumenoM uneep3uje IITonemejeBy Teopemy 4.

1) Yeaoe meopeme je nompeban. Hera je (A, B,C, D) KOUMKINUHA YE€TBOPKA
pa3IMunUTUX Tavaka, ypehena, Ha mpuMep, y CMEPY KOjU je CYIPOTaH KPETamhy Ka3asbKe
Ha caty, Tj. Hexka tauke A, B, C'u D y oBoM noperky npumnamajy uctoM gkpyry K (S, )
pasan B2 (cai. 7). Tpeba mokasatu jemmaxoct (3).
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Yaummo teme A maror retusHOr yerBopoyria ABCD 3a ueHtap Heke MHBEp3U-
je U. Ilpema nemu 2, kpyr K(S,r) u3 rora je msocraBien uenrap A unaBepsuje ¥
IpecarKaBa ce TOM uHBep3ujoMm Ha mpasy p L AS. Ako je mpu Tome U(B) = B,
U (C)=C1 u ¥ (D) = Dy, ounma rauxke By, C1 u Dy npunanajy npasoj p u taura C
je m3mebhy tavaka By u Di, na je crora

(10) BiCy + C,Dy = ByDy.

Mebyrtuwm, kako je, mpema gemu 3,

2 2 2

p p p
1O =g ac PY ODv= e OP m Bibv= gy B,
rae je p nonynpeunuk unsep3suje U, jemnakoct (10) mocraje
2 2 2
p p P
—— B —(CD=———-BD
AB-Ac Yt e ap P = aB-ap PP

omakie cpebusamem mobujamo ma je AD - BC + AB-CD = AC - BD, wto je u
Tpebajo MOKa3aTu.

2) Yeaos meopeme je dosoman. Hera je (A, B,C, D) 4eTBOpKa Da3INUATHX
Tayaka, TaKkBa Ja Ma KOje TPU O HUX HUCY KOJIMHEADHE, W HEKa IPU TOME BaKU
jemnaroct (3). Tpeba mokazaru na cy A, B, C' u D KOUUKINYHE TAUKe.

Axo Teme A uersopoyraa ABCD y3amemo 3a nenrap uexe unsepsuje W u ako je y
toj uusepsuju ¥(B) = By, ¥(C) = C; nu ¥(D) = D, oHIa HA OCHOBY JIeMe 3 CIIeIu
na je

2 2 2

p P _ P
ABAOBC, ClDl—iAOADCD n BlDl

BiCh = AB-AD

BD,

02

“AAB-AC-AD’

rae je p monynpeunur unsep3uje V. [Momuosxkumo au jennaroct (3)
nobujamo ma je

p’ P’ p’

——BC+———=CD=———BD

AB-AC T Ac 4D AB- AD
OJlakJe, HA OCHOBY mpeTxonuux penaruja 3a B1Ci, C1 Dy nu By D HenocpeaHo mpou-
snazu ga je B1C1 + C1 Dy = B1Ds. Ho, oBa jemHaKOCT BasKU jeIUHO y CIYYajy Oa Cy
rauke By, C1 u Dy romuneapue, npu uemy je tauka Cp usmeby By u Dy. Ha ocuoBy
jJeMe 2 mpomsna3u ga wuMma umHBep3He Tauke B, C' m D npunapnajy mexom kpyry K
KOjU caup:ku Tauky A.

Tume je TeopeMa y HOTIYHOCTH JOKA3aHA. M



