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O KOCIKLIQNOJ QETVORKI TAQAKA

Po definiciji, za tri i vixe razliqitih taqaka ravni E2 ka�emo da su
kolinearne ako pripadaju istoj pravoj te iste ravni E2.

Tako�e, po definiciji, za tri i vixe razliqitih taqaka ravni E2 ka�emo da
su kocikliqne ako pripadaju istom krugu te iste ravni E2. Otuda neposredno
proizlazi da ma koje tri kocikliqne taqke nisu kolinearne.

Budu�i da su temena svakog trougla tri nekolinearne taqke i da se oko sva-
kog trougla mo�e opisati (konstruisati) samo jedan krug (sa centrom u preseku
simetrala ǌegovih stranica), sledi da su temena trougla tri kocikliqne taqke
i da je krug odre�en sa tri nekolinearne taqke.

Navodimo prvo dva poznata tvr�eǌa o kocikliqnim qetvorkama taqaka.

Teorema 1. Qetvorka razliqitih taqaka (A,B,C,D) ravni E2, od ko-
jih ma koje tri nisu kolinearne, jeste kocikliqna ako i samo ako je

(1) ∠ACB = ∠ADB ili ∠ACB + ∠ADB = 180◦.

Teorema 2. Qetvorka razliqitih taqaka (A,B,C,D) ravni E2, od ko-
jih ma koje tri nisu kolinearne, jeste kocikliqna ako i samo ako je

(2) PA · PB = PC · PD,

gde je P taqka u kojoj se seku prave AB i CD.

Teorema 3. Qetvorka razliqitih taqaka (A,B,C,D) ravni E2, od ko-
jih ma koje tri nisu kolinearne, jeste kocikliqna ako i samo ako ortogo-
nalne projekcije P , Q i R taqke D na prave odre�ene stranicama BC, CA
i AB trougla ABC pripadaju istoj pravoj s.

Ovu teoremu prvi je formulisao i dokazao xkotski matematiqar Simson
(R. Simson, 1687–1768), pa se po ǌemu zove Simsonova teorema, a prava s
kojoj pripadaju taqke P , Q i R zove se Simsonova prava taqke D u odnosu na
trougao ABC.
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Dokaz.
Uslov teoreme je potreban. Neka je (A,B,C,D) kocikliqna qetvorka raz-

liqitih taqaka, ure�ena, na primer, u
smeru koji je suprotan kretaǌu kazaǉ-
ke na satu, i neka su P , Q i R ortogo-
nalne projekcije taqke D na prave od-
re�ene stranicama BC, CA i AB trou-
gla ABC, sl. 1. Treba dokazati da su
taqke P , Q i R kolinearne, tj. da pri-
padaju istoj pravoj.

Zaista, neka je K krug kome pripa-
daju taqke A, B, C, D. Kako je ∠CPD =
∠CQD = ∠BRD = 90◦, to je

∠CPD + ∠CQD = 180◦,

∠BRD + ∠BPD = 180◦,
Sl. 1

odakle na osnovu teoreme 1 sledi da su (C,P,D,Q) i (B.P,D,R) kocikliqne
qetvorke taqaka. To znaqi da postoje krugovi K1 i K2 kojima redom pripadaju
ove qetvorke taqaka. Na osnovu teoreme 1, a prema slici 1, proizlazi da je

∠DPQ = ∠DCQ = ∠DCA = ∠DBA = ∠DBR = ∠DPR,

tj. ∠DPQ = ∠DPR. To znaqi da taqke P , Q i R pripadaju istoj pravoj, xto je
i trebalo dokazati.

2) Uslov teoreme je dovoǉan. Neka je (A,B,C,D) qetvorka razliqitih
taqaka, takva da ma koje tri od ǌih nisu kolinearne, i neka ortogonalne pro-
jekcije P , Q i R taqke D na prave odre�ene stranicama BC, CA i AB trougla
ABC pripadaju istoj pravoj s, sl. 1. Treba dokazati da su taqke A, B, C, D
kocikliqne.

Kako je ∠CPD = ∠CQD = ∠BRD = 90◦, to je

∠CPD + ∠CQD = 180◦,

∠BRD + ∠BPD = 180◦,

odakle, na osnovu teoreme 1, proizlazi da su (C,P,D,Q) i (B,P,D,R) koci-
kliqne qetvorke taqaka. To znaqi da postoje krugovi K1 i K2 kojima redom
pripadaju ove qetvorke taqaka. S druge strane, kako taqke P , Q i R pripadaju
istoj pravoj s i kako su u istom krugu periferijski uglovi nad istim lukom
jednaki, bi�e

∠ABD = ∠RBD = ∠RPD = ∠QPD = ∠QCD = ∠ACD,

tj. ∠ABD = ∠ACD, odakle na osnovu teoreme 1 proizlazi da su taqke A, B, C
i D kocikliqne.

Time je teorema u potpunosti dokazana.
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Teorema 4. Qetvorka razliqitih taqaka (A,B,C,D) u ravni E2, od
kojih ma koje tri nisu kolinearne, jeste kocikliqna ako i samo ako je

(3) AC · BD = AB · CD + AD · BC.

Ovu teoremu je prvi formulisao i dokazao grqki astronom, geograf i mate-
matiqar Ptolemej (Klaudios Ptolemaios, oko 83--oko 161. n.e.), pa se po ǌemu
zove i Ptolemejeva teorema.

Da�emo dva dokaza ove teoreme.

Sl. 2 Sl. 3

Dokaz 1.
1) Uslov teoreme je potreban. Neka je (A,B,C,D) kocikliqna qetvorka

razliqitih taqaka, ure�ena, na primer, u smeru koji je suprotan kretaǌu kazaǉke
na satu, tj. neka taqke A, B, C i D u ovom poretku pripadaju istom krugu K,
sl. 2. Treba dokazati jednakost (3).

U tom ciǉu konstruiximo ∠ADM = ∠BDC = δ, a ugao BDM oznaqimo
sa ϕ, pri qemu je M taqka prave AC. Kako je pri tom ∠DAM = ∠DBC, kao
periferijski uglovi nad istim lukom CD, bi�e �ADM ∼ �BDC, pa je stoga
AD : DM = BD : DC, tj.

(4) AM · BD = AD · BC.

S druge strane, kako je ∠ABD = ∠ACD (kao periferijski uglovi nad istim
lukom AD) i ∠ADB = ∠CDM = δ ± ϕ (zavisno od rasporeda), bi�e �ABD ∼
�MCD, pa je stoga AB : BD = MC : CD, tj.

(5) MC · BD = AB · CD.

Saberemo li jednakosti (4) i (5), dobijamo da je (AM + MC) ·BD = AB ·CD +
AD · BC, tj.

AC · BD = AB · CD + AD · BC,

xto je i trebalo dokazati.
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2) Uslov teoreme je dovoǉan. Neka je (A,B,C,D) qetvorka razliqitih
taqaka, takva da ma koje tri od ǌih nisu kolinearne, i neka pri tom va�i jedna-
kost (3). Treba dokazati da su A, B, C i D kocikliqne taqke.

U tom ciǉu u qetvorouglu ABCD koji je odre�en datim taqkama konstru-
iximo prave DM i AM tako da je ∠CDB = ∠ADM i ∠CBD = ∠DAM ,
sl. 3. Tada je �AMD ∼ �BCD, pa sledi da je AM : AD = BC : BD i
DM : AD = CD : BD, odakle, pak, neposredno proizlazi da je

AM =
AD · BC

BD
,(6)

AD

BD
=

DM

CD
.(7)

Me�utim, kako je ∠ADB = ∠MDC (jer je po konstrukciji ∠ADM = ∠CDB),
to iz (7) sledi da je �ABD ∼ �MCD, pa je stoga

(8) MC =
AB · CD

BD
.

No, prema relaciji trougla je AM + MC � AC, odakle zamenom iz jednakosti

(6) i (8) dobijamo
AD · BC

BD
+

AB · CD

BD
� AC, tj.

(9) AC · BD � AB · CD + AD · BC.

Prema uqiǌenoj pretpostavci (3), u prethodnoj nejednakosti (9) ustvari
va�i jednakost. No, to je mogu�e samo u sluqaju kada taqka M pripada dijagonali
AC datog qetvorougla ABCD. U tom sluqaju je ∠DAC = ∠DAM = ∠CBD, pa
se u trouglovima ACD i BCD naspram zajedniqke stranice CD nalaze jednaki
uglovi, xto znaqi da taqke A i B pripadaju krugu u kome je du� CD jedna tetiva.

Dakle, ako va�i jednakost (3), onda su taqke A, B, C i D kocikliqne, xto
je i trebalo dokazati.

Dokaz 2.
Relaciju (3) mo�emo dokazati i primenom inverzije u odnosu na krug. Stoga

najpre definiximo tu geometrijsku transformaciju, a potom doka�imo ona ǌena
svojstva koja �e nam biti potrebna radi dokaza relacije (3).

Definicija. Neka je K(S, r) proizvoǉan krug ravni E2, a E2
• = E2 \ {S}.

Inverzijom u odnosu na krug K(S, r) nazivamo transformaciju ΨK : E2
• → E2

•
koja taqku M ∈ E2

• preslikava u taqku M1 ∈ E2
• , takvu da su taqke S, M i

M1 kolinearne, vektori
−−→
SM i

−−→
SM1 istosmerni i da je SM · SM1 = r2. Taqku

S nazivamo centrom (sredixtem) inverzije, du� r nazivamo polupreqnikom
inverzije, broj r2 nazivamo stepenom inverzije, a krug K(S, r) nazivamo krugom
inverzije.

Neposredno iz ove definicije proizlazi da je inverzija u odnosu na krug
K(S, r) ravni E2

• bijektivna transformacija te ravni. To nije transformacija
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Sl. 4

cele ravni, ve� samo ǌenog dela E2
• , jer u ǌoj nije definisana slika taqke S,

niti je taqka S slika neke taqke ravni E2.
Da bismo konstruisali par korespondentnih taqaka inverzije u odnosu na

dati krug K(S, r), uzmimo najpre da je taqka M van kruga K (sl. 4). Zatim nad
du�i SM kao nad preqnikom konstruiximo polukrug. Neka taj polukrug seqe
dati krug K u taqki A. Kako je periferijski ugao nad preqnikom prav, sledi
da je trougao SMA pravougli sa pravim uglom u temenu A. Konstruixemo li
iz taqke A normalu AM1 na hipotenuzu SM , onda na osnovu Euklidove teoreme
sledi da je

SM · SM1 = SA2 = r2.

To znaqi da je taqka M1 u datoj inverziji ΨK lik taqke M .
Ako je data taqka M1 unutar kruga K (razliqita od centra kruga S), onda

ǌen lik M konstruixemo tako xto, najpre, u taqki M1 konstruixemo normalu na
SM1. Zatim, u preseku A te normale sa datim krugom K konstruixemo tangentu
na krug. Presek te tangente sa pravom SM1 je lik M taqke M1 u datoj inverziji
ΨK , ponovo na osnovu Euklidove teoreme.

Na osnovu prethodnog proizlaze slede�e tri konstatacije:
1. sve taqke spoǉaxǌe oblasti kruga K(S, r) inverzijom ΨK preslikavaju se

u taqke unutraxǌe oblasti kruga K;
2. sve taqke unutraxǌe oblasti kruga K inverzijom ΨK preslikavaju se u

taqke spoǉaxǌe oblasti kruga K;
3. taqke kruga K invarijantne su u inverziji ΨK , jer ako je A proizvoǉna

taqka tog kruga, bi�e SA · SA = r2.
Slede�im trima lemama dokaza�emo ona svojstva inverzije u odnosu na krug

koja �e nam biti potrebna radi dokazivaǌa relacije (3).

Lema 1. Ako je K(S, r) proizvoǉan krug ravni E2, a p prava te ravni
kojoj pripada sredixte S datog kruga, onda je ΨK(p \ {S}) = p \ {S}.

Drugim reqima, prava kojoj pripada sredixte inverzije preslikava se tom
inverzijom na samu sebe. Ovo tvr�eǌe sledi neposredno iz napred opisane kon-
strukcije uzajamno korespondentnih taqaka u datoj inverziji.

Primetimo da je, prema ovoj lemi, svaka prava p koja sadr�i centar inver-
zije invarijantna (nepokretna) pri toj inverziji, ali da taqke te prave pri tom
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nisu invarijantne, jer je ΨK(M) = M1 �= M (izuzetak je taqka preseka kruga K
i prave p).

Lema 2. Ako je K(S, r) proizvoǉan krug ravni E2, a p prava te ravni
kojoj ne pripada sredixte S datog kruga, onda lik ΨK(p) predstavǉa krug
kome nedostaje taqka S.

Drugim reqima, prava kojoj ne pripada centar inverzije preslikava se tom
inverzijom na krug kome nedostaje centar inverzije.

Sl. 5

Dokaz. Iz taqke S konstruiximo pravu q ⊥ p (sl. 5). Ako je pri tom
q ∩ p = {A}, a ΨK(A) = A1, onda na osnovu prethodne leme sledi da je

A1 ∈ q, ΨK(q \ {S}) = q \ {S} i SA · SA1 = r2.

Uoqimo sad na pravoj p taqku M , razliqitu od taqke A. Ako je ΨK(M) =
M1, onda su na osnovu definicije taqke S, M i M1 kolinearne i va�i SM ·SM1 =
r2. Dakle, SA ·SA1 = SM ·SM1 = r2, pa je SA : SM = SM1 : SA1. To znaqi da
su u trouglovima SAM i SM1A1 stranice, koje obrazuju ǌihov zajedniqki ugao
sa temenom u taqki S, proporcionalne, pa je stoga �SAM ∼ �SM1A1. Odatle
sledi da je ∠SAM = ∠SM1A1 = 90◦. To znaqi da taqka M1 pripada krugu K1

qiji je preqnik du� SA1, ali je razliqita od taqaka S i A1.
Obrnuto, ako je M1 taqka kruga K1, razliqita od taqaka S i A1, onda

je ∠M1SA1 oxtar (kao unutraxǌi ugao pravouglog trougla SA1M1), pa stoga
prava p koja je normalna na kraku SA1 = q tog ugla mora se�i ǌegov drugi krak
SM1 u nekoj taqki M . Pri tome je ∠MSA = ∠A1SM1 i ∠SAM = ∠SM1A1 =
90◦, pa je zato �SAM ∼ �SM1A1, odakle pak neposredno proizlazi da je SA1 :
SM1 = SM : SA, tj. SM1 · SM = SA1 · SA = r2, pri qemu su taqke S, M i M1

kolinearne. Po definiciji, to znaqi da je ΨK(M) = M1. Time je dokazano da
je slika prave p inverzijom ΨK krug K1 bez taqke S.

Lema 3. Ako je ΨK inverzija ravni E2 u odnosu na krug K(S, r) i ako u
toj inverziji taqkama A i B, koje su razliqite od centra S datog kruga,
respektivno odgovaraju taqke A1 i B1, onda je

A1B1 =
r2

SA · SB
AB.
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Sl. 6

Dokaz. Prema pretpostavci je ΨK(A) = A1 i ΨK(B) = B1, pa su taqke S,
A i A1, kao i S, B i B1, kolinearne (sl. 6), i va�i

SA · SA1 = SB · SB1 = r2.

Odatle sledi da je SA : SB = SB1 : SA1, xto znaqi da su u trouglovima SAB
i SB1A1 stranice, koje obrazuju ǌihov zajedniqki ugao sa temenom u taqki S,
proporcionalne, pa je zato �SAB ∼ �SB1A1. Odatle proizlazi da je A1B1 :
SB1 = AB : SA, odnosno

A1B1 =
SB1

SA
AB =

r2

SA · SB
AB,

xto je trebalo dokazati.
Doka�imo sada primenom inverzije Ptolemejevu teoremu 4.

1) Uslov teoreme je potreban. Neka je (A,B,C,D) kocikliqna qetvorka
razliqitih taqaka, ure�ena, na primer, u smeru koji je suprotan kretaǌu kazaǉke
na satu, tj. neka taqke A, B, C i D u ovom poretku pripadaju istom krugu K(S, r)
ravni E2 (sl. 7). Treba dokazati jednakost (3).

Sl. 7
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Uzmimo teme A datog tetivnog qetvorougla ABCD za centar neke inverzi-
je Ψ. Prema lemi 2, krug K(S, r) iz koga je izostavǉen centar A inverzije Ψ
preslikava se tom inverzijom na pravu p ⊥ AS. Ako je pri tome Ψ(B) = B1,
Ψ(C) = C1 i Ψ(D) = D1, onda taqke B1, C1 i D1 pripadaju pravoj p i taqka C1

je izme�u taqaka B1 i D1, pa je stoga

(10) B1C1 + C1D1 = B1D1.

Me�utim, kako je, prema lemi 3,

B1C1 =
ρ2

AB · AC
BC, C1D1 =

ρ2

AC · AD
CD i B1D1 =

ρ2

AB · AD
BD,

gde je ρ polupreqnik inverzije Ψ, jednakost (10) postaje

ρ2

AB · AC
BC +

ρ2

AC · AD
CD =

ρ2

AB · AD
BD,

odakle sre�ivaǌem dobijamo da je AD · BC + AB · CD = AC · BD, xto je i
trebalo dokazati.

2) Uslov teoreme je dovoǉan. Neka je (A,B,C,D) qetvorka razliqitih
taqaka, takva da ma koje tri od ǌih nisu kolinearne, i neka pri tome va�i
jednakost (3). Treba dokazati da su A, B, C i D kocikliqne taqke.

Ako teme A qetvorougla ABCD uzmemo za centar neke inverzije Ψ i ako je u
toj inverziji Ψ(B) = B1, Ψ(C) = C1 i Ψ(D) = D1, onda na osnovu leme 3 sledi
da je

B1C1 =
ρ2

AB · AC
BC, C1D1 =

ρ2

AC · AD
CD i B1D1 =

ρ2

AB · AD
BD,

gde je ρ polupreqnik inverzije Ψ. Pomno�imo li jednakost (3) sa
ρ2

AB · AC · AD
,

dobijamo da je

ρ2

AB · AC
BC +

ρ2

AC · AD
CD =

ρ2

AB · AD
BD,

odakle, na osnovu prethodnih relacija za B1C1, C1D1 i B1D1 neposredno proi-
zlazi da je B1C1 +C1D1 = B1D2. No, ova jednakost va�i jedino u sluqaju da su
taqke B1, C1 i D1 kolinearne, pri qemu je taqka C1 izme�u B1 i D1. Na osnovu
leme 2 proizlazi da ǌima inverzne taqke B, C i D pripadaju nekom krugu K
koji sadr�i taqku A.

Time je teorema u potpunosti dokazana.


