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Mr ǈubinka Petkovi�

REKURENTNE FORMULE U VEROVATNO�I

U teoriji verovatno�e kod mnogih zadataka se pojavǉuju izrazi koje nije
lako uprostiti. Na primer, kod zadataka sa primenom formule potpune verova-
tno�e javǉaju se sume koje se texko izraqunavaju. Me�utim, primenom rekurent-
nih formula takvi problemi se mnogo lakxe rexavaju. Razmotri�emo nekoliko
interesantnih primera koji to ilustruju.

Primer 1. Na�i verovatno�u da u n bacaǌa homogenog novqi�a broj pisama
bude paran.

Rexeǌe. S obzirom da je novqi� homogen, verovatno�a pojavǉivaǌa pisma
u svakom bacaǌu je p(Π) = 0,5. Oznaqimo sa pn,2k verovatno�u da se u n bacaǌa
pismo pojavi 2k puta (0 � 2k � n, k, n ∈ N). Tada je verovatno�a P1 da se u n
bacaǌa novqi�a pismo pojavi paran broj puta jednaka

P1 = pn,0 + pn,2 + · · · + pn,2k1 , 2k1 =
{
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Izraqunavaǌe dobijene sume je ovde mogu�e korix�eǌem binomnog obrasca koji
daje: (
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Odatle dobijamo da je zbir koeficijenata u razvoju stepena binoma na parnim
mestima jednak zbiru koeficijenata na neparnim mestima,(
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Dakle i P1 =
1
2n

· 2n−1 =
1
2
, za svako n ∈ N.

Ovaj rad je deo materijala za pripremu magistarske teze iz Nastave matematike ,,Rekurentne
formule i ǌihovo korix�eǌe u nastavi kombinatorike i verovatno�e u specijalizovanim matema-
tiqkim xkolama“ prijavǉene na Matematiqkom fakultetu u Beogradu.
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Izraqunavaǌe suma tipa (1) mo�e biti dugaqak i komplikovan zadatak. Da-
kle, postoji potreba da se na�u drugaqiji naqini za izraqunavaǌe verovatno�a
kao xto je verovatno�a P1. Na primer, do rexeǌa se mo�e do�i i na slede�i
naqin.

Neka je Hk hipoteza da je u k bacaǌa novqi�a broj pisama paran, neka je
Hk ǌoj suprotan doga�aj i neka je pk = p(Hk). Neka je, daǉe, Ak doga�aj da se
u k-tom bacaǌu dobije pismo. Kako skup {Hk,Hk} qini potpun sistem doga�aja,
primeǌujemo formulu potpune verovatno�e,

Hn = Hn−1An + Hn−1An,

p(Hn) = p(Hn−1)p(An | Hn−1) + p(Hn−1)p(An | Hn−1).

S obzirom na uvedene oznake i uslove zadatka dobijamo rekurentnu vezu

pn = pn−1p(Γ) + (1 − pn−1)p(Π) = pn−1 · 0,5 + (1 − pn−1) · 0,5,

odakle direktno sledi pn = 0,5 za svako n ∈ N.
Dakle, primenom rekurentne veze lako smo doxli do rexeǌa.
Posmatrajmo primer sa nehomogenim novqi�em.

Primer 2. Na�i verovatno�u da u n bacaǌa nehomogenog novqi�a (p(Π) =
p, 0 < p < 1, p �= 1/2) broj pisama bude paran.

Rexeǌe. Sliqno prethodnom primeru dobijamo
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p2k1(1 − p)n−2k1 ,

gde je 2k1 = n ukoliko je n parno i 2k1 = n − 1 ukoliko je n neparno.
Ovu sumu je texko izraqunati. Zato �emo pokuxati da primenom rekurent-

nih formula olakxamo rexavaǌe zadatka. Ideja �e biti proxirena i na druge
tipove zadataka u kojima �e mo�i da se primeǌuju diferencne jednaqine.

S obzirom na uslove zadatka (p(Π) = p, p(Γ) = 1 − p i 0 < p < 1) i uvedene
oznake imamo

pn = pn−1(1 − p) + (1 − pn−1)p = (1 − 2p)pn−1 + p,

pn − (1 − 2p)pn−1 = p, n ∈ N.(∗)
Dobijena je jedna diferencna jednaqina prvog reda. Pre nego xto pre�emo na
ǌeno rexavaǌe, da�emo neke detaǉe o rexavaǌu takvih jednaqina.

Ako je
pn + apn−1 = b, n ∈ N (a, b ∈ R)

opxti oblik linearne diferencne jednaqine prvog reda, onda se ǌeno opxte re-
xeǌe tra�i u obliku

pn = p(H)
n + p(N)

n ,

gde je p
(H)
n opxte rexeǌe homogene jednaqine pn + apn−1 = 0, a p

(N)
n je jedno

rexeǌe nehogomogene jednaqine. Rexeǌe p
(H)
n se tra�i u obliku pn = cxn, gde
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je x ∈ R i c je proizvoǉna konstanta, a rexeǌe p
(N)
n se tra�i u obliku kakav

,,diktira“ desna strana. Obiqno se poqiǌe sa p
(N)
n = λ (λ – konstanta), a ako ne

postoji rexeǌe u tom obliku, onda treba uzeti p
(N)
n = λn.

U naxem sluqaju imamo p
(H)
n = cxn, xto zamenom u jednaqini

pn − (1 − 2p)pn−1 = 0

daje

cxn − (1 − 2p)cxn−1 = 0,

cxn−1(x − (1 − 2p)) = 0,

x − (1 − 2p) = 0, x = 1 − 2p.

Dakle, p
(N)
n = c(1−2p)n, n ∈ N. Daǉe imamo p

(N)
n = λ, xto zamenom u jednaqini

(∗) daje λ − (1 − 2p)λ = p, 2pλ = p, λ = 1/2. Dakle, dobijamo rexeǌe

pn = c(1 − 2p)n +
1
2
, n ∈ N.

Kada se iskoristi poqetni uslov da je za n = 1, p1 = 0, tj. 0 = c(1 − 2p) + 1/2,

dobijamo c =
1
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, pa je rexeǌe
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=
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2
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Dakle, tra�enu verovatno�u smo dobili rexavaǌem diferencne jednaqine.

Primer 3. Na�i verovatno�u da se u n bacaǌa homogene kocke broj 1 pojavi
paran broj puta.

Rexeǌe. Neka je pn,2k verovatno�a da se u n bacaǌa kocke broj 1 pojavi
2k puta (0 < 2k � n, k, n ∈ N). Kako je kocka homogena, verovatno�a da padne
broj jedan je p = 1/6; tada je verovatno�a P1 da se u n bacaǌa kocke broje jedan
pojavi paran broj puta

P1 = pn,0 + pn,2 + · · · + pn,2k1 ,

gde je 2k1 = n ukoliko je n parno i 2k1 = n − 1 ukoliko je n neparno. Daǉe je
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Izraqunati ovu sumu direktno nije jednostavno. Zato �emo ovaj zadatak da re-
ximo primenom rekurentne formule, analogno prethodnom primeru.

Oznaqimo sa Hk doga�aj da se u k bacaǌa dobije paran broj jedinica i sa Hk

ǌemu suprotan doga�aj; sa Ak doga�aj da se u k-tom bacaǌu dobije jedinica i sa
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Ak ǌemu suprotan doga�aj. Neka je daǉe pk = p(Hk), p(Ak) = 1/6 i p(Ak) = 5/6.
Kako skup {Hk,Hk} qini potpun sistem doga�aja, primeǌujemo formulu potpune
verovatno�e,

Hn = Hn−1An + Hn−1An,

p(Hn) = p(Hn−1)p(An | Hn−1) + p(Hn−1)p(An | Hn−1).

S obzirom na uvedene oznake i uslove zadatka dobijamo rekurentnu vezu

pn = pn−1 · 5
6

+ (1 − pn−1) · 1
6
,

pn − 2
3
pn−1 =

1
6
, n ∈ N.

Rexeǌe ove rekurentne (diferencne) jednaqine tra�imo u obliku pn =
p
(H)
n + p

(N)
n , gde je p

(H)
n homogeni deo, a p

(N)
n nehomogeni deo rexeǌa. Homoge-

ni deo rexeǌa je oblika p
(H)
n = cxn, pa je
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3
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(
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)
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odakle je x = 2/3, odnosno p
(H)
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(2
3

)n

, n ∈ N.

Nehomogeni deo rexeǌa tra�imo u obliku konstante, jer je takva desna stra-
na naxe jednaqine. Dakle, p

(N)
n = λ, odakle sledi
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3
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1
6
, λ =

1
2
, p(N)

n =
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2
.

Dakle, dobili smo opxte rexeǌe diferencne jednaqine u obliku

pn = c
(2

3

)n

+
1
2
, n ∈ N,

a s obzirom na poqetni uslov p1 = 0, imamo c = −1
2
· 3
2

= −3
4
, odnosno

pn =
1
2

(
1 −

(2
3

)n−1
)

, n ∈ N.

Prime�ujemo da ako se broj bacaǌa neograniqeno pove�ava, tada pn → 1/2,
xto znaqi da su xanse pojavǉivaǌa broja 1 paran ili neparan broj puta pri
velikom broju bacaǌa jednake.

Primer 4. Jedan puxaq je odluqio da ostavi puxeǌe na slede�i naqin.
Ako jednog dana ne puxi, onda slede�eg dana ne�e puxiti sa verovatno�om a, a
ako odre�enog dana puxi, onda �e i slede�eg dana puxiti sa verovatno�om b.
Na�i verovatno�u pn da n-tog dana ne�e puxiti. Dan kad prvi put razmixǉa o
nepuxeǌu se uzima za nulti dan, odnosno p0 = 0.
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Rexeǌe. Primenom formule potpune verovatno�e formirajmo rekurentnu
vezu

pn = pn−1a + (1 − pn−1)(1 − b),

pn − (a + b − 1)pn−1 = 1 − b.

Rexavaǌem ove jednaqine dobijamo

p(H)
n = (a + b − 1)nc, p(N)

n = λ, λ = const,

pa je λ − (a + b − 1)λ = 1 − b, λ = − 1 − b

a + b − 2
, p

(N)
n =

1 − b

2 − a − b
i

pn = (a + b − 1)nc − 1 − b

a + b − 2
, n ∈ N.

Konstantu c odre�ujemo iz uslova p0 = 0, odakle je c =
1 − b

a + b − 2
, pa je rexeǌe

pn =
1 − b

a + b − 2
(a + b − 1)n − 1 − b

a + b − 2
, n ∈ N.

Ako je voǉa puxaqa jaka i odvikavaǌe dugo traje (n → ∞), verovatno�a da ne�e

puxiti pn → 1 − b

2 − a − b
, jer (a + b − 1)n → 0, n → ∞.

Primer 5. Igraqi A i B dogovorili su se da odigraju n igara. U svakoj
igri razlikujemo igraqa koji kre�e prvi i igraqa koji kre�e drugi. Verova-
tno�a da u jednoj igri pobedi igraq koji prvi kre�e u toj igri je p. Po pravili-
ma igre igraq koji pobedi u jednoj igri kre�e prvi u slede�oj igri. Odrediti
verovatno�u pn da pobednik n-te igre bude igraq A ako on kre�e prvi u prvoj
igri.

Rexeǌe. Primenom formule potpune verovatno�e dolazimo do diferencne
jednaqine

pn = p · pn−1 + (1 − pn−1)(1 − p), n ∈ N,

uz poqetni uslov p1 = p. Dakle,

pn = (2p − 1)pn−1 + (1 − p), n ∈ N.

Rexeǌe odgovaraju�e homogene jednaqine je p
(H)
n = (2p − 1)nc. Partikularno

rexeǌe tra�imo u obliku konstante p
(N)
n = λ, xto daje λ − (2p − 1)λ = 1 − p,

λ = 1/2. Zato je

pn = (2p − 1)nc +
1
2
, n ∈ N.

Konstantu c odre�ujemo iz poqetnog uslova p1 = p. To daje

(2p − 1)1c +
1
2

= p, c =
1

2p − 1

(
p − 1

2

)
=

1
2
.

Dakle, rexeǌe je pn =
1
2
(1 + (2p − 1)n), n ∈ N.

Ako se broj igara n neograniqeno pove�ava, tada pn → 1/2, xto praktiqno
znaqi da su xanse oba igraqa A i B jednake.
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Primer 6. Svaka od n naizgled jednakih kutija ima po a belih i b zelenih
kuglica. Iz prve kutije se sluqajno uzima jedna kuglica i prebacuje u drugu
kutiju, zatim se iz druge kutije jedna kuglica prebacuje u tre�u kutiju i tako
redom. Kada se iz pretposledǌe kutije jedna kuglica prebaci u posledǌu, onda
se iz ove bira jedna kuglica. Odrediti verovatno�u da se iz posledǌe kutije
izabere bela kuglica ako se zna da je iz prve kutije bila uzeta bela kuglica.

Rexeǌe. Neka je pk verovatno�a izbora bele kuglice iz k-te kutije. For-
miramo relaciju na osnovu formule potpune verovatno�e

pk = pk−1
a + 1

a + b + 1
+ (1 − pk−1)

a

a + b + 1
, k � n, n ∈ N.

Posle sre�ivaǌa dobijamo rekurentnu formulu

pk − 1
a + b + 1

pk−1 =
a

a + b + 1
, k � n, n ∈ N.

Rexavaǌem ove diferencne jednaqine dobijamo opxte rexeǌe

pn =
1

(a + b + 1)n
c +

a

a + b
, n ∈ N.

Kako je p1 =
a

a + b
, dobijamo

a

a + b
=

1
a + b + 1

c +
a

a + b
, odakle je c = 0. Zato

je rexeǌe
pn =

a

a + b
, za svako n ∈ N.

Primer 7. Kutije I i II su naizgled jednake. Zna se da u kutiji I ima a
belih i b zelenih kuglica, a u kutiji II b belih i a zelenih kuglica. Iz kutije I
se uzima jedna kuglica. Kada se konstatuje ǌena boja, ona se vra�a u istu kutiju.
Ako je izvuqena bela kuglica, onda se slede�e izvlaqeǌe vrxi iz iste kutije,
a ako je izvuqena zelena kuglica, onda se slede�e izvlaqeǌe vrxi iz one druge
kutije. Pravilo izbora kutije iz koje se izvlaqi kuglica se ne meǌa. Uvek se
izabrana kuglica vra�a u kutiju iz koje je uzeta. Odrediti verovatno�u pn da
je n-ta kuglica bela. Qemu te�i pn kad n te�i beskonaqnosti?

Rexeǌe. Iz uslova zadatka dolazimo do rekurentne veze

pn = pn−1
a

a + b
+ (1 − pn−1)

b

a + b
, n ∈ N,

odnosno

pn − a − b

a + b
pn−1 =

b

a + b
, n ∈ N.

Rexavaǌem ove diferencne jednaqine dobijamo opxte rexeǌe

pn =
(

a − b

a + b

)n

c +
1
2
.
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Kako je p1 =
a

a + b
, konstantu c odre�ujemo iz poqetnog uslova

a

a + b
=

(
a − b

a + b

)
c +

1
2
, c =

1
2
.

Dakle, rexeǌe je

pn =
1
2

(
1 +

(
a − b

a + b

)n)
, n ∈ N.

Odatle sledi da pn → 1/2 kad n → ∞, xto praktiqno znaqi da su xanse da se
izvuqe bela odnosno zelena kuglica jednake kada se broj izvlaqeǌa neograniqeno
pove�ava.

Primer 8. Osoba M odlazi na posao automobilom, kada zbog saobra�ajne
gu�ve kasni sa verovatno�om pA = 1/4, ili tramvajem, kada kasni sa verova-
tno�om pT = 1/2. Ako jednog dana stigne na vreme, idu�eg dana ne meǌa prevozno
sredstvo, a ako zakasni, slede�eg dana meǌa prevozno sredstvo. Neka je p(zn)
verovatno�a da �e M zakasniti na posao n-tog dana. Na�i p(zn) i izraqunati
lim p(zn) kada n → ∞.

Rexeǌe. Neka je An hipoteza da �e osoba M n-tog dana i�i na posao automo-
bilom. Njena verovatno�a je p(An) = pn. Zatim, neka je Tn hipoteza da �e osoba
M n-tog dana i�i na posao tramvajem. Njena verovatno�a je 1 − pn. Kako skup
{An, Tn} qini potpun sistem doga�aja, na osnovu formule potpune verovatno�e
imamo

p(An) = p(Tn−1)pT + p(An−1)(1 − pA),

pn = (1 − pn−1) · 1
2

+ pn−1

(
1 − 1

4

)
,

pn =
1
4

pn−1 +
1
2
, n ∈ N.

Rexavamo ovu diferencnu jednaqinu:

p(H)
n =

(1
4

)n

c, p(N)
n = α, α − 1

4
α =

1
2
, α =

2
3
.

Sledi

pn =
(1

4

)n

c +
2
3

i lim
n→∞ pn =

2
3
.

Dakle, verovatno�a da �e zakasniti n-tog dana je

p(zn) = p(An) · 1
4

+ p(Tn) · 1
2

= p(An) · 1
4

+ (1 − p(An)) · 1
2

=
1
2
− 1

4
p(An) → 1

2
− 1

4
· 2
3

=
1
3
, n → ∞.

Znaqi, lice M �e sa verovatno�om 1/3 kasniti na posao bez obzira kojim pre-
vozom ide.
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Primer 9. Izvodi se niz nezavisnih opita. U svakom od ǌih mo�e da se
ostvari doga�aj A sa verovatno�om p. Rezultati se bele�e u nizu tako xto se pri
realizaciji doga�aja A upisuje 1, a pri realizaciji ǌemu suprotnog doga�aja
upisuje 01. Odrediti verovatno�u pn da se na n-tom mestu u napisanom nizu
rezultata pojavi 1. Qemu te�i verovatno�a pn kada n te�i beskonaqnosti?

Rexeǌe. Kako je pn−1 verovatno�a da na (n − 1)-om mestu bude 1, onda je
mogu� nastavak 1 ako se desi doga�aj A ili 01 ako se desi ǌemu suprotan doga�aj
A. Tada je 1−pn−1 verovatno�a da se na (n−1)-om mestu na�e 0, dakle na (n−1)-
om i n-tom mestu su 01, pa je u ovom sluqaju uvek 1 na n-tom mestu. Na osnovu
formule totalne verovatno�e imamo

pn = pn−1 · p + (1 − pn−1) · 1 = 1 − (1 − p)pn−1 = 1 − qpn−1, n � 1,

gde je q = 1 − p. Dakle, dobili smo rekurentnu formulu

pn + qpn−1 = 1, n ∈ N.

Rexavaǌem ove diferencne jednaqine dobijamo

p(H)
n = c(−q)n, p(N)

n = α, α = const.

Opxte rexeǌe je

pn = c(−q)n +
1

1 + q
, n ∈ N,

no kako je p1 = p(A) = p, za n = 1 imamo

p = c(−q)1 +
1

1 + q
, c =

q

1 + q
.

Dakle, rexeǌe je

pn =
q

1 + q
(−q)n +

1
1 + q

, n ∈ N.

Jasno je da pn → 1
1 + q

kad n → ∞.

Rekurentne formule se mogu koristiti i za drugu vrstu zadataka, na primer
u kombinatorici pri raznim prebrojavaǌima, xto �e se dati u primerima za
ve�bu.

Slede�e zadatke predla�emo za samostalni rad.

Zadatak 1. Jedan puxaq je odluqio da ostavi puxeǌe. Ako jednog dana
puxi, onda slede�eg dana ne�e puxiti sa verovatno�om a = 0,3, a ako odre�enog
dana ne puxi, onda �e slede�eg dana puxiti sa verovatno�om b = 0,6. Odrediti
verovatno�u pn da n-tog dana ne�e puxiti.

Zadatak 2. Igraqi A i B igraju seriju igara. U svakoj igri igraq A
pobe�uje sa verovatno�om p, a igraq B sa verovatno�om q = 1 − p. Pobednikom
serije igara smatra se onaj igraq koji prvi dobije dve partije vixe nego ǌegov
protivnik. Odrediti verovatno�u pobede svakog od igraqa.
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Zadatak 3. Na koliko naqina se pravougaonik dimenzija 3 × 2n, n ∈ N,
mo�e pokriti dominama dimenzija 2 × 1?

Zadatak 4. Na koliko delova je podeǉena ravan sa n kru�nica od kojih se
svake dve seku u dvema taqkama i nema nijedne trojke kru�nica koje imaju jednu
zajedniqku taqku?

LITERATURA

[1] E. S. Ventcel�, L. A. Ovqarov, Prikladnye zadaqi teorii vero�tnos-
tei, Radio i sv�z�, Moskva, 1983.

[2] J. Malixi�, Verovatno�a i matematiqka statistika, u	benik za
IV razred Matematiqke gimnazije, Krug, Beograd, 1999.

[3] J. Malixi�, Verovatno�a i matematiqka statistika, zbirka rexe-
nih zadataka za IV razred gimnazije, tehniqkih xkola i Matematiqku gimnaziju,
Krug, Beograd, 1997.

[4] P. Mladenovi�, Elementarni uvod u verovatno�u i statistiku, Ma-
terijali za mlade matematiqare, sv. 24, Druxtvo matematiqara Srbije, Beograd,
1992.

[5] Grupa autora, Savezna i republiqka matematiqka takmiqeǌa sre-
dǌoxkolaca, Materijali za mlade matematiqare, sv. 16, Druxtvo matematiqara
Srbije, Beograd, 1984.

[6] Z. Kadelburg, P. Mladenovi�, Savezna takmiqeǌa iz matematike,
Materijali za mlade matematiqare, sv. 23, Druxtvo matematiqara Srbije, Beo-
grad, 1990.

[7] R. Toxi�, Kombinatorika, Prirodno-matematiqki fakultet, Novi Sad,
1998.

[8] A. M. 
glom, I. M. 
glom, Ne�lementarnye zadaqi v �lementarnom
izlo�enii, Gos. izdat. tehniko-teoretiqesko� literatury, Moskva, 1954.


